
Metoda variace konstant

Uḿıme už naj́ıt všechna řešeńı homogenńı lineárńı rekurentńı formule
s konstantńımi koeficienty. Našim daľśım ćılem je řešit nehomogenńı lineárńı
rekurentńı formule s konstantńımi koeficienty. K tomu účelu slouž́ı metoda variace
konstant, kterou nyńı poṕı̌seme.

Viděli jsme už, že nehomogenńı lineárńı rekurentńı formule k-tého řádu
s konstantńımi koeficienty pro neznámou funkci y(n) jedné nezáporné celoč́ıselné
proměnné n je podḿınka tvaru

y(n + k) + a1y(n + k − 1) + a2y(n + k − 2) + · · ·+ aky(n) = ψ(n),

kde a1, a2, . . . , ak jsou reálné konstanty, ak 6= 0, a ψ(n) je reálná funkce
proměnné n, která neńı identicky rovna nule. Tato podḿınka má být splněna pro
všechna nezáporná celá č́ısla n.

K této dané nehomogenńı lineárńı rekurentńı formuli p̌rǐrad́ıme homogenńı lineárńı
rekurentńı formuli

z(n + k) + a1z(n + k − 1) + a2z(n + k − 2) + · · ·+ akz(n) = 0

s nulovou pravou stranou. Je vidět, že jsou-li funkce y(n) a ȳ(n) libovolnými
řešeńımi naš́ı nehomogenńı lineárńı rekurentńı formule, pak jejich rozd́ıl
z(n) = ȳ(n)− y(n) je řešeńım p̌ŕıslušné homogenńı lineárńı rekurentńı formule.
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Potom plat́ı ȳ(n) = y(n) + z(n). Naopak je-li funkce y(n) nějakým řešeńım
nehomogenńı lineárńı rekurentńı formule a je-li funkce z(n) libovolným řešeńım
homogenńı lineárńı rekurentńı formule, pak funkce ȳ(n) = y(n) + z(n) je rovněž
řešeńım nehomogenńı lineárńı rekurentńı formule. Známe-li tedy jedno řešeńı y(n)
nehomogenńı lineárńı rekurentńı formule a všechna řešeńı z(n) homogenńı lineárńı
rekurentńı formule, dostaneme odtud všechna řešeńı ȳ(n) nehomogenńı lineárńı
rekurentńı formule jako všechny součty y(n) + z(n), kde z(n) prob́ıhá všechna
řešeńı homogenńı lineárńı rekurentńı formule. Poněvadž všechna řešeńı z(n)
homogenńı lineárńı rekurentńı formule už uḿıme naj́ıt, zbývá naj́ıt jedno vybrané,
takzvané partikulárńı řešeńı y(n) nehomogenńı lineárńı rekurentńı formule.

V́ıme, že všechna řešeńı homogenńı lineárńı rekurentńı formule tvǒŕı vektorový
prostor dimenze k nad tělesem všech reálných č́ısel. Bud’

z1(n), z2(n), . . . , zk(n)

nějaká báze tohoto vektorového prostoru. Ř́ıkáme, že jde o fundamentálńı systém
řešeńı homogenńı lineárńı rekurentńı formule. Libovolné řešeńı homogenńı lineárńı
rekurentńı formule lze pak vyjáďrit jako lineárńı kombinaci

c1z1(n) + c2z2(n) + · · ·+ ckzk(n)

funkćı této báze s nějakými reálnými konstantami c1, c2, . . . , ck . Idea metody
variace konstant spoč́ıvá v tom, že konstanty c1, c2, . . . , ck nahrad́ıme funkcemi
c1(n), c2(n), . . . , ck(n) proměnné n.
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Takže jedno partikulárńı řešeńı y(n) nehomogenńı lineárńı rekurentńı formule
budeme hledat ve tvaru

y(n) = c1(n)z1(n) + c2(n)z2(n) + · · ·+ ck(n)zk(n)

pro nějaké funkce c1(n), c2(n), . . . , ck(n) proměnné n, které je ťreba určit.
Stručněji zapsáno, hledáme toto partikulárńı řešeńı y(n) ve tvaru

y(n) =
k∑

i=1

ci (n)zi (n),

kde funkce ci (n) pro i = 1, 2, . . . , k je ťreba určit.

Dosad́ıme-li toto vyjáďreńı partikulárńıho řešeńı y(n) do naš́ı nehomogenńı lineárńı
rekurentńı formule, dostaneme tak jednu rovnici pro k neznámých funkćı ci (n),
kde i = 1, 2, . . . , k . Můžeme tedy podrobit tyto funkce ještě daľśım k − 1
podḿınkám, což učińıme následuj́ıćım způsobem. Máme

y(n + 1) =
k∑

i=1

ci (n + 1)zi (n + 1)

=
k∑

i=1

ci (n)zi (n + 1) +
k∑

i=1

(ci (n + 1)− ci (n))zi (n + 1)

=
k∑

i=1

ci (n)zi (n + 1) +
k∑

i=1

∆ci (n)zi (n + 1),
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kde ∆ci (n) jsou prvńı diference funkćı ci (n) pro i = 1, 2, . . . , k. Stanov́ıme-li nyńı
podḿınku

k∑
i=1

∆ci (n)zi (n + 1) = 0

pro funkce ci (n), kde i = 1, 2, . . . , k , vyplyne odtud rovnost

y(n + 1) =
k∑

i=1

ci (n)zi (n + 1).

Předpokládejme nyńı s použit́ım indukce, že už pro nějaké ` = 1, 2, . . . , k − 2
máme rovnost

y(n + `) =
k∑

i=1

ci (n)zi (n + `).

Pak odtud dostáváme

y(n + `+ 1) =
k∑

i=1

ci (n + 1)zi (n + `+ 1)

=
k∑

i=1

ci (n)zi (n + `+ 1) +
k∑

i=1

(ci (n + 1)− ci (n))zi (n + `+ 1)

=
k∑

i=1

ci (n)zi (n + `+ 1) +
k∑

i=1

∆ci (n)zi (n + `+ 1).
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Stanov́ıme-li nyńı podḿınku

k∑
i=1

∆ci (n)zi (n + `+ 1) = 0,

pro funkce ci (n), kde i = 1, 2, . . . , k , vyplyne odtud rovnost

y(n + `+ 1) =
k∑

i=1

ci (n)zi (n + `+ 1).

Stanovili jsme tak celkem k − 1 podḿınek tvaru

k∑
i=1

∆ci (n)zi (n + `) = 0

pro všechna ` = 1, 2, . . . , k − 1.

Odtud jsme odvodili k − 1 rovnost́ı tvaru

y(n + `) =
k∑

i=1

ci (n)zi (n + `),

opět pro všechna ` = 1, 2, . . . , k − 1.
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Nakonec z posledńı z těchto rovnost́ı pro ` = k − 1 ještě odvod́ıme

y(n + k) =
k∑

i=1

ci (n + 1)zi (n + k)

=
k∑

i=1

ci (n)zi (n + k) +
k∑

i=1

(ci (n + 1)− ci (n))zi (n + k)

=
k∑

i=1

ci (n)zi (n + k) +
k∑

i=1

∆ci (n)zi (n + k).

Dosad́ıme-li nyńı z těchto k právě odvozených rovnost́ı a také z našeho výchoźıho
vyjáďreńı y(n) =

∑k
i=1 ci (n)zi (n) do naš́ı nehomogenńı lineárńı rekurentńı

formule, obdrž́ıme tak podḿınku

k∑
i=1

ci (n)
(
zi (n + k) + a1zi (n + k − 1) + a2zi (n + k − 2) + · · ·+ akzi (n)

)
+

k∑
i=1

∆ci (n)zi (n + k) = ψ(n).

Ale funkce zi (n) pro i = 1, 2, . . . , k jsou řešeńımi p̌ŕıslušné homogenńı lineárńı
rekurentńı formule.
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Proto odtud plyne podḿınka

k∑
i=1

∆ci (n)zi (n + k) = ψ(n).

Přidáme-li tuto posledńı podḿınku k p̌redchoźım k − 1 podḿınkám, dostaneme
tak celkem k podḿınek, to jest k rovnic pro prvńı diference ∆ci (n) funkćı ci (n)
pro i = 1, 2, . . . , k .

Řešeńım této soustavy rovnic obdrž́ıme tyto prvńı diference a následnou sumaćı
(to je obrácená operace k diferenci) i funkce ci (n) pro i = 1, 2, . . . , k. Tak

nakonec najdeme i partikulárńı řešeńı y(n) =
∑k

i=1 ci (n)zi (n) naš́ı nehomogenńı
lineárńı rekurentńı formule.
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