Metoda variace konstant

Umime uZ najit v8echna ¥eSeni homogenni linearni rekurentni formule

s konstantnimi koeficienty. Nasim daldim cilem je ¥e$it nehomogenni linedrni
rekurentni formule s konstantnimi koeficienty. K tomu &elu slouZzi metoda variace
konstant, kterou nyni popiSeme.

Vidéli jsme uZ, Ze nehomogenni linedrni rekurentni formule k-tého ¥adu
s konstantnimi koeficienty pro nezndmou funkci y(n) jedné nezdporné celotiselné
promé&nné n je podminka tvaru

y(n+k)+ay(n+k—1)+ay(n+k—2)+---+ ary(n) = ¢(n),

kde a1, a,, ..., ax jsou redlné konstanty, ax # 0, a ¥(n) je redlnd funkce
promé&nné n, kterd neni identicky rovna nule. Tato podminka ma byt spln&na pro
v&echna nezaporna celd &isla n.

K této dané nehomogenni linedrni rekurentni formuli p¥ifadime homogenni linedrni
rekurentni formuli

z(n+ k)+az(n+ k — 1)+ apz(n+ k —2)+--- + axz(n) =0

s nulovou pravou stranou. Je vidét, Ze jsou-li funkce y(n) a y(n) libovolnymi
FeSenimi nasi nehomogenni linedrni rekurentni formule, pak jejich rozdil

z(n) = y(n) — y(n) je YeSenim p¥islusné homogenni linedrni rekurentni formule.
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Potom plati y(n) = y(n) + z(n). Naopak je-li funkce y(n) n&jakym YeZenim
nehomogenn/ linedrni rekurentni formule a je-li funkce z(n) libovolnym ¥eZenim
homogenni linedrni rekurentni formule, pak funkce y(n) = y(n) + z(n) je rovn&z
feSenim nehomogenni linedrni rekurentni formule. Zname-li tedy jedno ¥eseni y(n)
nehomogenni linedrni rekurentni formule a viechna YeSeni z(n) homogenni linedrn{
rekurentni formule, dostaneme odtud v3echna ¥eSeni y(n) nehomogenni linedrni
rekurentni formule jako vSechny soutty y(n) + z(n), kde z(n) probihad viechna
feSeni homogenni linedrni rekurentni formule. Pon&vad? viechna YeSeni z(n)
homogenni linedrni rekurentni formule uz umime najit, zbyva najit jedno vybrané,
takzvané partikularni ¥eZeni y(n) nehomogenni linedrni rekurentni formule.

Vime, Ze v8echna ¥eSeni homogenni linedrni rekurentni formule tvo¥i vektorovy
prostor dimenze k nad t&lesem viech redlnych &isel. Bud

z1(n), z(n), ..., zx(n)

né&jaka baze tohoto vektorového prostoru. Rikdme, Ze jde o fundamentalni systém
feseni homogenni linearni rekurentni formule. Libovolné ¥eSeni homogenni linedrn{
rekurentni formule Ize pak vyjad¥it jako linearni kombinaci

clzl(n) + C222(n) + -+ Ckzk(n)

funkci této baze s n&jakymi redlnymi konstantami ¢, ¢, ..., cx. ldea metody
variace konstant spod&iva v tom, Ze konstanty ci, ¢, ..., ¢,k nahradime funkcemi

ci(n), c(n), ..., ck(n) proménné n.
2/7



TakZe jedno partikuldrni ¥eZeni y(n) nehomogenni linedrni rekurentni formule
budeme hledat ve tvaru

y(n) = ai(n)zi(n) + c2(n)z2(n) + - + ck(n)zx(n)

pro n&jaké funkce c1(n), ca(n),. .., ck(n) prom&nné n, které je t¥eba urtit.
Stru¢néji zapsino, hleddme toto partikularni ¥eSeni y(n) ve tvaru
k

y(n) =Y ci(n)zi(n),
i=1
kde funkce c;(n) pro i =1,2,..., k je tfeba urtit.
Dosadime-li toto vyjdd¥eni partikuldrniho ¥eSeni y(n) do nasi nehomogenni linedrni
rekurentni formule, dostaneme tak jednu rovnici pro k nezndmych funkei ¢;(n),
kde i =1,2,..., k. MiZeme tedy podrobit tyto funkce jest& dalsim k — 1
podminkdm, coZ u€inime nasledujicim zplisobem. Mame
k
y(n+1)=>» c(n+1)z(n+1)

Il
—

ci(mzi(n+1) + Z(c,-(n +1) — ci(n)zi(n+1)

ci(m)zi(n+1) + Z Aci(n)zi(n+1),

I
M*‘.

I
.M”
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kde Ac;(n) jsou prvni diference funkei c;(n) pro i =1,2,..., k. Stanovime-li nyni

podminku
ZAC, mzi(n+1) =0

pro funkce c;(n), kde i =1, 2, ..., k, vyplyne odtud rovnost

k
y(n+1) = 3 a(mz(n+1)
i=1
P¥edpokladejme nyni s pouZitim indukce, Ze uZ pro n&jaké { =1,2,... . k—2
mame rovnost «

Pak odtud dostavame

y(n+£+1)=> c(n+1)zi(n+£+1)

M-

i=1

k
ci(mzi(n++1)+ > (ci(n+1)—ci(n)z(n++1)

i=1
k

c(mzi(n+L+1)+ Y Ac(n)zi(n+L+1).
i=1

I
.M*‘

Il
A

I
.M*‘

Il
A
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Stanovime-li nyni podminku
ZAC, nzi(n+0+1)=0,
pro funkce c;(n), kde i =1,2,... k, vyplyne odtud rovnost

y(n+0+1) = Z nzi(n+¢+1).

i=1

Stanovili jsme tak celkem k — 1 podminek tvaru

Z Aci(n)zi(n+£) =0

pro véechna ¢/ =1,2 ... k—1.

Odtud jsme odvodili k — 1 rovnosti tvaru

y(n+1¢) = Z mzi(n+£),

i=1
opét pro vechna { =1,2, ... k—1.
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Nakonec z posledni z t&chto rovnosti pro ¢ = k — 1 jest& odvodime

y(n+ k) ci(n+1)zi(n+ k)

|
.M»

i=1

ci(n)zi(n+ k) + Z(C;(n +1) = ci(n))zi(n + k)
k
ci(mzi(n+ k) + Y Aci(n)zi(n + k).

1 i=1

I
.M*‘

Il
—

|
-M“

1
Dosadime-li nyni z t&chto k pravé odvozenych rovnosti a také z naseho vychoziho
vyjad¥eni y(n) = Zf:l ¢i(n)z;(n) do na¥i nehomogenni linedrni rekurentn{
formule, obdrzime tak podminku

k
Z ci(n)(zi(n+ k) + a1zi(n+ k — 1) + apzi(n + k — 2) + - - - + axzi(n))
i=1 .
+) " Aci(n)zi(n+ k) = ().
i=1
Ale funkce zj(n) pro i =1,2,..., k jsou feSenimi p¥islusné homogenni linedrni

rekurentni formule.
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Proto odtud plyne podminka

P¥idame-li tuto posledni podminku k pfedchozim k — 1 podminkdm, dostaneme
tak celkem k podminek, to jest k rovnic pro prvni diference Ac;(n) funkei c;(n)
proi=1,2,... k.

Regenim této soustavy rovnic obdrzime tyto prvni diference a naslednou sumaci
(to je obracend operace k diferenci) i funkce ¢;(n) pro i =1,2,... k. Tak
nakonec najdeme i partikuldrni ¥eseni y(n) = Zﬁ;l ¢i(n)z;(n) na& nehomogenni
linedrni rekurentni formule.
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