Sumace funkci

Vidéli jsme, Ze k YeSeni nehomogennich linedrnich rekurentnich formuli

s konstantnimi koeficienty potfebujeme umét poéitat sumy funkci. Bud f funkce
definovand na mnoZiné viech nezdpornych celych &isel. Sumou X f funkce f
rozumime funkci g definovanou rovn&z na mnoziné viech nezapornych celych &isel
takovou, Ze plati Ag = f. Pon&kud podrobnégji fe€eno, sumou Xf funkce f
rozumime funkci g takovou, Ze pro v8echna nezdporna cela &isla n plati

Ag(n) = g(n+1) —g(n) = f(n).
Je-li h jinad funkce takova, Ze Ah = f, pak pro funkci h — g a pro v8echna
nezdpornd cela &isla n mame

A(h—g)(n) = Ah(n) — Ag(n) = f(n) — f(n) =0.

To znamend, Ze funkce h — g je konstantni na mnoZiné viech nezapornych celych
Cisel, Cili existuje konstanta ¢ takova, Ze pro viechna nezdporna cela &isla n plati
(h—g)(n) = h(n) — g(n) = ¢, &li h(n) = g(n) + c. Je tedy suma Xf funkce f
uréena jednoznaéné aZ na aditivni konstantu c.

Poznamenejme zprvu, Ze jsou-li fi, f, ..., fx libovolné funkce definované na
mnoZiné v8ech nezdpornych celych ¢&isel a jsou-li ¢i, ¢, ..., cx libovolné konstanty,
pak zfejmé& plati
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K K
b (Z c,-f,-(n)) = Zc,-Zf,-(n)
i=1 i=1

Argument n oznaluje, Ze zde vystupuji funkce jedné nezdporné celo&iselné
promé&nné.

Nalezneme déle sumy n&kterych jednoduchych funkci. PonévadZ pro identitu, to
jest pro funkci n mdame An=n+1—n=1, je vidét, Ze plati

>l=n+c
Obecngji pro kazdé kladné celé &islo k a pro klesajici faktorial [n]x mdme

A[n]k = [n + ]-]k — [n]k = (n + 1)[n]k_1 — (n — k + 1)[n]k_1 = k[n]k_l, takze
plati Z[n]_1 = %[n]« + c. Proto tedy

Y[nlk = ——=[nlk+1 + c.

1
k+1
Dile z d¥iv&jéka vime, Ye pro kazdé kladné celé &islo k a pro mocninnou funkci n¥
plati nk = Zf'(:o Sk.i[n]i, kde Sk ; jsou Stirlingova &isla 2. druhu. Odtud
a z predchozich poznatkid vyplyva, Ze

Z S l+1
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Odtud pak vychazi, ze
1
Yn= En(nf D +c,

1 1
Yn? = En(n -1+ gn(n —1)(n—2)+c,

a tak dale. Pro kaZdé redlné nebo komplexni &islo a takové, Ze a # 1, a pro
exponencidlni funkci a” mdme Aa" = a"*! — a" = (a — 1)a", takZe plati
an
a—1

Ya' = + c.

Zejména pro a = 2 vychazi, ze ¥ 2" =2" 4 c.

Kone&né& si v§imn&me, Ze pro prvni diferenci A(fg) sou&inu fg dvou funkci f a g
a pro kaZzdé nezaporné celé &islo n plati

A(fg)(n) = (fg)(n+ 1) — (fg)(n) = f(n+1)g(n+ 1) — f(n)g(n)
=f(n+1)g(n+1)—f(ng(n+1)+f(n)g(n+1)—f(n)g(n)

= g(n+ 1)Af(n)+ f(n)Ag(n).
Odtud plyne vztah
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f(n)Ag(n) = A(fg)(n) — g(n+ 1)Af(n)
= A(f(n)g(n)) — g(n+1)Af(n),
z n&hoZ sumaci dostaneme rovnost
Z(f(n)Ag(n)) = f(n)g(n) — Z(g(n + 1)Af(n)).

To je vztah pro takzvanou &asteénou sumaci. S jeho pomoci miizeme nap¥iklad
vypocitat

Y(n2")y=n2" — ¥ 2™l = p2" _ 22" c=(n-2)2"+c.
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