
Sumace funkćı

Viděli jsme, že k řešeńı nehomogenńıch lineárńıch rekurentńıch formuĺı
s konstantńımi koeficienty poťrebujeme umět poč́ıtat sumy funkćı. Bud’ f funkce
definovaná na množině všech nezáporných celých č́ısel. Sumou Σf funkce f
rozuḿıme funkci g definovanou rovněž na množině všech nezáporných celých č́ısel
takovou, že plat́ı ∆g = f . Poněkud podrobněji řečeno, sumou Σf funkce f
rozuḿıme funkci g takovou, že pro všechna nezáporná celá č́ısla n plat́ı

∆g(n) = g(n + 1)− g(n) = f (n).

Je-li h jiná funkce taková, že ∆h = f , pak pro funkci h − g a pro všechna
nezáporná celá č́ısla n máme

∆(h − g)(n) = ∆h(n)−∆g(n) = f (n)− f (n) = 0.

To znamená, že funkce h − g je konstantńı na množině všech nezáporných celých
č́ısel, čili existuje konstanta c taková, že pro všechna nezáporná celá č́ısla n plat́ı
(h − g)(n) = h(n)− g(n) = c , čili h(n) = g(n) + c . Je tedy suma Σf funkce f
určena jednoznačně až na aditivńı konstantu c .

Poznamenejme zprvu, že jsou-li f1, f2, . . . , fk libovolné funkce definované na
množině všech nezáporných celých č́ısel a jsou-li c1, c2, . . . , ck libovolné konstanty,
pak žrejmě plat́ı
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Σ

(
k∑

i=1

ci fi (n)

)
=

k∑
i=1

ci Σfi (n).

Argument n označuje, že zde vystupuj́ı funkce jedné nezáporné celoč́ıselné
proměnné.

Nalezneme dále sumy některých jednoduchých funkćı. Poněvadž pro identitu, to
jest pro funkci n máme ∆n = n + 1− n = 1, je vidět, že plat́ı

Σ1 = n + c .

Obecněji pro každé kladné celé č́ıslo k a pro klesaj́ıćı faktoriál [n]k máme
∆[n]k = [n + 1]k − [n]k = (n + 1)[n]k−1 − (n − k + 1)[n]k−1 = k[n]k−1, takže
plat́ı Σ[n]k−1 = 1

k [n]k + c . Proto tedy

Σ[n]k =
1

k + 1
[n]k+1 + c .

Dále z ďŕıvěǰska v́ıme, že pro každé kladné celé č́ıslo k a pro mocninnou funkci nk

plat́ı nk =
∑k

i=0 Sk,i [n]i , kde Sk,i jsou Stirlingova č́ısla 2. druhu. Odtud
a z p̌redchoźıch poznatk̊u vyplývá, že

Σnk =
k∑

i=0

Sk,i
[n]i+1

i + 1
+ c .
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Odtud pak vycháźı, že

Σn =
1

2
n(n − 1) + c ,

Σn2 =
1

2
n(n − 1) +

1

3
n(n − 1)(n − 2) + c ,

a tak dále. Pro každé reálné nebo komplexńı č́ıslo a takové, že a 6= 1, a pro
exponenciálńı funkci an máme ∆an = an+1 − an = (a− 1)an, takže plat́ı

Σan =
an

a− 1
+ c .

Zejména pro a = 2 vycháźı, že Σ 2n = 2n + c .

Konečně si všimněme, že pro prvńı diferenci ∆(fg) součinu fg dvou funkćı f a g
a pro každé nezáporné celé č́ıslo n plat́ı

∆(fg)(n) = (fg)(n + 1)− (fg)(n) = f (n + 1)g(n + 1)− f (n)g(n)

= f (n + 1)g(n + 1)− f (n)g(n + 1) + f (n)g(n + 1)− f (n)g(n)

= g(n + 1)∆f (n) + f (n)∆g(n).

Odtud plyne vztah
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f (n)∆g(n) = ∆(fg)(n)− g(n + 1)∆f (n)

= ∆
(
f (n)g(n)

)
− g(n + 1)∆f (n),

z něhož sumaćı dostaneme rovnost

Σ
(
f (n)∆g(n)

)
= f (n)g(n)− Σ

(
g(n + 1)∆f (n)

)
.

To je vztah pro takzvanou částečnou sumaci. S jeho pomoćı můžeme nap̌ŕıklad
vypoč́ıtat

Σ(n 2n) = n 2n − Σ 2n+1 = n 2n − 2 2n + c = (n − 2) 2n + c .
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