Rozklady pFirozenych &isel na s¢itance

Pro libovolna kladna p¥irozend &isla n a k oznatme O(n, k) po&et viech rozkladi
&isla n na soucet k vzajemné rliznych s¢itanci. Témito séitanci maji byt opét
kladnd ptirozena &isla a nebude pfitom zdleZet na poradi téchto séitancd.

Odvodime nejprve rekurentni formuli pro &isla 9(n, k). J

Pro n mensi nez sou¢et 1+ 2+ --- 4 k, to jest pro n < ( k-2+1) neexistuje rozklad

&isla n na k riznych stitanci, takze je 9(n, k) = 0. Pro n > (k;l) ved me
nasledujici dvahu. UvaZme libovolny rozklad &isla n na k riznych séitanci:

n=my+my+---+ m,

kde m; < mp < --- < my. Pak jsou dv& moZnosti. Bud'to m; > 1, pak oviem
n—k=(m —1)+(my—1)+ -4+ (mg — 1) je rozklad p¥irozeného &isla n — k
na k riznych s¢itanci; té&hto rozkladil je 9(n — k, k). Anebo m; = 1. Jestlize
pfitom k > 1, pak n — 1 = my + - -- + my je rozklad p¥irozeného &isla n — 1 na
k — 1 riznych s¢itanch vétSich nez 1, atedy n— k= (my — 1) +--- 4+ (my — 1)
je rozklad p¥irozeného &isla n — k na k — 1 riiznych s€itanci; téchto rozkladi je
d(n — k, k —1). Odtud plyne rekurentni formule
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A(n, k) =0(n—k,k)+0(n— k, k—1)

pro hodnoty k >1an> (kgl ) Neni ale t&Zké si rozmyslet, Ze tato rekurentn{
formule ve skutegnosti plati uZ pro vechna n > k. P¥itom po&ate¢ni hodnoty jsou
ovdem 9(n,1) =1 pro v3echna pfirozend &isla n a 9(n, k) = 0 viechna pfirozend
&isla n, k spliiujici n < ( kil ) respektive n < k.

Budeme chtit postupn& potitat hodnoty d(n, 1), d(n,2), (n,3), ... pro libovolna
p¥irozena &isla n.

Jiz vime, Ze 9(n,1) = 1 pro viechna pfirozend &isla n. Zkoumejme déle hodnoty
9(n,2). Vime, ze 9(1,2) =0, 9(2,2) = 0, a pro n > 3 mdme podle pfedchozi
rekurentni formule vztah
d(n,2) =9(n—2,2)4+090(n—2,1).
To znamen3, Ze pro vdechna pfirozena &isla n > 1 mame vztah
O(n+2,2) =09(n,2)+ 0(n, 1),
tedy dostdvame vztah
d(n+2,2)—9(n,2) =1.
To je nehomogenni linedrni rekurentni formule s konstantnimi koeficienty
pro &isla d(n, 2).
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Charakteristicky polynom této linearni rekurentni formule je
x? = 1,

m3d dva kofeny +1, takZze fundamentdlni systém ¥eSeni zhomogenizované linedrni
rekurentni formule pozlstdva ze dvou ¥eSeni 1" =1 a (—1)". Metodou variace
konstant hleddme partikuldrni YeSeni nehomogenni linedrni rekurentni formule ve

tvaru
c(n) +d(n)(-1)"

pro jisté funkce c(n) a d(n), pro n& mame dv& rovnice
Ac(n) + (=1)""Ad(n) =0, Ac(n)+ (-1)"Ad(n) =

Z t&chto rovnic vychazf

Ac(n) =3, Ad(n)=3(-1)"
Odtud sumaci vyplyne
_1 — L gy
c(n) = 5 d(n) = 4( 1)
Obecné Feseni nehomogenni linedrni rekurentni formule je tedy tvaru

3+ b(—=1)"+ 20— 2(~1)"(~1)" = a+ b(~1)" + Zn -

pro jisté konstanty a, b.

1
4
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Pro tyto konstanty z potate¢nich podminek 9(1,2) =0, 9(2,2) = 0 vychazi

1 1 1
a_b+§_1_0’ a—i—b—&—l—Z—O,
neboli
1 3
afb—fz, a+b—71,
takze a—_l b—_l
2 T
Dostavame tak 1 1 3
_ T(_1\nt+1 T2
8(n,2)—4( 1) +5n—3

pro v8echna pFirozena &isla n.
Zkoumejme déle hodnoty 9(n, 3) pro libovolnd p¥irozena &isla n. Vime, Ze
0(1,3) =0, 9(2,3) =0, 9(3,3) =0, a pro n > 4 mame podle vyse odvozené
rekurentni formule vztah
d(n,3) =09(n—13,3)+09(n—3,2).
To znamen4, Ze pro vdechna pfirozena &isla n > 1 mame vztah
d(n+3,3) =09(n,3) + 9(n, 2).

Podle pfedchoziho vysledku pfitom zndme hodnotu

a(n,2) = %(—1)”+1 + %n - %
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Dostdvame tedy vztah
O(n+3,3) = 0(n3) = 3 (1) 4 Zn— 2.
To je nehomogenni linedrni rekurentni formule s konstantnimi koeficienty pro &isla

d(n, 3). Charakteristicky polynom této linedrni rekurentni formule je
x3—1,

ma t¥i kofeny

1 6_*1+\/§I‘ 52——1—\/§i

’ 2 2 2 2
takZe fundamentdini systém YeSeni zhomogenizované linedrni rekurentni formule
pozlistava ze t¥i feSeni
1"=1, ", g2,

Metodou variace konstant hleddame partikuldrni ¥eSeni nehomogenni linedrni
rekurentni formule ve tvaru

f(n) + g(n)e" 4 h(n)e*"
pro jisté funkce f(n), g(n) a h(n), pro n&Z mame t¥i rovnice
Af(n) + " Ag(n) + €22 Ah(n) = 0,
Af(n) +e™2Ag(n) + ™ Ah(n) = 0,

Af(n) + e"Ag(n) + &*"Ah(n) = L

L (_1\n+1 173
4( 1) +2n

Z.
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To je soustava t¥i linedrnich rovnic pro tfi nezndmé funkce Af(n), Ag(n)
a Ah(n). Determinant matice této soustavy linedrnich rovnic je

1 entl  g2n+2

1 ent? g2l =322 3¢,

1 en Z_:2n
Sméfujeme k FeSeni této soustavy linedrnich rovnic Cramerovym pravidlem.
K tomu potfebujeme vypoclist jesté determinanty

0 ol g2nt2
0 ent2  gantl| (%(_1)n+l+%n_ %)(52—5),
%( 1)n+1+%nii en 2n
1 0 2n+42
€2n+1 _ (1 nbl 1 3\ 2n/ .2
1 0 € =(>(-1D)" +n—=)e*"(e” —¢),
O AR Ok B B v
1 €n+1 0
1 ent? 0 = (%(—1)”+1+%n—%>6"(6275).
Loem (=)™ +an—d
Dostavame tedy
Ly 1,1
Af(n) = 12( 1) ten—
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1 N 1 1\ o

Ag(n) = (55(-1)" 4 gn— 7)<,
1 1 1

Ah(n) = (E( 1)+ en— Z)g".

Odtud sumaci obdrzime

A A B R A
f(n) - 24( 1) + 12”(” ]‘) 4”7
_i 1 _1\n=2n 1 1 2n_l 1 2n+2 11 2n
g =pa (D s @ 4217
7i 1 _1\nan 1 1 ”,1 1 n+171 1 n
(M=o e =1 s e—° 4:-1 -

Zamyglime vypotist partikularni ¥egeni f(n) + g(n)e" + h(n)e?"

linedrni rekurentni formule. K tomu G&elu zjistime

nasi nehomogenni

1
f(n) = ( 1) +*n("—1)—zn,
n_il_nll 152_;1
ge’ = eV sz s@_1y dm-1
2n7i 1 _1\n 1 1 71 1> 1 1
hme™ = o) oo s e—1e 2:-1

Chceme tyto hodnoty sedist.
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K tomu si nejdfive vS§imnéme, Ze

1 1 2+4¢e+ &2

5+1+52+1 - (e+1)(e2+1) =1L

1 1 e+ef-2

p W=l P T 2 B
N € e =12+ (e -1 2e+e2-2) 2
(e—1)2 " (2-1)2 (e—1)2(2-1)2 = (2—e—e2)2 3’

kde posledni rovnost vyplynula vyuZitim faktu, e 2+ + 1 = 0. Nyn{ tedy
seltenim obdrzime

f(n) + g(n)e" + h(n)e?" = %(—1)" +=n®—Zn+ 2.

Obecné Feseni nehomogenni linedrni rekurentni formule je tedy tvaru
n 2n 1 _1\n i 2 1 E
a+ be" + ce +8( 1) + Tt 3
pro jisté konstanty a, b, ¢, pro které z potate¢nich podminek 9(1,3) =0,
09(2,3) =0, 9(3,3) = 0 vychazi

2 1 1 1 13
a+ be + ce 8+12 2+36_0’

2 1,1 4, 13_
a+ be +cs+8+3 1+36—0,
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1 3 3 13
a+b+c—§+1—§+£—0,
neboli
213
a+ be + ce =
2 _13
a+ be +C€—72,
37
a+b+c= 7
Se&tenim t&chto t¥i rovnic dostaneme
3afg,
I
takze afl
247
Odtud plyne
2
b ==,
+c 9

Odettéme déle od prvni rovnice druhou rovnici vynasobenou &islem e. Takto

dostaneme 13 13

a(l—e)—l—b(a—l):i—is.
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Vydélenim &islem 1 — ¢ odtud obdrZime

13
_p=
a 72
Takze dale dostavame
b= 1 c= 1
T 9
Poznamenejme, Ze
zs—cosz—7r—&—isin2—7T z;‘z—c052—7r—isin2—7T
o 3 3’ o 3 3
Vypolteme
n 2n __ l n 1 2n
be" 4+ ce”" = 96 +95
1 2 . 27r 1 27n . . 2mn
—9(° 553 +ising )*5(“’57*'5'"?)
= gcos%—n
9 37
Dostavame tak
a(n,3) = 7coszi”+ (=17 + PRI A

pro v8echna p¥irozena &isla n.
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