
Rozklady p̌rirozených č́ısel na sč́ıtance

Pro libovolná kladná p̌rirozená č́ısla n a k označme ∂(n, k) počet všech rozkladů
č́ısla n na součet k vzájemně r̊uzných sč́ıtanc̊u. Těmito sč́ıtanci maj́ı být opět
kladná p̌rirozená č́ısla a nebude p̌ritom záležet na pǒrad́ı těchto sč́ıtanc̊u.

Odvod́ıme nejprve rekurentńı formuli pro č́ısla ∂(n, k).

Pro n menš́ı než součet 1 + 2 + · · · + k , to jest pro n < ( k+1
2 ) neexistuje rozklad

č́ısla n na k r̊uzných sč́ıtanc̊u, takže je ∂(n, k) = 0. Pro n > ( k+1
2 ) ved’me

následuj́ıćı úvahu. Uvažme libovolný rozklad č́ısla n na k r̊uzných sč́ıtanc̊u:

n = m1 + m2 + · · · + mk ,

kde m1 < m2 < · · · < mk . Pak jsou dvě možnosti. Bud’to m1 > 1, pak ovšem
n − k = (m1 − 1) + (m2 − 1) + · · · + (mk − 1) je rozklad p̌rirozeného č́ısla n − k
na k r̊uzných sč́ıtanc̊u; těchto rozkladů je ∂(n − k , k). Anebo m1 = 1. Jestliže
p̌ritom k > 1, pak n − 1 = m2 + · · · + mk je rozklad p̌rirozeného č́ısla n − 1 na
k − 1 r̊uzných sč́ıtanc̊u věťśıch než 1, a tedy n − k = (m2 − 1) + · · · + (mk − 1)
je rozklad p̌rirozeného č́ısla n − k na k − 1 r̊uzných sč́ıtanc̊u; těchto rozkladů je
∂(n − k, k − 1). Odtud plyne rekurentńı formule
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∂(n, k) = ∂(n − k , k) + ∂(n − k , k − 1)

pro hodnoty k > 1 a n > ( k+1
2 ). Neńı ale těžké si rozmyslet, že tato rekurentńı

formule ve skutečnosti plat́ı už pro všechna n > k . Přitom počátečńı hodnoty jsou
ovšem ∂(n, 1) = 1 pro všechna p̌rirozená č́ısla n a ∂(n, k) = 0 všechna p̌rirozená

č́ısla n, k splňuj́ıćı n < ( k+1
2 ), respektive n 6 k .

Budeme cht́ıt postupně poč́ıtat hodnoty ∂(n, 1), ∂(n, 2), ∂(n, 3), . . . pro libovolná
p̌rirozená č́ısla n.

Již v́ıme, že ∂(n, 1) = 1 pro všechna p̌rirozená č́ısla n. Zkoumejme dále hodnoty
∂(n, 2). V́ıme, že ∂(1, 2) = 0, ∂(2, 2) = 0, a pro n > 3 máme podle p̌redchoźı
rekurentńı formule vztah

∂(n, 2) = ∂(n − 2, 2) + ∂(n − 2, 1).

To znamená, že pro všechna p̌rirozená č́ısla n > 1 máme vztah

∂(n + 2, 2) = ∂(n, 2) + ∂(n, 1),

tedy dostáváme vztah
∂(n + 2, 2) − ∂(n, 2) = 1.

To je nehomogenńı lineárńı rekurentńı formule s konstantńımi koeficienty
pro č́ısla ∂(n, 2).
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Charakteristický polynom této lineárńı rekurentńı formule je

x2 − 1,

má dva kǒreny ±1, takže fundamentálńı systém řešeńı zhomogenizované lineárńı
rekurentńı formule poz̊ustává ze dvou řešeńı 1n = 1 a (−1)n. Metodou variace
konstant hledáme partikulárńı řešeńı nehomogenńı lineárńı rekurentńı formule ve
tvaru

c(n) + d(n)(−1)n

pro jisté funkce c(n) a d(n), pro něž máme dvě rovnice

∆c(n) + (−1)n+1∆d(n) = 0, ∆c(n) + (−1)n∆d(n) = 1.

Z těchto rovnic vycháźı

∆c(n) =
1

2
, ∆d(n) =

1

2
(−1)n.

Odtud sumaćı vyplyne

c(n) =
1

2
n, d(n) = −1

4
(−1)n.

Obecné řešeńı nehomogenńı lineárńı rekurentńı formule je tedy tvaru

a + b(−1)n +
1

2
n − 1

4
(−1)n(−1)n = a + b(−1)n +

1

2
n − 1

4

pro jisté konstanty a, b.
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Pro tyto konstanty z počátečńıch podḿınek ∂(1, 2) = 0, ∂(2, 2) = 0 vycháźı

a− b +
1

2
− 1

4
= 0, a + b + 1 − 1

4
= 0,

neboli
a− b = −1

4
, a + b = −3

4
,

takže
a = −1

2
, b = −1

4
.

Dostáváme tak
∂(n, 2) =

1

4
(−1)n+1 +

1

2
n − 3

4
pro všechna p̌rirozená č́ısla n.

Zkoumejme dále hodnoty ∂(n, 3) pro libovolná p̌rirozená č́ısla n. V́ıme, že
∂(1, 3) = 0, ∂(2, 3) = 0, ∂(3, 3) = 0, a pro n > 4 máme podle výše odvozené
rekurentńı formule vztah

∂(n, 3) = ∂(n − 3, 3) + ∂(n − 3, 2).

To znamená, že pro všechna p̌rirozená č́ısla n > 1 máme vztah

∂(n + 3, 3) = ∂(n, 3) + ∂(n, 2).

Podle p̌redchoźıho výsledku p̌ritom známe hodnotu

∂(n, 2) =
1

4
(−1)n+1 +

1

2
n − 3

4
.
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Dostáváme tedy vztah

∂(n + 3, 3) − ∂(n, 3) =
1

4
(−1)n+1 +

1

2
n − 3

4
.

To je nehomogenńı lineárńı rekurentńı formule s konstantńımi koeficienty pro č́ısla
∂(n, 3). Charakteristický polynom této lineárńı rekurentńı formule je

x3 − 1,

má ťri kǒreny

1, ε = −1

2
+

√
3

2
i , ε2 = −1

2
−
√
3

2
i ,

takže fundamentálńı systém řešeńı zhomogenizované lineárńı rekurentńı formule
poz̊ustává ze ťŕı řešeńı

1n = 1, εn, ε2n.

Metodou variace konstant hledáme partikulárńı řešeńı nehomogenńı lineárńı
rekurentńı formule ve tvaru

f (n) + g(n)εn + h(n)ε2n

pro jisté funkce f (n), g(n) a h(n), pro něž máme ťri rovnice

∆f (n) + εn+1∆g(n) + ε2n+2∆h(n) = 0,

∆f (n) + εn+2∆g(n) + ε2n+1∆h(n) = 0,

∆f (n) + εn∆g(n) + ε2n∆h(n) =
1

4
(−1)n+1 +

1

2
n − 3

4
.
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To je soustava ťŕı lineárńıch rovnic pro ťri neznámé funkce ∆f (n), ∆g(n)
a ∆h(n). Determinant matice této soustavy lineárńıch rovnic je∣∣∣∣∣∣

1 εn+1 ε2n+2

1 εn+2 ε2n+1

1 εn ε2n

∣∣∣∣∣∣ = 3ε2 − 3ε.

Smě̌rujeme k řešeńı této soustavy lineárńıch rovnic Cramerovým pravidlem.
K tomu poťrebujeme vypoč́ıst ještě determinanty∣∣∣∣∣∣

0 εn+1 ε2n+2

0 εn+2 ε2n+1

1
4
(−1)n+1 + 1

2
n − 3

4
εn ε2n

∣∣∣∣∣∣ =
(
1

4
(−1)n+1 +

1

2
n − 3

4

)
(ε2 − ε),

∣∣∣∣∣∣
1 0 ε2n+2

1 0 ε2n+1

1 1
4
(−1)n+1 + 1

2
n − 3

4
ε2n

∣∣∣∣∣∣ =
(
1

4
(−1)n+1 +

1

2
n − 3

4

)
ε2n(ε2 − ε),

∣∣∣∣∣∣
1 εn+1 0
1 εn+2 0
1 εn 1

4
(−1)n+1 + 1

2
n − 3

4

∣∣∣∣∣∣ =
(
1

4
(−1)n+1 +

1

2
n − 3

4

)
εn(ε2 − ε).

Dostáváme tedy

∆f (n) =
1

12
(−1)n+1 +

1

6
n − 1

4
,
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∆g(n) =
(

1

12
(−1)n+1 +

1

6
n − 1

4

)
ε2n,

∆h(n) =
(

1

12
(−1)n+1 +

1

6
n − 1

4

)
εn.

Odtud sumaćı obdrž́ıme

f (n) =
1

24
(−1)n +

1

12
n(n − 1) − 1

4
n,

g(n) =
1

12

1

ε2 + 1
(−1)nε2n +

1

6

1

ε2 − 1
nε2n − 1

6

1

(ε2 − 1)2
ε2n+2 − 1

4

1

ε2 − 1
ε2n,

h(n) =
1

12

1

ε+ 1
(−1)nεn +

1

6

1

ε− 1
nεn − 1

6

1

(ε− 1)2
εn+1 − 1

4

1

ε− 1
εn.

Zamýšĺıme vypoč́ıst partikulárńı řešeńı f (n) + g(n)εn + h(n)ε2n naš́ı nehomogenńı
lineárńı rekurentńı formule. K tomu účelu zjist́ıme

f (n) =
1

24
(−1)n +

1

12
n(n − 1) − 1

4
n,

g(n)εn =
1

12

1

ε2 + 1
(−1)n +

1

6

1

ε2 − 1
n − 1

6

ε2

(ε2 − 1)2
− 1

4

1

ε2 − 1
,

h(n)ε2n =
1

12

1

ε+ 1
(−1)n +

1

6

1

ε− 1
n − 1

6

ε

(ε− 1)2
− 1

4

1

ε− 1
.

Chceme tyto hodnoty seč́ıst.
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K tomu si nejďŕıve všimněme, že

1

ε+ 1
+

1

ε2 + 1
=

2 + ε+ ε2

(ε+ 1)(ε2 + 1)
= 1,

1

ε− 1
+

1

ε2 − 1
=

ε+ ε2 − 2

(ε− 1)(ε2 − 1)
= −1,

ε

(ε− 1)2
+

ε2

(ε2 − 1)2
=
ε(ε2 − 1)2 + ε2(ε− 1)2

(ε− 1)2(ε2 − 1)2
=

2(ε+ ε2 − 2)

(2− ε− ε2)2 = −2

3
,

kde posledńı rovnost vyplynula využit́ım faktu, že ε2 + ε + 1 = 0. Nyńı tedy
sečteńım obdrž́ıme

f (n) + g(n)εn + h(n)ε2n =
1

8
(−1)n +

1

12
n2 − 1

2
n +

13

36
.

Obecné řešeńı nehomogenńı lineárńı rekurentńı formule je tedy tvaru

a + bεn + cε2n +
1

8
(−1)n +

1

12
n2 − 1

2
n +

13

36

pro jisté konstanty a, b, c , pro které z počátečńıch podḿınek ∂(1, 3) = 0,
∂(2, 3) = 0, ∂(3, 3) = 0 vycháźı

a + bε + cε2 − 1

8
+

1

12
− 1

2
+

13

36
= 0,

a + bε2 + cε +
1

8
+

1

3
− 1 +

13

36
= 0,
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a + b + c − 1

8
+

3

4
− 3

2
+

13

36
= 0,

neboli
a + bε + cε2 =

13

72
,

a + bε2 + cε =
13

72
,

a + b + c =
37

72
.

Sečteńım těchto ťŕı rovnic dostaneme

3a =
7

8
,

takže
a =

7

24
.

Odtud plyne

b + c =
2

9
.

Odečtěme dále od prvńı rovnice druhou rovnici vynásobenou č́ıslem ε. Takto
dostaneme

a(1 − ε) + b(ε− 1) =
13

72
− 13

72
ε.
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Vyděleńım č́ıslem 1 − ε odtud obdrž́ıme

a− b =
13

72
.

Takže dále dostáváme
b =

1

9
, c =

1

9
.

Poznamenejme, že

ε = cos
2π

3
+ i sin

2π

3
, ε2 = cos

2π

3
− i sin

2π

3
.

Vypočteme

bεn + cε2n =
1

9
εn +

1

9
ε2n

=
1

9

(
cos

2πn

3
+ i sin

2πn

3

)
+

1

9

(
cos

2πn

3
− i sin

2πn

3

)
=

2

9
cos

2πn

3
.

Dostáváme tak

∂(n, 3) =
2

9
cos

2πn

3
+

1

8
(−1)n +

1

12
n2 − 1

2
n +

47

72

pro všechna p̌rirozená č́ısla n.
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