Burnsideovo lemma

Bud M kone&nd neprdzdnd mnoZina. Bud Sy grupa vdech permutaci mnoZiny M.
Bud H n&jaka podgrupa grupy Sp. Oznaéme ~ binarni relaci na mnoZing M
definovanou pro libovolnd a, b € M predpisem

a ~y b <= existuje permutace o € H takova, Ze b = o(a).

Snadno se ové&Fi, Ze ~y je relace ekvivalence na mnozin& M. Vznika tak pfislusny
rozklad M /~y. T¥idy tohoto rozkladu se nazyvaji orbity v grup&€ H. Pro libovolny
prvek a € M je t¥ida rozkladu M/~ obsahujici tento prvek a rovna mnoZing

On(a) ={o(a): 0 € H}

a nazyva se orbita prvku a v grupé H. Uvazujme dale pro libovolny prvek a € M

podmnoZinu
H(a)={oc € H:0o(a) = a}

grupy H. Pak H(a) je otividn& podgrupa grupy H a nazyva se stabilizator prvku a
v grupé H. UvaZujme konecné pro libovolny prvek a € M zobrazenf

s H— 0y(a)
dané pro libovolnou permutaci o € H predpisem

Ya(o) = o(a).
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Pak ), je surjektivni zobrazeni. Zkoumejme jadro tohoto zobrazeni. Pro libovolné
dvé permutace 0,7 € H mame

VYa(0) = a(1) = 0(a) = 7(a) <= 7 (0(a)) = a
<= 7 too € H(a) <= 0o H(a) = 7 o H(a).
Posledni rovnost je oviem rovnosti t¥id levého rozkladu grupy H podle jeji
podgrupy H(a). Dv& permutace o, € H se tedy zobrazenim 1, zobrazi na tentyz
prvek o(a) = 7(a) orbity 0y(a) pravé tehdy, kdyZ tyto permutace o, 7 leZi v téze
t¥id& levého rozkladu H/H(a). Indukuje tedy zobrazeni 1), bijekci

¥, H/H(a) = 0p(a)
danou pro libovolnou permutaci o € H pfedpisem
¥y(0 0 H(a)) = o(a).
Je tedy potet prvkil orbity 0y(a) roven pottu t¥id levého rozkladu H/H(a) grupy

H podle stabilizatoru H(a). Z kurzu algebry vime, Ze pro pocet prvkii podgrupy
H(a) a pro potet t¥id levého rozkladu H/H(a) plati rovnost

|H/H(a)| - |H(a)| = |H]|.
To ale znamena, Ze mame rovnost
0n(a)] - [H(a)| = [H]|.
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Z této rovnosti mimo jiné plyne, Ze pro dva prvky a, b € M leZici v téZe orbité

grupy H, coz znamend, Ze 0y(a) = On(b), plati téZ rovnost |H(a)| = |H(b)], &ili

stabilizatory H(a) a H(b) takovych prvki jsou podgrupami v H majicimi tyZ potet

prvki.
Nasi snahou bude urdit pocet vSech orbit v grupé H, to jest pocet t¥id rozkladu

M /~p. Pro libovolnou permutaci o mnoZiny M oznatime symbolem ji(o) potet

v8ech cykl délky 1 v rozkladu permutace o na sou&in nezdvislych cykld. Jinymi
slovy, j1(o) bude potet viech pevnych bodd permutace o, to jest polet prvki
mnoziny P, = {a € M : o(a) = a}.

Nyni jsme jiz pfipraveni formulovat a dokazat ndsledujici Burnsideovo lemma,
nékdy nazyvané téZ Cauchyovo-Frobeniovo lemma:

Véta.

Bud' H podgrupa v grupé Sy. Pak pro pocet orbit v této grupé H, to jest pro
pocet t¥id rozkladu M/~y, plati vztah

M ~op] = |—i,| gfl(o).

Rec&eno slovy, polet orbit v grup& H je roven primémému poctu pevnych bodii
permutaci z grupy H.
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Dikaz.
Uvedena rovnost je ekvivalentni rovnosti
M/l - 1H = 3 (o),
oceH

kterou tedy mame dokdazat. K tomu Géelu uvazme mnoZinu
W ={(c,a):0 € H, ae M, o(a) = a}.

Nyni pouZijeme ndsledujici obrat: budeme poditat velikost mnoziny W dvéma
zpisoby. Poprvé bereme jednotlivé permutace o0 € H a ke kazdé z nich zjistime,
kolik je moZno vzit prvkii a € M tak, aby vznikla dvojice (o, a) z W, to jest tak,
aby platilo o(a) = a. Timto zplsobem dosp&jeme k zjisténi, Ze

(W =" 1Ps| =) (o).
occH occH

Podruhé bereme jednotlivé prvky a € M a ke kazdému z nich zjistime, kolik je
moZno vzit permutaci o € H tak, aby vznikla dvojice (0, a) z W, to jest zase tak,
aby platilo o(a) = a. Timto zplsobem dojdeme k zjidténi, ze

Wl=)" IH(a)l.

aeM
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Ov&em vime jiz, Ze stabilizatory prvki z téZe orbity grupy H maji tyZ polet prvki.
Roztfidime-li tedy prvky a € M podle toho, do kterych orbit O grupy H naleZeji,
miZeme posledni vyjad¥eni velikosti mnoZiny W p¥epsat ve tvaru

W= 3 ou(uo)l - [H(uo)l,

OGM/NH

kde uo je né&ktery (kterykoliv) prvek orbity O. Pak oviem 0y (up) je O. Podle
posledni rovnosti odvozené bezprostfedné pfed touto vétou jsou oviem souliny
|0n(uo)| - |[H(up)| rovny hodnot& |H|. Dospivame tak ke zjisténi, ze

W= [HI=IM/~n|-|H]
OeM/~p
Celkem odtud a z pfedchoziho odvozeni vyplyva, Ze
[M/~nl - [H = a(o),
occH

coz bylo tfeba dokazat. O
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