
Burnsideovo lemma

Bud’ M konečná neprázdná množina. Bud’ SM grupa všech permutaćı množiny M.
Bud’ H nějaká podgrupa grupy SM . Označme ∼H binárńı relaci na množině M
definovanou pro libovolná a, b ∈ M p̌redpisem

a ∼H b ⇐⇒ existuje permutace σ ∈ H taková, že b = σ(a).

Snadno se ově̌ŕı, že ∼H je relace ekvivalence na množině M. Vzniká tak p̌ŕıslušný
rozklad M/∼H . Tř́ıdy tohoto rozkladu se nazývaj́ı orbity v grupě H. Pro libovolný
prvek a ∈ M je ťŕıda rozkladu M/∼H obsahuj́ıćı tento prvek a rovna množině

0H(a) = {σ(a) : σ ∈ H}
a nazývá se orbita prvku a v grupě H. Uvažujme dále pro libovolný prvek a ∈ M
podmnožinu

H(a) = {σ ∈ H : σ(a) = a}
grupy H. Pak H(a) je očividně podgrupa grupy H a nazývá se stabilizátor prvku a
v grupě H. Uvažujme konečně pro libovolný prvek a ∈ M zobrazeńı

ψa : H → 0H(a)

dané pro libovolnou permutaci σ ∈ H p̌redpisem

ψa(σ) = σ(a).
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Pak ψa je surjektivńı zobrazeńı. Zkoumejme jádro tohoto zobrazeńı. Pro libovolné
dvě permutace σ, τ ∈ H máme

ψa(σ) = ψa(τ)⇐⇒ σ(a) = τ(a)⇐⇒ τ−1(σ(a)) = a

⇐⇒ τ−1 ◦ σ ∈ H(a)⇐⇒ σ ◦ H(a) = τ ◦ H(a).

Posledńı rovnost je ovšem rovnost́ı ťŕıd levého rozkladu grupy H podle jej́ı
podgrupy H(a). Dvě permutace σ, τ ∈ H se tedy zobrazeńım ψa zobraźı na tentýž
prvek σ(a) = τ(a) orbity 0H(a) právě tehdy, když tyto permutace σ, τ lež́ı v téže
ťŕıdě levého rozkladu H/H(a). Indukuje tedy zobrazeńı ψa bijekci

ψa : H/H(a)→ 0H(a)

danou pro libovolnou permutaci σ ∈ H p̌redpisem

ψa(σ ◦ H(a)) = σ(a).

Je tedy počet prvk̊u orbity 0H(a) roven počtu ťŕıd levého rozkladu H/H(a) grupy
H podle stabilizátoru H(a). Z kurzu algebry v́ıme, že pro počet prvk̊u podgrupy
H(a) a pro počet ťŕıd levého rozkladu H/H(a) plat́ı rovnost

|H/H(a)| · |H(a)| = |H|.
To ale znamená, že máme rovnost

|0H(a)| · |H(a)| = |H|.
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Z této rovnosti mimo jiné plyne, že pro dva prvky a, b ∈ M lež́ıćı v téže orbitě
grupy H, což znamená, že 0H(a) = 0H(b), plat́ı též rovnost |H(a)| = |H(b)|, čili
stabilizátory H(a) a H(b) takových prvk̊u jsou podgrupami v H maj́ıćımi týž počet
prvk̊u.

Naš́ı snahou bude určit počet všech orbit v grupě H, to jest počet ťŕıd rozkladu
M/∼H . Pro libovolnou permutaci σ množiny M označ́ıme symbolem j1(σ) počet
všech cykl̊u délky 1 v rozkladu permutace σ na součin nezávislých cykl̊u. Jinými
slovy, j1(σ) bude počet všech pevných bodů permutace σ, to jest počet prvk̊u
množiny Pσ = {a ∈ M : σ(a) = a}.
Nyńı jsme již p̌ripraveni formulovat a dokázat následuj́ıćı Burnsideovo lemma,
někdy nazývané též Cauchyovo-Frobeniovo lemma:

Věta.

Bud’ H podgrupa v grupě SM . Pak pro počet orbit v této grupě H, to jest pro
počet ťŕıd rozkladu M/∼H , plat́ı vztah

|M/∼H | =
1

|H|
∑
σ∈H

j1(σ).

Řečeno slovy, počet orbit v grupě H je roven pr̊uměrnému počtu pevných bod̊u
permutaćı z grupy H.
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Důkaz.
Uvedená rovnost je ekvivalentńı rovnosti

|M/∼H | · |H| =
∑
σ∈H

j1(σ),

kterou tedy máme dokázat. K tomu účelu uvažme množinu

W = {(σ, a) : σ ∈ H, a ∈ M, σ(a) = a}.

Nyńı použijeme následuj́ıćı obrat: budeme poč́ıtat velikost množiny W dvěma
způsoby. Poprvé bereme jednotlivé permutace σ ∈ H a ke každé z nich zjist́ıme,
kolik je možno vźıt prvk̊u a ∈ M tak, aby vznikla dvojice (σ, a) z W , to jest tak,
aby platilo σ(a) = a. T́ımto způsobem dospějeme k zjǐstěńı, že

|W | =
∑
σ∈H

|Pσ| =
∑
σ∈H

j1(σ).

Podruhé bereme jednotlivé prvky a ∈ M a ke každému z nich zjist́ıme, kolik je
možno vźıt permutaćı σ ∈ H tak, aby vznikla dvojice (σ, a) z W , to jest zase tak,
aby platilo σ(a) = a. T́ımto způsobem dojdeme k zjǐstěńı, že

|W | =
∑
a∈M

|H(a)|.
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Ovšem v́ıme již, že stabilizátory prvk̊u z téže orbity grupy H maj́ı týž počet prvk̊u.
Rozťŕıd́ıme-li tedy prvky a ∈ M podle toho, do kterých orbit O grupy H náležej́ı,
můžeme posledńı vyjáďreńı velikosti množiny W p̌repsat ve tvaru

|W | =
∑

O∈M/∼H

|0H(uO)| · |H(uO)|,

kde uO je některý (kterýkoliv) prvek orbity O. Pak ovšem 0H(uO) je O. Podle
posledńı rovnosti odvozené bezprosťredně p̌red touto větou jsou ovšem součiny
|0H(uO)| · |H(uO)| rovny hodnotě |H|. Dosṕıváme tak ke zjǐstěńı, že

|W | =
∑

O∈M/∼H

|H| = |M/∼H | · |H|.

Celkem odtud a z p̌redchoźıho odvozeńı vyplývá, že

|M/∼H | · |H| =
∑
σ∈H

j1(σ),

což bylo ťreba dokázat.
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