Obarveni stén pravidelného osmisténu

Klademe otazku, kolik existuje obarveni st&n pravidelného osmisténu t¥emi
barvami, povazujeme-li za stejnad takova dvé obarveni, z nichZ jedno pfejde na
druhé p¥i néjakém otoleni osmisténu.

N

Budeme zprvu ¥esit nepatrné obecngjsi tlohu, kterd spoliva v tom, Ze se budeme
ptat na pocet obarveni stén pravidelného osmisténu n barvami, kde n je n&jaké

Yy

kladné celé &islo.

SméFujeme k aplikaci Burnsideova lemmatu. MnoZinou M bude mnoZina v&ech

n® obarveni stén osmisténu, povaZujeme-li v tuto chvili nd% osmist&n za nehybny.
Pracujeme tedy déle s grupou Sy v8ech permutaci této mnoZiny M. Podgrupou H
této grupy Sp bude grupa v3ech téch permutaci mnoziny M, které vzniknou,
kdyZ vezmeme né&jaké otoleni osmisténu a pro kazdé obarveni stén nehybného
osmisténu budeme sledovat, jaké obarveni sté&n tohoto osmist&nu z toho vznikne,
kdyZ provedeme doty&né otoceni osmisténu. M&lo by byt jasné, Ze zkoumana
obarveni st&n pravidelného osmisténu, kdy? timto osmisténem ted miiZeme otacet,
vzajemné jednoznaén& odpovidaji orbitdm jednotlivych obarveni nehybného
osmisténu v podgrupé H. Uréit polet viech obarveni st&n osmisténu, jestlize jim
nyni |ze otacet, tedy znamend uréit polet orbit grupy H.
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Jsou tedy permutace podgrupy H popsanym zpisobem indukovany jednotlivymi
oto¢enimi pravidelného osmisténu. Témto otolenim ¥Fikdme p¥imé symetrie
pravidelného osmisténu. Ozna&me K grupu vsech t&chto pfimych symetrii
pravidelného osmisténu. Je-li n > 1, pak rliznym otocenim osmisténu, tedy
riznym symetriim z grupy K, takto zfejmé odpovidaji riizné permutace z grupy H.
Je vidét, Ze v tomto p¥ipadé je grupa H izomorfni grupé K. Vénujme se nynf
popisu vdech symetrii z grupy K.

Zvolme pevné nékterou st&nu S pravidelného osmisténu a zvolme dale nékterou
sténu T pravidelného osmisténu, kterd sousedi se sté€nou S. Pak kazda p¥ima
symetrie osmisténu je jednoznacné& zaddna tim, na kterou sténu osmisténu se
zobrazi sté€na S a na kterou z jejich sousednich stén se zobrazi sténa T. P¥itom
st&nu S je moZno takto zobrazit na kteroukoliv z osmi st&n pravidelného
osmisténu, a je-li tento obraz jiz uréen, je mozno déle sté&nu T zobrazit na
kteroukoliv ze t¥i sousednich stén této stény. Je tedy celkem 8-3 = 24 p¥imych
symetrii pravidelného osmist&nu. M3 tedy grupa K vSech pfimych symetrii
pravidelného osmisténu celkem 24 prvki. Da se dokonce ukdzat, Ze tato grupa K
je izomorfni grupé S, viech permutaci ¢ty¥prvkové mnoZziny.

VypiSeme nyni vSech 24 p¥imych symetrii z grupy K. Jsou to ndsledujici symetrie:
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@ Identita.

@ Osm otoceni kolem os prochazejicich stFedy protilehlych stén; takové osy jsou
Ctyfi, pritom kolem kaZdé osy Ize otolit o < a o 3

o Sest ototeni kolem os prochazejicich stredy protilehlych hran; takovych os je
Sest, pfitom kolem kaZdé osy lze otolit jen o 7.

° Devét otoleni kolem os prochéazejicich protilehl}'/mi vrcholy; takové osy jsou
i, pfitom kolem kaZdé osy Ize ototito 5, 0m a0 3”

Celkem jsme tak vypsali 24 riiznych symetrii, jsou to tedy vSechny symetrie
z grupy K.

Nyni, abychom mohli aplikovat Burnsideovo lemma, pro kazdou z téchto symetrii
¢ pravidelného osmist&nu uréime pocet pevnych bodi permutace o mnoziny M
indukované symetrii ¢. Témito pevnymi body permutace o budou ta obarveni stén
nehybného osmisté&nu, kterd se nezméni po provedeni pFislusného otoleni ¢ tohoto
osmisténu.

Potet pevnych bodi takové permutace o mnoZiny M jsme znadili symbolem ji (o).
Pro kazdé ototeni ¢ z grupy K tedy uréime hodnotu ji (o) odpovidajici permutace
o z grupy H:
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o Je-li symetrie ¢ identita, pak pevnymi body permutace o jsou viechna
obarveni stén osmisténu, takze ji (o) = n®.

Je-li symetrie ¢ oto¢enim kolem jedné z os prochazejici stfedy nékterych dvou
protilehlych st&n, pak at uZ jde o otoeni o %’T nebo o %’r, aby obarveni sté&n
osmisténu bylo pevnym bodem permutace o, musi byt tfi st&ny osmisténu
sousedici s jednou z danych dvou protilehlych st&n obarveny stejnou barvou

a také t¥i stény sousedici s druhou z téchto dvou protilehlych stén musi byt
obarveny stejnou barvou. Z toho oviem plyne, e ji(o) = n*.

Je-li symetrie ¢ otolenim kolem jedné z os prochdzejici stfedy nékterych dvou
protilehlych hran, pak aby obarveni st&n osmisténu bylo pevnym bodem
permutace o, musi byt dv& stény sousedici s jednou z danych dvou
protilehlych hran obarveny stejnou barvou a také dvé stény sousedici s druhou
z téchto dvou protilehlych hran musi byt obarveny stejnou barvou. Zbyvajici
Cty¥i stény pak tvofi dvé dvojice navzajem protilehlych stén; st&ny kazdé

z téchto dvou dvojic pak také musi byt obarveny stejnou barvou. Odtud
plyne, e ji(o) = n*.

Je-li symetrie ¢ otolenim kolem jedné z os prochdzejici dvéma protilehlymi
vrcholy o 7, musi pro kaZdy z téchto dvou vrcholl a pro kaZdou dvojici stén
obsahujicich takovy vrchol, které spolu nesousedi hranou, platit, Ze obé tyto

stény jsou obarveny stejnou barvou. Jsou takové Etyfi dvojice stén, takze

_jl(O') = n4.
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@ Konelné je-li symetrie ¢ otoenim kolem jedné z os prochdazejici dvéma
protilehlymi vrcholy o % nebo o 37” pak je jasné, Ze vSechny &tyf¥i stény
obsahujici jeden z t&chto dvou vrchold musi byt obarveny stejnou barvou
a také viechny &ty¥i stény obsahujici druhy z t&chto dvou vrchold musi byt

obarveny stejnou barvou. Odtud oviem plyne, Ze ji (o) = n°.

Podle Burnsideova lemmatu je tedy pocet orbit v grupé H roven ¢&islu
1 g 4 4 4 2 1 g 4 2
ﬂ(n +8-n"+6-n"+3-n +6~n) :ﬂ(n +17-n"4+6-n )

Tolik je také potom rliznych obarveni st&n pravidelného osmisténu n barvami,
je-li mozné s osmisténem otacet. Jmenovité pro n = 3 je celkem

1
—(3°+17-3"+6-3%) =333

24

obarveni stén pravidelného osmist&nu tfemi barvami, kterd na sebe navzajem
nemohou pfejit p¥i jakémkoliv otoceni osmisténu.
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