Pdélyova enumeradni teorie

Necht M je neprdzdnd kone&na mnoZina majici m prvkii a necht Y je n&jakd
neprazdna koneéna nebo spoletné nekoneénd mnozina. Prvky mnoZiny Y budeme
nazyvat obrazci. Necht dédle H je podgrupa v grupé Sy viech permutaci

mnoZiny M. UvaZujme mnoZinu Y™, to jest mno¥inu viech zobrazeni M — Y.
M&jme déle n&jakou podmnoZinu F mnoziny Y™ s nasledujici vlastnosti:

Pro kazdou permutaci o z H a pro kazdé zobrazeni f z F také zobrazeni f o o
nalezi do F. O takové podmnoZin& F mnoziny Y™ budeme ¥ikat, Ze je uzaviena
vzhledem k podgrupé H.

Kazdému obrazci p € Y pFitad me promé&nnou x,, a kazdému zobrazeni f € F
p¥itad me &len, to jest soudin promé&nnych, oznaleny v(f) a definovany ndsledovn&:

v(f) = H Xf(a)-

aeM

Ke kaZzdé permutaci 0 € H uvaZme zobrazeni ¢ : F — F definované timto
predpisem: pro kazdé f € F klademe &(f) = f o 0. Tato definice je korektni,
ponévadZ podmnoZina F je uzavfend vzhledem k podgrupé H. Ukdzeme dale,
Ze zobrazeni & je permutaci podmnoziny F. Je-li g € F libovolné zobrazeni,
pak pon&vad? 01 € H, také zobrazeni g o o~ ! nélezi do F a mame
G(goot)=goo~loo = g. To ukazuje, Ze zobrazeni T je surjektivni.
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Jsou-li déle f, g € F libovolna dvé& zobrazeni takova, Ze 5(f) = 7(g), to jest
foo=goo, pakjisté¢ foocoo t=goooo!, takie f = g. To ale ukazuje,
Ze zobrazeni 7 je injektivni. Celkem je tedy & permutaci podmnoZiny F.

UvaZme mnoZinu permutaci EH = {7 : 0 € H}. UkaZeme, %e E" je podgrupa
grupy Sr vSech permutaci podmnoZiny F. UkaZeme totiZ, Ze pro libovolné dvé
permutace 0,7 € H plati @ o7 = T o 7. Skutetné pro libovolné zobrazeni f € F
vychdzi (G oT)(f) =5(7(f)) =a(for) =foT oo =To0o(f). Je tedy zobrazeni
p¥itazujici kazdé permutaci o z podgrupy H permutaci & podmnoZiny F
antihomomorfismem podgrupy H do grupy Sx. Obrazem podgrupy H p¥i tomto
antihomomorfismu je pak pravé mno¥ina permutaci EX. Je tedy EH
antihomomorfnim obrazem podgrupy H, takze EH je skutetné podgrupa grupy Sr.

Je tedy E' jistou podgrupou grupy permutaci Sr. Miizeme tedy zkoumat orbity
prvkil mnoziny F, to jest zobrazeni z F, v této podgrupé EX. Tyto orbity budeme
nazyvat konfiguracemi. V&imnéme si, Ze jsou-li f, g dv& zobrazen{ z téze
konfigurace, to jest, jsou-li f, g dva prvky néleZejici do téZe orbity podgrupy EH,
takZe plati g = @(f) pro n&jakou permutaci o z H, pak pro &leny v(f) a v(g)
pFislusné t&mto zobrazenim f, g vychazi:

v(g) = v(5(f) = v(foo) = [ %) = [ ] *rs
aeM aeM

ponévad? o je permutaci mnoziny M.
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Miizeme tedy pro kaZdou orbitu O v podgrup& E'' korektn& definovat ji
odpovidajici €len v(O) jako &len v(f), kde f je n&ktery (kterykoliv) prvek orbity O.

Oznatme M r 4 mnoZinu viech konfiguraci, to jest mnoZinu v8ech orbit prvki
mnoZiny F v podgrupé E. Déle definujme takzvany enumerator:

WF.H) = > v(0).

OGDJT]:YH

V&imnéme si, Ze je-li mnoZina Y nekone¢nd, pak i mnoZina F miZe byt
nekonetna. Pondévad? ale podgrupa H je konend, a tedy také podgrupa E' je
konetnd, viechny orbity prvkii mnoZiny F v podgrupg& E", to jest viechny
konfigurace budou kone¢né. V takovém pripadé pak mnoZina 9 1y v8ech
konfiguraci bude nekoneénd, takZe potom i vySe uvedend suma bude obsahovat
nekonecny pocet séitancl. V této sumé se ale kaZzdy myslitelny &len vyskytuje
jenom kone&n& mnohokrat. To je patrné z toho, Ze ke kaZzdé kone¢né podmnoziné
Yo mnoZiny Y existuje jenom konecny polet zobrazeni M — Y{. Lze tedy na vySe
uvedenou sumu pohliZet jako na sumu navzajem rliznych &lend s koeficienty, jimiz
budou néjaka nezaporna celd &isla. My budeme déle vedeni snahou enumerator
~v(F, H) urtit. Poznamenejme uZ jen, Ze je-li naopak mnoZina Y kone&nd, potom
je konena i mnoZina My viech konfiguraci, takZze ma smysl ptat se na polet
téchto konfiguraci. Tento polet pak dostaneme dosazenim hodnoty 1 za vSechny
proménné do enumeratoru.
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Na tomto misté bude uZite€né si rozmyslet, jakym zplisobem se pravé zavedené
pojmy a konstrukce promitnou do situace zkoumané v p¥ikladé o obarveni stén
pravidelného osmisténu z pfedchoziho paragrafu. Nase nyné&j$i mnozina M bude
mnozinou vSech stén pravidelného osmisténu. MnoZina Y bude mnoZinou vSech
n barev. Nae nyn&jsi grupa H bude grupou v3ech t&ch permutaci mnoziny M
v8ech stén osmisténu, které jsou indukovany symetriemi z grupy K vSech pfimych
symetrii pravidelného osmisténu. D¥ivéjsi mnoZina M zavedena v pfedchozim
ptikladé bude v nagem nyn&j¥im pojeti mnoZinou Y™ viech zobrazeni M — Y,
coz je ov8em mnoZina viech obarveni stén nehybného osmisténu. PodmnoZinou F
mnoziny Y™ bude v tomto p¥ikladé celd mnozina YM. D¥iv&jsi grupa H
uvazovand v predchozim pt¥ikladé bude v na%em nyné&jsim pojeti odpovidat

grupé EM. To je ted toti# podgrupa grupy véech permutaci mnoziny Y™ vgech
obarveni stén nehybného osmisténu, kterd pozlstava z téch permutaci, které jsou
vytvofeny permutacemi stén osmisténu pochazejicimi z nasi nyné&jsi grupy H.
Re¥en{ p¥ikladu z predchoziho paragrafu pak vede na nalezeni pottu viech orbit
prvki mnoZiny YM v podgrupg E", to jest na nalezeni pottu viech konfiguraci.

Oznatme U(H) svaz viech podgrup grupy H a P(M) svaz viech rozkladd
mnoziny M. Definujme zobrazeni i) : P(M) — U(H) tak, Ze pro kazdy rozklad =
mnoZiny M bude ¢ (7) podgrupou grupy H pozistévajici ze viech t&ch permutaci
mnoZziny M obsaZenych v H, které nechavaji t¥idy rozkladu 7 nehnuty.
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To znamend, Ze ¢ () bude podgrupou grupy H sloZenou ze viech t&h permutacf
o € H, které splituji podminku, ?e o(N) = N pro kazdou t¥idu N rozkladu .

P¥ipomerime jesté, Ze jadrem zobrazeni f : M — Y rozumime rozklad mnoZiny M,
jeho t¥idami jsou vEechny podmnoZiny tvaru f~1(g) pro vdechny obrazce g leici
v podmnozing f(M) mnoziny Y. J4dro zobrazeni f znatime symbolem ker f.

V tomto kontextu mame nasledujici pozorovani:

Lemma.
Pro libovolné zobrazeni f : M — Y plati:

Y(kerf)={oceH:foo ="}

Dikaz.

Permutace o € H néleZi podle definice zobrazeni ¢» do podgrupy 1 (ker f) pravé
tehdy, kdyZ o ponechava nehnuty v3echny t¥idy rozkadu ker f. To nastane pravé
tehdy, kdyZ pro kazdy prvek a € M plati, Ze oba prvky a i o(a) pat#i do téze t¥idy
rozkladu t(ker f). To je ale ekvivalentni tomu, Ze pro kaZdy prvek a € M plati, Ze
f(a) =f(o(a)). To ale pravé znamend, ze f = f o 0. O
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Pro kazdé zobrazeni f € F oznalme fH orbitu prvku f v podgrup& E".
P¥ipomeiime, ze fH = {f oo : 0 € H}. Ur&ime potet prvki |fH| orbity fH:

Lemma.

Pro libovolné zobrazeni f € F je pocet prvki orbity fH roven

H
fH = ———.
I = e )

Duikaz.

Pro libovolné dvé permutace o a 7 z podgrupy H rovnost f oo = f o 7 plati pravé
tehdy, kdy? plati f o 0 o 7~! = f. Podle predchoziho lemmatu je posledni rovnost
ekvivalentni tomu, ¥e o o 771 € 9)(ker f). To ale nastava pravé tehdy, kdy?
permutace o a 7 leZi v téZe pravé t¥idé grupy H podle jeji podgrupy ¥ (ker f).
Tato dvaha ukazuje, Ze prvky orbity fH vzdjemné& jednozna&né odpovidaji pravym
t¥iddm grupy H podle podgrupy 1 (ker f). Je tedy potet prvki orbity fH roven
pottu t¥id pravého rozkladu grupy H podle podgrupy v (ker ). Na zaklad& formule
pro pocet t¥id pravého rozkladu takto dostadvame, Ze

Lal

|fH| = [H/v(ker f)| = T (ker )]
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Nyni jsme pFipraveni dokazat nasledujici Pélyovu-de Bruijnovu vétu, kterd je
stéZejnim vysledkem tohoto paragrafu:

Véta.
Enumerdtor (F, H) je ddn formulf

WF, H) = \Tiu Z( 3 v(f)).

o€EH fEF foo=f

Dikaz.

Podle definice enumeratoru mame

WFH) = > v(0).

OGWI]:,H

PonévadZ mnoZzina konfiguraci 9z 4 tvofi rozklad mnoZiny F, a ponévadz
olividn& pro kaZdou konfiguraci O platf

_ Sreovlf) _ = )
“O) = =Ner = 2 Tl

jelikoZ pro kazdé zobrazeni f € O je O = fH, dostavame odtud rovnost
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_ v(f)\ _ x— v(f)
YWF.H) = ) (Z W) =), [

OGm}')H feO feF
Podle predchoziho lemmatu odtud vyplyva

A(F H) = |—,14| S Jyker )| V(7).
feF

Kone&né podle pfedminulého lemmatu odtud vychazi

1

’V(]:7H):|ﬁ

fer
Jinak zapsdno to znamena, Ze
1
Y(F, H) = THI Z( Z V(f))-
feF o€H,foo=f
P¥ehozenim sum nakonec dostdvame
1
WEH) = (X ),
o€H feF,foo=f

coz jsme méli ukazat.

|Z {o € H: foo = f} v(f).
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Vratme se nyni k situaci, kdy mno¥ina obrazcii Y je kone¢nd. Vidé&li jsme, Ze

pak také mnoZina vSech konfiguraci M y je kone€nd, takZe ma smysl| ptat se

na pocet téchto konfiguraci. Jak jiZ bylo feteno, tento polet dostaneme
dosazenim hodnoty 1 za viechny promé&nné do enumeratoru v(F, H). Z ptedchozi
Pélyovy-de Bruijnovy véty takto bezprostfedné& plyne tento jeji diisledek:

Dusledek.

Pocet vsech konfiguraci, to jest polet vSech orbit prvki mnoZiny F v podgrupé
E" je roven

1
|9ﬁ;’H|:WZ|{f6]—‘:foa:f}}|. O

o€H

Na zavér se vratme jedté jednou k prikladu o obarveni sté&n pravidelného osmist&nu
z pfedchoziho paragrafu. Tam jsme udlohu najit pocet orbit v p¥islusné permutalni
grupé ¥esili s pouZitim Burnsideova lemmatu. Mé&lo by byt nyni zfejmé, Ze tak¥ka
totoZny postup FeSeni obdrZime, pouZijeme-li misto toho vy3e uvedeny disledek
Pélyovy-de Bruijnovy véty.
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