Obarveni rulety podruhé

Mé&jme kolo rulety rozdélené do n sektorii. KaZzdy z téchto sektorli obarvime
jednou barvou z celkového poétu k barev tak, aby byly spInény nasledujici
podminky. Pfedem jsou ddna nezdporna celd &isla ny, ny, ..., nk takova, Ze

n + ny + - -+ + ng = n. Potom za p¥ipustnd povaZujeme takova obarveni sektord
rulety, kdy n; sektorl je obarveno prvni barvou, n; sektortl je obarveno druhou
barvou, ..., aZ ny sektor(l je obarveno posledni barvou. V této situaci pak klademe
otazku, kolik obarvenych kol takto miZeme dostat, povaZujeme-li za stejnad takova
dvé& obarveni, z nichZ jedno vznikne z druhého néjakym pootoéenim rulety.

SméFujeme k aplikaci Pdlyovy-de Bruijnovy véty. MnoZinou M zde bude mnoZina
v8ech sektori rulety. MnoZinou Y bude mnoZina viech pouZitych barev.
Podmnozinou F mnoZiny YM viech zobrazeni f : M — Y bude mnoZina véech
téch zobrazeni f, kterd zobrazi ny sektord na prvni barvu, n, sektorli na druhou
barvu, ..., aZ ny sektorl na posledni barvu. Tato podmnoZina F je o€ividné
uzaviend vzhledem ke kaZzdé podgrup& grupy Sy viech permutaci mnoZiny M.

V nasem pfipadé podgrupou H grupy Sy bude grupa viech otoleni rulety. Pak H
bude cyklickd grupa, kterd bude generovana jednim cyklem 6 délky n zobrazujicim
prvni sektor na druhy sektor, druhy sektor na tfeti sektor, ..., aZ pfedposledni

sektor na posledni sektor a posledni sektor zase na prvni sektor.
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TakZe podgrupa H bude poziistivat ze viech permutaci tvaru 6’ pro viechna
i=1,2,...,n, pficemz 0" bude identita idy; na mnoziné M. K této podgrupé H
vezm&me ji odpovidajici podgrupu E" grupy Sz viech permutaci podmnoziny F.
Pak orbity grupy E" budou odpovidat vzdjemn& odligitelnym obarvenim sektorii
rulety.

Vénujme se nyni chvili obecné permutaci 6 grupy H pro n&jaké zvolené
i=1,2,...,n Bud r nejv&tsi spoletny delitel tisel i a na bud s = 7. Pak se
permutace €' skldda z r vzdjemné& nezavislych cykli délky s. Skute¢n& podle
Bezoutovy véty mame r = ia — nb pro JISta kladnd cela &isla a a b, odkud plyne
(67)? = 670 = 9". PoloZime-li je§t& t = £, pak mame také (")" = 6. Z téchto
vztahii vyplyvd, Ze permutace 6" a 6" jsou téhoZ typu (jejich rozklady na soutiny
nezdvislych cykll maji stejné potty cykli jednotlivych délek). Pon&vad? 6 je cyklus
délky n a &islo r déli &islo n, permutace 8" se zfejmé& sklada z r vzdjemné
nezavislych cyklii délky s. TotéZ pak plati také pro permutaci §’. Navic pak t < s
a &isla s a t jsou vzajemné nesoudélnd. Polet takovych &isel t udava Eulerova
funkce ¢, je totiZ (s) rovno pottu téch kladnych celych &isel t, kterd nep¥evy3uji
&islo s a jsou s &islem s nesoudé&nd. Tolik je také t&ch permutaci tvaru 6, které
jsou téhoz typu jako permutace 6" pro dané kladné celé &islo r délici &islo n.

Oznatili jsme symbolem 9 7. mnoZinu véech orbit grupy E' jakoZto podgrupy
grupy permutaci Sx. Nasim dkolem je urdit pocet prvki mnoZiny M x.y. Podle
disledku Pdélyovy-de Bruijnovy véty je tento polet roven &islu
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|sm;;H|:mZ {feF:fos=F}

deH
Zde ¥ad |H| grupy H je roven &islu n. Prvky § grupy H jsou vechny permutace
tvaru 0’ pro v8echna i = 1,2,..., n. Je vidét, Ze zobrazeni f € F jakoZto

zobrazeni f : M — Y spliiuje podminku f o § = f pravé tehdy, kdyz f je
konstantni na v8ech t¥idach rozkladu mnoZiny M na prvky nezavislych cykld, na
né? se rozpadd permutace . Ale permutace § je tvaru 8’ pro n&které
i=1,2,...,n, a tato permutace se rozpada na r nezavislych cykl( stejné délky s,
kde r je nejvétsi spolecny delitel Cisel i a na s = 7. Rozklad mnoZiny M na prvky
téchto r nezavislych cykli pak uréuje typ dotyéné permutace 6'. Vidé&li jsme

v predchozim odstavci, e dand permutace ' je tého? typu jako permutace 6"

a Ze polet t&h exponentii i, pro n&% permutace ¢’ je tého? typu jako permutace
0" p¥i daném déliteli r &isla n, je roven &islu ¢(s). Konetn& je patrno, Ze pro
libovolné dvé permutace 6" a & grupy H téhoz typu plati rovnost

{feF fobl =f}=|{fcF:fot=Fr}.

Pocet téch zobrazeni f € F, kterd jsou konstantni na viech t¥iddch rozkladu
mnoZiny M na prvky nezavislych cyklti permutace 6’ totiZ zavisi pouze na typu
permutace @', nikoliv na permutaci ' samotné. Je¥t& poznamenejme, ¥e probiha-li
tislo r viechny dglitele &isla n, pak také Cislo s = 7 probihd vechny dglitele

&isla n. Shrneme-li tyto poznatky, miZeme p¥epsat shora uvedenou sumu do tvaru
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kde rs = n. Oviem podminka f o " = f znamend, Ze zobrazeni f ma byt
konstantni na v8ech r t¥idach rozkladu mnoZiny M na prvky nezavislych cykld, na
n&Z se rozpadd permutace 0". V3echny tyto cykly maji délku s. Tedy vSechny t¥idy
zminéného rozkladu mnoziny M maji s prvkl. Pfipomerime jesté jednou, ze F je
mnoZina viech téch zobrazeni f : M — Y, kterd zobrazi n; prvki na prvni barvu
z Y, ny prvkd na druhou barvu z Y, ..., aZ n prvk( na posledni barvu z Y.
Neni-li nyni n&které z &isel ny, ny, ..., ng délitelné &islem s, neni mozné podminku
fo@" = f splnit, takZe pfisludny s¢itanec ve vy%e uvedené sumé je roven nule.
Stali tedy s&itat pouze pres ta &isla s, kterd déli vSechna &isla ny, no, ..., ng.
P¥edchozi suma tak prejde do tvaru

1
== feEF:fol =f
Meul=> S e HfeFifor =1y

s|ged{ny,nm,...,nc}

kde rs = n a gcd znaéi nejvétsiho spoleéného délitele uvedenych &isel. Zbyva tak
uz jen uréit potet |{f € F:f o6 =f}|, to jest polet t&ch zobrazeni f : M — Y,
ktera jsou konstantni na vSech r tfiddch rozkladu mnoziny M na prvky nezavislych
cykli permutace 0". Tyto t¥idy jsou v&echny velikosti s.
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Soucasné& tato zobrazeni f : M — Y maji zobrazit n; prvkl na prvni barvu, n;
prvkid na druhou barvu, ..., aZ ng prvki na posledni barvu. Takovd zobrazeni

f : M — Y indukuji zobrazeni t¥id uvedeného rozkladu mnoZiny M do mnoZziny Y,
téchto t¥id je celkem r = 7, p¥itemZ 7 t¥id se md zobrazit na prvni barvu, 2 t¥id
se ma zobrazit na druhou barvu, ..., aZ % t¥id se ma zobrazit na posledni barvu.

Jedn3d se tedy o permutace s opakovanim, jejichZ pocet je dan polynomickym
koeficientem .,
s

HfeF :fold =f} =1, n 1y

s? s’ g

Celkem je tedy pocet prvkd mnoZiny 9% r.y roven

1 s
|mf§H| = ; Z (7‘9(5) n n ng

s|lged{n1,m,...,nk} S s Tg

Tolik je tedy také v8ech p¥ipustnych vzajemné rozliSitelnych obarveni sektord nasi

rulety.
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