Cyklovy index permutalni grupy

Zapis nékterych vysledki, k nimZ se pozd&ji dostaneme, se zjednodusi,
zavedeme-li pomocny pojem cyklového indexu permutaéni grupy.

Necht M je n&jaka neprdzdna kone&nd mnoZina majici m prvki. Pi¥me
M ={a1,az,...,am}. KaZdou permutaci o mnoZziny M lze zapsat jako soutin
né&kolika nezdvislych cykli ve tvaru

o:(cll...c,%l)o(cf...cfz)O~-~0(Cf’...cgq).

- 1 12 2 q a1 _
P¥itom {cl,...,ckl,cl,...,ckz,...,cl,...,ckq}—{al,ag,...,am}aktomu

ki +ko+ -+ kg=m. Cisla ki, ko, . . ., kq jsou délky cyklli. P¥ipoustime i cykly
délky jedna, které se objevi, kdyZ permutace o zobrazi néktery prvek na ngj
samotny. Cykly délky jedna tak jednozna&né odpovidaji pevnym bodim
permutace o. Vy3e uvedeny zdpis permutace o je jednoznaény aZ na poradi cykli
a zplsob, jakym jsou zapsany jednotlivé cykly —cyklus délky k lze zapsat

k zplsoby podle toho, ktery prvek je postaven na zalatek.

Mnoziny prvki {cf,...,cp },{cf,..., g },... . {cl,..., c,fq} vystupujicich ve vyse
uvedeném rozkladu permutace o na soutin nezdvislych cykld tvofi rozklad
mnoziny M. Ozna&me tento rozklad symbolem r(c). Oznagme dale pro kazdé
i=1,2,...,m symbolem ji(0) potet cykld permutace o délky i.
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Pak rozklad r(o) mnoZiny M indukovany permutaci o obsahuje pro kazdé
i=1,2,...,m pravé ji(o) i-prvkovych podmnoZin. V této situaci fekneme, Ze
rozklad r(o) je rozkladem typu 1/1(9)272(7) | min(?) " O samotné permutaci o pak
rovn&? Yekneme, Ze je permutaci typu 11(2)22(7)  min(?) Pak oviem plati
iy iji(o) = m.

Kazdé permutaci ¢ mnoZiny M p¥itadime €len, to jest soudin proménnych,

v proménnych t, ts, ..., t, nasledovné:

Z(0) = gVl gin(@),
Pak pro dv& permutace o a 7 mnoZiny M z¥ejmé& plati Z(o) = Z(7) pravé tehdy,
kdyZ o i 7 indukuji rozklad mnoZiny M téhoZ typu.

Bud nyni H podgrupa v grupg Sy véech permutaci mnoZiny M. Pak ¥ikdme, Ze H
je permutaéni grupa. Cyklovym indexem této permutaéni grupy H pak nazyvame

polynom Z(H) v proménnych t1, tp, ..., t, definovany rovnosti
1
Z(H) = THl > Z(o).
oceH

PY¥ejeme-li si zvyraznit promé&nné, piseme n&kdy misto pouhého Z(H) obsirngji
Z(H;ty,to, ...y tm).

Ur&ime cyklové indexy nékterych vyznaénych permutacnich grup.
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Cyklovym indexem celé grupy Sy v8ech permutaci mnoZiny M je polynom

PG T 3 S — )

- . Jilp!. .. o 11202
~ Uro2yeeadm)
1j1+2p+--+mjm=m

Poznamenejme, Ze v této sumé se s¢ita, de facto, pfes viechny mozné typy
rozkladd mnoZiny M. S&itanci p¥islusnému m-tici (j1, o, - - -, jm) odpovidaji
rozklady mnoZiny M obsahujici pro kazdé i = 1,2,..., m pravé j; i-prvkovych
podmnoZin. V souladu s pfedchozim ozna&enim pak mluwme o rozkladech typu
1J12J2 . me

Podle definice cyklového indexu Z(Sy) méme rovnost

250 = 5 3
oESu

Zde |Sy| = m!. P¥itom &len Z(o) nezavisi na permutaci o samotné, zavisi pouze
na typu permutace o. Slou¢ime tedy do jednoho s&itance viechny &leny
odpovidajici permutacim stejného typu. Budeme tak s&itat uz nikoliv pfes viechny
permutace ¢ mnoZiny M, ale pres viechny mozné typy rozkladl mnoZiny M.
Mame-li rozklady typu 112% ... mim, pak v uvedené sum& bude &len t't} ... tin
vystupovat s koeficientem, jimZ bude potet permutaci o mnoZiny M mdukuyuch
rozklad mnoZiny M typu 10122 . mim.
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Zbyva si ujasnit, Ze tento koeficient je roven &islu
m!
_jll_jzl .. _jml 11202 . min’

P¥edstavme si tedy libovolnou permutaci o mnoZiny M typu 1125 ... mir
zapsanou ve tvaru soudinu nezavislych cykld tak, Ze nejprve jsou uvedeny cykly
délky jedna, potom cykly délky dva, atd. V tomto zdpisu se objevi prvky

a, az,...,am uvedené v n&jakém uritém poradi, tedy tvoFici néjakou permutaci
mnoziny M. Takovych permutaci prvk( as, as, ..., am je celkem m!. Ne viechny

tyto permutace ale zadavaji zapisy riznych permutaci o mnoZiny M jako soucind
nazavislych cykl. P¥i takovém zapisu permutace o totiZ nezaleZi na porfadi cykli
stejnych délek, takZze musime &islo m! vydélit sou&inem &isel j1!jo! ... jm!,

a nezdleZi ani na zpisobu zapisu jednotlivych cykll, jakymi prvky tyto cykly
zatinaji, takZe musime &islo m! dale vydglit sou&inem &isel 121272 ... mim Takto
dospé&jeme ke shora uvedenému koeficientu.

Cyklovym indexem grupy Ay vSech sudych permutaci mnoZiny M je polynom

Z(Am) = Z(Smi ti, tay ..oy tm) + Z(Smi tr, —to, t3, —ta, ..., (= 1) Lt,).

P¥ipomeiime, Ze cyklus liché délky je sudd permutace a cyklus sudé délky je lichd
permutace. Pro paritu permutace o zapsané jako soudin nezavislych cyklid jsou
tedy urlujici potty cykli sudych délek.
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TakZe permutace o je sudd, respektive licha, je-li jo(0) + ja(o) + - -+ sudé,
respektive liché &islo. Ponévadz pro kaZdou permutaci o je

Z(U; i, t2,..., tm) + Z(U; ty, —to, t3, —ta, ..., (_1)m_1tm)

— Z(O’; t, b, ..., tm) + (_1)]2(‘7)+j4(‘7)+"-z(0.; ti, to, ..., tm)7
plyne z pfedchozi Gvahy, Ze tento polynom je roven O pro lichou permutaci o

a je roven 2Z(o) pro sudou permutaci o. Ponévad? dale |Ay| = ‘SM‘ , Z definice
cyklového indexu Z(AM) vychazi

2
Z(Am) —_ Z(0) 2Z(c
= Tt |2 2= 2 - 5 2 2
Odtud a z predchoznho pozorovani pak vyplyva
Z(Am Z (Z(o;t1, b2, - tm)

UESM _
+Z(0;ty, —ty, t3, —tg, ..., (=1)" " t,))

|M|Z 0‘1’1,1’2,...71.')

oESM 1
Z Z(o;t1, —to, t3, —ta, ..., (=1)"" " tp))

gESH
= Z(SM, ti,t2,..., tm) + Z(SM, t1, —to, t3, =14, ..., (_1)m_1tm)7

|M|
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coz bylo potfeba ukazat.

Necht Cy zna&i cyklickou podgrupu v grupé Sus ¥adu m generovanou cyklem
p=1(a1a ... am).

Cyklovym indexem cyklické grupy Cp ¥adu m je polynom

Z(Cu) = = Y pld) 1]

dlm

Zde ¢(n) je Eulerova funkce udavajici pro kazdé kladné celé &islo n potet
kladnych celych &isel, kterd nep¥evySuji n a jsou s n nesoudélna.

Prvky grupy Cu jsou kladné mocniny p* cyklu p = (ay as ... am). Kazda takova
mocnina p¥ je zfejm& soutinem n&kolika nezavislych cyklii stejné délky. Oznatme
symbolem d tuto délku. Pak d|m a permutace p* je soutinem % nezdvislych cykli

délky d. P¥ispiva tedy tato permutace p* do cyklového indexu Z(Cp) s&itancem

tvaru td%. Zbyva tak jen urdit, s jakym koeficientem se tento s¢itanec v cyklovém
indexu Z(Cp) objevi. Tento koeficient je roven pottu té&h exponentd

k € {1,2,...,m}, pro n& permutace p* je soutinem nezavislych cyklii stanovené
délky d, po vydéleni ¥adem m grupy Cp.
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K dané délce d nezavislych cykl(i, na n& se rozpadd mocnina p* cyklu p délky m,
uvaZzme jesté nejvétsiho spole¢ného délitele ¢ &isel k a m. P¥i YeSeni posledni tlohy
o obarveni rulety jsme si ujasnili, Ye pak mocnina p* je permutaci tého¥ typu jako
mocnina p¢ cyklu p. TakZe i mocnina p© je soucinem nezavislych cykld délky d,

a ponévadz ¢ déli m, je polet téchto nezavislych cykld roven &islu ¢, takZe mame
rovnost cd = m, a tedy dostdvdme ¢ = 7. Ddle jsme si ujasnili, Ze pak pocet t&ch
exponentil k € {1,2,..., m}, pro n& mocnina p¥ je permutaci tého? typu jako
mocnina p€, je roven hodnot& Eulerovy funkce ¢(d). To ukazuje, Ze koeficient,

s nimZ se stitanec td% v cyklovém indexu Z(Cp) objevi, je roven &islu p(d)
vydélenému ¥adem m grupy Cpy.

Necht Dy zna&i dihedralni grupu stupn& m, to jest grupu véech symetrif
pravidelného m-thelnika, jehoZ vrcholy jsou prvky ai, as, ..., an. Tato grupa Dy
je sloZzena z m otoZeni (to jsou prvky cyklické podgrupy Cp) a déle z m osovych
soumérnosti. Je-li m liché, pak jde o soumérnosti podle os prochdzejicich stfedem
nékteré strany m-thelnika a protilehlym vrcholem. Je-li m sudé, pak jde

o 75 soumérnosti podle os prochdzejicich protilehlymi vrcholy a 7 soumé&rnosti
podle os prochazejicich stfedy protilehlych stran m-dhelnika. Grupa Dy m3a tedy
celkem 2m prvkd.
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Cyklovym indexem dihedralni grupy Dy, je polynom

1 1 m
Z(DM) - EZ(CM) a4 5 t1t2 2

pro m liché a
1 1 = m=2
Z(Dwm) = 5Z(Cu) + Z(t; +tt,2 )

pro m sudé.

Skute¢n& v obou p¥ipadech symetrie pravidelného m-thelnika, které jsou
otolenimi, tedy symetrie z cyklické podgrupy Cy,, pFispivaji do cyklového indexu
Z(Dy) ptispévkem
1 1

o7 > Z(0) = 5Z(Cwm).
geCy
Je-li m liché, pak kaZzda osova soumérnost m-uhelnika ponecha jeden vrchol na
misté a zbyvajici vrcholy ve dvojicich, které si odpovidaji podle doty&né osy
soumérnosti, si navzajem vyméni mista. Jsou zde tedy jeden pevny vrchol a ’"T_l

transpozic vrcholi. Clen Z(o) pislugny takové symetrii o je tedy tvaru

m—1
Z(o) = t1t, > . Tyto osové soum&rnosti tedy celkem pFispivaji do cyklového
indexu Z(Dpy) p¥ispévkem
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1 =1 =
— mtt = - tft .
2m 12 2172
Je-li m sudé, pak v osovych soumérnostech m-thelnika podle os prochdazejicich

stfedy protilehlych stran si viechny vrcholy po dvojicich navzajem vyméni mista.
Je zde tedy F transpozic vrcholii. Clen Z(o) pFisludny takové symetrii o je tedy

tvaru Z(o) = tf. Tyto osové soumérnosti tedy celkem pfFispivaji do cyklového
indexu Z(Dy) p¥ispévkem

1mys_ 1.3

2m2 2 4%
V osovych soumé&rnostech m-thelnika podle os prochazejicich dvéma protilehlymi
vrcholy zlstanou tyto dva vrcholy na misté a zbyvajici vrcholy si po dvojicich

navzajem vyméni mista. Jsou zde tedy dva pevné vrcholy a mT_2 transpozic

2 m—2
vrcholdi. Clen Z(o) pislugny takové symetrii o je pak tvaru Z(o) = t?t, 2 . Tyto
osové soumérnosti tedy celkem pfispivaji do cyklového indexu Z(Dy) p¥isp&vkem

1 m 5 m=2 1 -
%Etltéz :Ztltéz .
Settenim pFisludnych p¥ispévki pak dostaneme ocekavany tvar cyklového indexu
Z(Dwy).
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