Pélyova véta pro libovolnd zobrazeni

Poté co jsme dokdzali Pélyovu-de Bruijnovu vétu v plné obecnosti, vénujme se
jejim specidlnim p¥ipadim, které vyvstanou, kdyZ za mnoZinu zobrazeni F
vezmeme n&které specialni podmnoZiny mnoZiny YM uzav¥ené vzhledem ke kazdé
podgrupé H grupy Sp. Znéni Pdlyovy-de Bruijnovy véty se v nékterych téchto
pFipadech zjednodusi. Jako prvni se v tomto ohledu nabizi sama celd mnoZina YM.

Zaved me nasledujici znageni pro sumy mocnin promé&nnych. Pro kaZdé kladné celé
&islo k polozme
_ Z k
Sk = Xp.
peY

Pak s pouzitim cyklového indexu Z(H) permuta&ni grupy H mizZeme zformulovat
a dokazat nasledujici Pdlyovu vétu:

Véta.

Enumerstor v(YM, H) je dan formuli

Y(YM H) = Z(H;s1,%,...,5m).

1/7



Diikaz.
Podle Pélyovy-de Bruijnovy véty plati

WM =T S ).

oc€H feYM foo=f

Bud nyni o € H libovolnd, pevn& zvolend permutace. Pfedpoklddejme, Ze o je
permutace typu 14(?)22(7) | min(?) Necht rozklad r(c) mnoziny M indukovany
permutaci o pozilistdvd z podmnozin C;, Gy, ..., C4. Pfipomelime, Ze tyto
podmnoZiny jsou sloZeny z prvki nezavislych cykld, na néz se rozpada
permutace o. Pak ovem plati g = ji(0) + jo(0) + - - + jm(0).

Uv&domme si, Ze pozadavek f o o = f znamen4d, Ze zobrazeni f je konstantni na
v8ech podmnoZzindch G, Gy, ..., C;. M3 tedy smysl v této situaci mluvit

o hodnotach (G ), f(G),. .., f(Cy). Zobrazeni f spliiujici f o o = f je pak pIn&
uréeno touto g-tici hodnot a pro &len v(f) plati

_al el Gl
V(F) = Xp()Xr(G) " XF(Cy)

ProtoZe pracujeme s mno¥inou Y™ véech zobrazeni f : M — Y, mohou byt
hodnotami f(Cy), f(G),. .., f(Cq) libovolné prvky z Y, odkud plyne, Ze

2/7



E — E |Gl |Gl . .. |Gl
V(f) - Xm X@z X@q Y

fEYM foo=f (91:625--59q)

kde (p1, 2, ..., pq) probihd ptes viechny uspofddané g-tice prvki z Y. Nynf si
v&imnéme, Ze tuto posledni sumu zfejmé dostaneme roznasobenim vyrazu

(Z Xé)jl(d) (Z X;)J'Z(U) . (Z Xg)jm(ﬂ).
pPEY peEY peY

To je ale pravé soudin sum mocnin promé&nnych

)@ gin(o)

7

coz je vyraz, ktery dostaneme dosazenim sum si,Sp, ..., S, za promé&nné
t1, to, ..., tm do &enu Z(o). Dostdvame tak rovnost
E v(f)=Z(0;51,52,--5m)-
fFEYM foo=Ff

Dosazenim tohoto poznatku do vyjad¥eni enumerdtoru (Y™, H) uvedeného na
zalatku tohoto ditkazu kone¢né dostavame
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W(YM ZZO’51,52,...,5,1,):Z(H;Sl,SQ,...,Sm),

|H| ceH

coz jsme méli ukazat. ]

Vahova funkce

UvaZme zobrazeni w p¥ifazujici kazdému obrazci p € Y néjaké nezaporné celé
&islo w(p) takovym zpiisobem, Ze pro kazdé nezdporné celé &islo n existuje jenom
konegny potet obrazcli p € Y takovych, Ze w(p) = n. Takové zobrazeni w
nazveme vahovou funkci, &islo w(gp) nazveme vahou obrazce g.

Za této situace je mozno ke kazdému nezdpornému celému &islu n uvaZovat
nezdporné celé &islo [w~1(n)|, to jest potet obrazcii p € Y dané véhy n. Oznaéme
symbolem d, toto posledeni celé &islo. Ozna&me dale

)= i dpx"
n=0

generujici fadu pro obrazce dané vahy.
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Vénujme se nyni libovolnym zobrazenim f : M — Y. Vahou takového zobrazeni f
rozumime &islo w(f) = >y, w(f(a)). Je-li dale H libovolna podgrupa grupy Su,
miiZeme spolu s ni uvaZovat orbity libovolnych zobrazeni f : M — Y v grupé E".
Tyto orbity jsme nazvali konfiguracemi. V&imnéme si, Ze jsou-li f,g: M — Y dvé&
zobrazeni z téze konfigurace, to jest plati-li g = &(f) pro n&jakou permutaci o

z grupy H, pak pro vihy w(f) a w(g) t&hto zobrazeni vychazi

w(g) = w(a(f)) = w(foo) = Y w(f(a(a)) = ) w(f(a)) = w(f),

acM aeM

ponévad? o je permutaci mnoZiny M. MiZeme tedy pro kaZdou orbitu O v grupé
EH korektn& definovat jeji vahu w(Q) jako véhu w(f) pro n&ktery (kterykoliv)
prvek f orbity O.

Presvéd¢ime se dale, Ze pro kazdé nezaporné celé &islo n je pocet orbit libovolnych
zobrazeni f : M — Y v grupé E' dané vihy n konetny. Tedy potet konfiguraci
dané vahy n je kone¢ny. Kdyby totiz mélo vahu n nekone¢n& mnoho konfiguraci,
mé&lo by tuto vdhu také nekone&n& mnoho zobrazeni f : M — Y. Pak by oviem
musela byt nekonegnd také mnozina (J{f(M) : f € YM w(f) = n}, nebot

v opa¢ném ptipad& bychom méli nekone&né mnoho zobrazeni f : M — Y konetné
mnoziny M do kone&né podmnoZiny mnoZiny Y, coZ neni mozné. Musela by tedy
tato mnozina (J{f(M) : f € YM w(f) = n} byt opravdu nekoneZnd.
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AvZak zde ve sjednocovanych mnoZinidch f(M) mohou figurovat pouze obrazce

p € Y véhy nejvyle n, nebot w(f) =3, w(f(a)) = n. M&li bychom tedy
nekonednou podmnozinu obrazcl o € Y nabyvajicich jenom kone&né mnoha vah
w(p) < n. To je ale ve sporu s pozadavkem na vahovou funkci w, podle n&hoz ke
kaZdé mozné véze existuje jenom konecny polet obrazci p € Y této vahy.

Vidéli jsme tedy, Ze pro kazdé nezdporné celé &islo n je polet viech konfiguraci O
vahy w(O) = n zase n&jaké nezdporné celé &islo. Ozna&me symbolem D, toto
posledni celé €islo. Ozna&me dale

D(x) = i D,x"
n=0

generujici Yadu pro konfigurace dané véhy.

Konetné si povSimnéme, Ze kdyZ pro kaZzdy obrazec p € Y dosadime mocninu
x"(#) za prom&nnou X, do &lenu v(O), dostaneme tak mocninu x"(©) To véak
znamend, ¥e timto dosazenim do enumeratoru (Y™, H) dostaneme ¥adu D(x).
Také si v8§imnéme, Ze kdyz stejnym zplsobem dosadime do sum mocnin
prom&nych sy, s, . .., dostaneme Yady d(x),d(x?),.... To ale znamen4, Ze timto
dosazenim nakonec dostaneme z pt¥edchozi véty nasledujici specialni podobu
Pdélyovy véty:

6/7



Plati rovnost mocninych Fad

D(x) = Z(H; d(x),d(x?),...,d(x™)). O




