Barevné ndhrdelniky

Klademe otadzku, kolik barevnych nahrdelniki pozlistavajicich z n kordlkl Ize
vytvofit, mame-li k dispozici kordlky k riiznych barev, ode v8ech barev
v dostate¢ném mnoZstvi.

Jsme tedy v situaci, kdy nerozliSujeme mezi nahrdelniky, které vzniknou jeden
z druhého néjakym pootoéenim nahrdelniku, av8ak také nerozlisujeme mezi
nahrdelniky, které vzniknou jeden z druhého p¥eklopenim nadhrdelniku kolem
nékteré z jeho os.

Chystdme se aplikovat Pdlyovu vétu pro libovolnd zobrazeni. Kone€nou mnoZinou
M bude mnoZina vech n pozic, kam Ize umistovat kordlky na nahrdelnik,
chdpeme-li pro tuto chvili ndhrdelnik jako pevny objekt, kterym nelze otacet ani
ho nelze prekldpét. MnoZinou obrazcl Y bude mnoZina v8ech k moZnych barev
koralk(. Vytvofit nahrdelnik chapany jako pevny objekt znamend pro kaZdou

z danych n pozic na nahrdelniku uréit, koralek jaké barvy ze vSech moZnych

k barev bude na tuto pozici umist&n. Pevné ndhrdelniky budou tedy odpovidat
libovolnym zobrazenim f : M — Y.

Nyni se vratme do situace, kdy je moZno s nihrdelnikem otdZet nebo ho lze
preklapét, aniZ by tim vznikaly nové nahrdelniky.
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Takto pojatym ndhrdelnikim uz neodpovidaji jednotlivd zobrazeni f : M — Y,
ale odpovidaji jim orbity téchto zobrazeni v permuta&ni grupé na mnozing YV
indukované grupou pozlstavajici ze v8ech pootoleni a ze v3ech preklopeni
ndhrdelniku. To je ale dihedréIni grupa Dy, stupné n. Ptadme se tedy na pocet
orbit libovolnych zobrazeni f : M — Y v permuta&ni grupé EP¥ na mno%ing YM.

Podle Pdlyovy véty pro libovolnd zobrazeni ale mame pro ptislusny enumerator
Y(YM . D) vztah
Y(YM, Dp) = Z(Duii 51,5, - - -, Sn)-

Vime, Ze pocet nahrdelniki, které se budou navzdjem lisit, i kdyZ budeme moci
nahrdelniky otalet nebo je budeme preklapét, dostaneme, kdyZ dosadime hodnotu
1 za v8echny proménné do enumerdtoru. Mame celkem k promé&nnych, ponévadz
mnozina Y obsahuje k barev, a sumy s, s,...,s, jednotlivych mocnin téchto
promé&nnych tedy maji k s¢itanci. Po dosazeni hodnoty 1 za vSechny promé&nné
pak v8echny tyto sumy pfejdou v hodnotu k. TakZe pro poet navzdjem
odlisitelnych nahrdelniki dostdvame vztah

|myM’DM| = Z(DM, k, k, P k)

V tomto vztahu se vyskytuje cyklovy index Z(Dy;) dihedrdIni grupy Dy.
Z d¥iv&jska vime, Ze tento cyklovy index ma tvar
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1 1 n—1
Z(Dm) = EZ(Cm) +5 tit,?

je-li polet n kordlkdl na nahrdelniku lichy, a
1 1
Z(Du) = 5Z(Cm) +
4
je-li tento pocet n sudy. P¥itom Cp je cyklickd grupa ¥adu n a o jejim cyklovém
indexu Z(Cpm) vime, Ze ma tvar

(t2g + t%t;%z),

Z(Cu) = - > e(d)tg
d|n
Dohromady tak dostavame
1 1 n
Z(Du) = 5 ;99(61) tj +5hbk"
n

je-li n liché &islo, a

je-li n sudé ¢&islo.

3/4



Dosazenim hodnoty k za v8echny promé&nné ty, to, ..., t, do téchto vztahi tak
v souladu s vySe uvedenym vztahem pro pocet navzdjem odliSitelnych nahrdelniki

kone&n& obdrzime

ntl

1 PR R
|Myw p,| = %;@(d)kd +§k 7,

je-li n liché &islo, a

1 n 1, 2 n
|9ﬁyM,DM—2ndz:<p(d)kd—|—4(k2 +k2),
n

je-li n sudé &islo.
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