
Barevné náhrdelńıky

Klademe otázku, kolik barevných náhrdelńık̊u poz̊ustávaj́ıćıch z n korálk̊u lze
vytvǒrit, máme-li k dispozici korálky k r̊uzných barev, ode všech barev
v dostatečném množstv́ı.

Jsme tedy v situaci, kdy nerozlǐsujeme mezi náhrdelńıky, které vzniknou jeden
z druhého nějakým pootočeńım náhrdelńıku, avšak také nerozlǐsujeme mezi
náhrdelńıky, které vzniknou jeden z druhého p̌reklopeńım náhrdelńıku kolem
některé z jeho os.

Chystáme se aplikovat Pólyovu větu pro libovolná zobrazeńı. Konečnou množinou
M bude množina všech n pozic, kam lze uḿıst’ovat korálky na náhrdelńık,
chápeme-li pro tuto chv́ıli náhrdelńık jako pevný objekt, kterým nelze otáčet ani
ho nelze p̌reklápět. Množinou obrazc̊u Y bude množina všech k možných barev
korálk̊u. Vytvǒrit náhrdelńık chápaný jako pevný objekt znamená pro každou
z daných n pozic na náhrdelńıku určit, korálek jaké barvy ze všech možných
k barev bude na tuto pozici uḿıstěn. Pevné náhrdelńıky budou tedy odpov́ıdat
libovolným zobrazeńım f : M → Y .

Nyńı se vrat’me do situace, kdy je možno s náhrdelńıkem otáčet nebo ho lze
p̌reklápět, aniž by t́ım vznikaly nové náhrdelńıky.
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Takto pojatým náhrdelńık̊um už neodpov́ıdaj́ı jednotlivá zobrazeńı f : M → Y ,
ale odpov́ıdaj́ı jim orbity těchto zobrazeńı v permutačńı grupě na množině YM

indukované grupou poz̊ustávaj́ıćı ze všech pootočeńı a ze všech p̌reklopeńı
náhrdelńıku. To je ale dihedrálńı grupa DM stupně n. Ptáme se tedy na počet
orbit libovolných zobrazeńı f : M → Y v permutačńı grupě EDM na množině YM .

Podle Pólyovy věty pro libovolná zobrazeńı ale máme pro p̌ŕıslušný enumerátor
γ(YM ,DM) vztah

γ(YM ,DM) = Z (DM ; s1, s2, . . . , sn).

V́ıme, že počet náhrdelńık̊u, které se budou navzájem lǐsit, i když budeme moci
náhrdelńıky otáčet nebo je budeme p̌reklápět, dostaneme, když dosad́ıme hodnotu
1 za všechny proměnné do enumerátoru. Máme celkem k proměnných, poněvadž
množina Y obsahuje k barev, a sumy s1, s2, . . . , sn jednotlivých mocnin těchto
proměnných tedy maj́ı k sč́ıtanc̊u. Po dosazeńı hodnoty 1 za všechny proměnné
pak všechny tyto sumy p̌rejdou v hodnotu k . Takže pro počet navzájem
odlǐsitelných náhrdelńık̊u dostáváme vztah

|MYM,DM
| = Z (DM ; k , k , . . . , k).

V tomto vztahu se vyskytuje cyklový index Z (DM) dihedrálńı grupy DM .
Z ďŕıvěǰska v́ıme, že tento cyklový index má tvar

2 / 4



Z (DM) =
1

2
Z (CM) +

1

2
t1t

n−1
2

2 ,
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Z (DM) =
1

2n

∑
d|n

ϕ(d) t
n
d

d +
1

2
t1t

n−1
2

2 ,

je-li n liché č́ıslo, a
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Dosazeńım hodnoty k za všechny proměnné t1, t2, . . . , tn do těchto vztahů tak
v souladu s výše uvedeným vztahem pro počet navzájem odlǐsitelných náhrdelńık̊u
konečně obdrž́ıme
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