
Lemma o generuj́ıćıch řadách
pro cyklové indexy permutačńıch grup

Bud’ {an}∞n=0 libovolná posloupnost polynomů s reálnými koeficienty
v proměnných t1, t2, . . . . Generuj́ıćı řadou této posloupnosti polynomů rozuḿıme
mocninnou řadu a(x) =

∑∞
n=0 anxn s proměnnou x . Pro tuto generuj́ıćı řadu a(x),

pokud je v ńı splněno a0 = 0, definujeme mocninnou řadu exp(a(x)) p̌redpisem

exp(a(x)) =
∞∑
n=0

1

n!
(a(x))n.

Podḿınka a0 = 0 zde zaručuje, že v posledńı sumě bude u každé mocniny xn jen
konečný počet nenulových koeficient̊u.

Bud’ M konečná množina maj́ıćı m prvk̊u. Můžeme si nap̌ŕıklad p̌redstavit, že
M = {1, 2, . . . ,m}. T́ım je hodnotou m určena i množina M. Plat́ı následuj́ıćı
lemma pro generuj́ıćı řadu cyklových index̊u Z (SM ; t1, t2, . . . , tm) grup SM všech
permutaćı takto pojatých množin M.
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Lemma.

Uvažujme mocninnou řadu
∑∞

m=0 Z (SM ; t1, t2, . . . , tm)xm, to jest generuj́ıćı řadu
pro polynomy Z (SM ; t1, t2, . . . , tm). Pro tuto mocninnou řadu plat́ı rovnost

∞∑
m=0

Z (SM ; t1, t2, . . . , tm)xm = exp
( ∞∑

i=1

ti
i

x i
)
,

klademe-li Z (S∅) = 1.

Důkaz.

Pro každé nezáporné celé č́ıslo m urč́ıme koeficient u xm v řadě exp
(∑∞

i=1
ti
i x i
)
.

Tento koeficient by se ovšem měl rovnat cyklovému indexu Z (SM ; t1, t2, . . . , tm).
Pro m = 0 je tento koeficient roven 1, což souhlaśı s t́ım, že Z (S∅) = 1.
Předpokládejme tedy dále, že m > 0.

Máme tedy určit koeficient u xm v řadě

exp
( ∞∑

i=1

ti
i

x i
)

=
∞∑
k=0

1

k!

( ∞∑
i=1

ti
i

x i
)k

.

Koeficient u xm v řadě
(∑∞

i=1
ti
i x i
)k

je ovšem roven
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∑
i1+i2+···+ik=m

ti1ti2 . . . tik
i1i2 . . . ik

.

Přeformulujeme tuto sumu následovně. Necht’ mezi hodnotami i1, i2, . . . , ik
v jednotlivém sč́ıtanci v této sumě je j1 hodnot rovných 1, dále j2 hodnot
rovných 2, . . . , až jm hodnot rovných m. Pak ovšem j1 + j2 + · · ·+ jm = k
a 1j1 + 2j2 + · · ·+ mjm = m. Počet uspǒrádaných k-tic (i1, i2, . . . , ik), které takto
daj́ı vzniknout týmž parametr̊um (j1, j2, . . . , jm), je roven počtu permutaćı
s opakováńım a je dán polynomickým koeficientem(

k
j1, j2, . . . , jm

)
=

k!

j1!j2! . . . jm!
.

To znamená, že p̌redchoźı suma udávaj́ıćı koeficient u xm v řadě
(∑∞

i=1
ti
i x i
)k

je
rovna sumě ∑

j1+j2+···+jm=k
1j1+2j2+···+mjm=m

k!

j1!j2! . . . jm!

t j11 t j22 . . . t jmm
1j12j2 . . .mjm

.

Odtud plyne, že koeficient u xm v řadě exp
(∑∞

i=1
ti
i x i
)

je roven sumě
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∞∑
k=0

1

k!

∑
j1+j2+···+jm=k

1j1+2j2+···+mjm=m

k!

j1!j2! . . . jm!

t j11 t j22 . . . t jmm
1j12j2 . . .mjm

=
∑

1j1+2j2+···+mjm=m

1

j1!j2! . . . jm! 1j12j2 . . .mjm
t j11 t j22 . . . t jmm .

Podle našich ďŕıvěǰśıch poznatk̊u tato posledńı suma ale je právě rovna cyklovému
indexu Z (SM ; t1, t2, . . . , tm) grupy SM všech permutaćı množiny M.
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