Pocet neizomorfnich kofenovych stromi

Uvidime pozdé&ji, Ze polet navzdjem neizomorfnich stromi s danym po&tem
vrcholl je mozné urit, zname-li poty navzajem neizomorfnich tzv. kofenovych
stromi s danymi polty vrchold. V&nujme se tedy nyni navzdjem neizomorfnim
kofenovym stromiim.

Bud nejprve G = (V(G), E(G)) oby&ejny graf, u kterého je oznalen jeden

z vrchold z V/(G). Takovy graf G nazyvdme kofenovym grafem, ozna&eny vrchol
a € V(G) nazyvame kofenem grafu G. Dva kotenové grafy G a G s kofeny

a € V(G) a b e V(G) se nazyvaji izomorfni, existuje-li izomorfismus ¢ : G — G
takovy, Ze ¢(a) = b. Kofenovym stromem rozumime ko¥enovy graf G s kofenem
a € V(G) takovy, 7e sam graf G je stromem.

Chystdme se aplikovat Pdlyovu vétu k uréeni poltu navzajem neizomorfnich
kofenovych stromi s danym po&tem vrchol. MnoZinou obrazcii Y bude mnoZina,
kterd z kazdé t¥idy navzajem izomorfnich kofenovych stromi obsahuje pravé jeden
exempla¥. Vdhovou funkci w definujeme jako funkci udavajici pro kazdy kofenovy
strom T € Y potet vrcholl tohoto stromu, to jest w(T) = |V(T)|. Pro kazdé
kladné celé &islo n oznaéme @, polet navzdjem neizomorfnich ko¥enovych stromi
majicich n vrchold. Pak ¥ada t(x) = >, Gnx" je fadou d(x) z Pdlyovy véty.
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Vezméme nezdporné celé &islo m a vezm&me za M mnoZinu &isel {1,2,..., m}.
UvaZzujme libovolna zobrazeni f : M — Y. Kazdému takovému zobrazeni f
pritad me déle kofenovy strom nasledujicim zpiisobem. M{iZeme predpoklidat,

7e mnoZiny vrcholl ko¥enovych stromd £(1), f(2),..., f(m) jsou navzijem
disjunktni. Nyni ke v8em t&mto vrcholiim pfiddme jesté jeden novy vrchol, spojime
jej hranami s koteny stromi (1), f(2),..., f(m), &mz vznikne novy strom,

a prohldsime tento nové& p¥idany vrchol za kofen tohoto nové vzniklého stromu.
Tento kofen tohoto nového stromu bude mit stupein m. P¥itom tento novy strom
bude mit o jeden vrchol vice, neZ je thrnny poéet vSech vrcholli stromi
f(1),f(2),...,f(m). TakZe potet vrcholii tohoto nového stromu bude o jednitku
vy8si nez souet vah stromi f(1),7(2),...,f(m), to jest nez vaha zobrazeni f.
Konetng si véimnéme orbit zobrazeni f : M — Y v grupé ES¥. Témto orbitam
odpovidaji mnoziny kofenovych stromi, jejichZ kofen ma stupeit m a které se od
sebe navzajem lisi, porovndvame-li je izomorfismem, pouze navic tim, Ze také
sledujeme, v jakém poradi bereme hrany vychazejici z kofene. TakZe témto
orbitdm fakticky odpovidaji navzajem neizomorfni kofenové stromy, jejichZ koten
ma stupeii m. Ozname tedy /" polet navzdjem neizomorfnich ko¥enovych
stromid majicich n vrcholl, jejichZz kofen ma stupeit m. P¥i tomto oznaleni se ¥ada
um(x) = >_02, ulx" ligi od ¥ady D(x) z Pdlyovy v&ty pouze tim, Ze je oproti

ni jest& vyndsobena &initelem x —to odpovida vySe popsanému pFidani nového
vrcholu. Podle Pélyovy véty tedy mdme rovnost
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0" (x) = xZ(Sm; 0(x), B(x%), ..., B(x™)).

Dale z¥ejm& pro kazdé n plati o, = >~ U. Tato suma je ve skute&nosti

konecnad, ponévadz pro m > n je u = 0. Odtud plyne, Ze

n(x) = > u"(x).

m=0

Dosazenim za 4™ (x) z pfedchozi rovnosti odtud vyplyne, Ze
o0
=Y xZ(Sm; u(x), 5(x%), ..., u(x™)).
m=0

Po rozepsani ¥ady u(x) ve tvaru (x) = Y oo Unt1x" ! a po vydéleni Einitelem x
ptejde posledni rovnost do tvaru

Zun+1x _Zz (Swm; T(x), T(x3),..., a(x™)).

Podle lemmatu o generuyach radach pro cyklové indexy permuta&nich grup plati

rovnost oo o 4
X:OZ(SM; ti, o,y t)X ™ = exp(z fo’).
m=

i=1
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Dosazenim hodnoty 1 za x a ¥ad G(x') za proménné t; pro viechna kladna celd

Cisla i do této rovnosti obdrzime vztah

i Z(Sw; a(x), T(x2), ... a(x™)) = exp(i ‘_’(.Xi)).
m=0

- I
i=1

Spojenim této posledni rovnosti s pfedminulou rovnosti dostaneme vztah

ni_o; Upp1x" = exp (i D(j(l))

i=1

Odtud logaritmovanim vyjde

In(i un+1x") = i D(j{l)

Déle derivovanim dostaneme

oo = n—1 O =l
2 n1 Nlni1X _ u'(x"). i1
S Tpx" R

n=0 “n+1 i=1
Kone&né vynasobenim &initelem x a odstran&nim zlomku obdrzime

o o0 oo
E Ny x" = E Upr1 X" E o' (x")x".
n=1 n=0

i=1
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Ponévad? u(x Uex*, miZeme v tomto vztahu jeté dile rozepsat
ad L
o(x") =302, kukx’k . Timto zplisobem po p¥eznaleni indexu n na pravé stran&
posléze odvodime

(o) o0 (o) oo

> = 3 (S = S0 YD ke

n=1 Jj=0 i=1 k=1 i=1 k=1
Porovndme koeficienty u x” na obou stranach této rovnosti. Na levé strané
mame oviem koeficient nti,,1. Na pravé strané potom mame koeficient
ZJDOO Ujt1 Yoy Dpeq Kk, kde navic zdddme, aby platilo j + ik = n. TakZe j < n.
PoloZme h=n—j. Pak 1 < h< naj = n— h. Koeficient u x" na pravé stran&
potom nabude tvaru Y p_; Un—ni1 Yoy O peq KOk, P¥iemZ 23ddme, aby platilo
ik = h. To ale znamend, Ze k|h. Lze tedy vyraz pro koeficient u x” na pravé stran&
jest& prepsat do tvaru 30)_; Un—h+1 (2, kik). Porovnanim koeficienti tak

dostdvame rovnost
n

nun+1 = Upn—h+1 (Z kuk)

=1 k|h

Upy1 = Zun h+1(z kuk)

K|k

z niZ plyne rovnost

kterd plati pro viechna kladna celd él'sla n.
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PonévadZ na pravé stran& této rovnosti vystupuji koeficienty i s indexy gq
rovnymi nejvy$e n, dava tato rovnost spolu s o&ividnym faktem, Ze oy = 1,
rekurentni formuli pro vypo&et viech hodnot u,.
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