
Počet neizomorfńıch kǒrenových stromů

Uvid́ıme později, že počet navzájem neizomorfńıch stromů s daným počtem
vrchol̊u je možné určit, známe-li počty navzájem neizomorfńıch tzv. kǒrenových
stromů s danými počty vrchol̊u. Věnujme se tedy nyńı navzájem neizomorfńım
kǒrenovým stromům.

Bud’ nejprve G = (V (G ),E (G )) obyčejný graf, u kterého je označen jeden
z vrchol̊u z V (G ). Takový graf G nazýváme kǒrenovým grafem, označený vrchol
a ∈ V (G ) nazýváme kǒrenem grafu G . Dva kǒrenové grafy G a G s kǒreny
a ∈ V (G ) a b ∈ V (G ) se nazývaj́ı izomorfńı, existuje-li izomorfismus ϕ : G → G
takový, že ϕ(a) = b. Kǒrenovým stromem rozuḿıme kǒrenový graf G s kǒrenem
a ∈ V (G ) takový, že sám graf G je stromem.

Chystáme se aplikovat Pólyovu větu k určeńı počtu navzájem neizomorfńıch
kǒrenových stromů s daným počtem vrchol̊u. Množinou obrazc̊u Y bude množina,
která z každé ťŕıdy navzájem izomorfńıch kǒrenových stromů obsahuje právě jeden
exemplá̌r. Váhovou funkci w definujeme jako funkci udávaj́ıćı pro každý kǒrenový
strom T ∈ Y počet vrchol̊u tohoto stromu, to jest w(T ) = |V (T )|. Pro každé
kladné celé č́ıslo n označme ūn počet navzájem neizomorfńıch kǒrenových stromů
maj́ıćıch n vrchol̊u. Pak řada ū(x) =

∑∞
n=1 ūnx

n je řadou d(x) z Pólyovy věty.
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Vezměme nezáporné celé č́ıslo m a vezměme za M množinu č́ısel {1, 2, . . . ,m}.
Uvažujme libovolná zobrazeńı f : M → Y . Každému takovému zobrazeńı f
p̌rǐrad’me dále kǒrenový strom následuj́ıćım způsobem. Můžeme p̌redpokládat,
že množiny vrchol̊u kǒrenových stromů f (1), f (2), . . . , f (m) jsou navzájem
disjunktńı. Nyńı ke všem těmto vrchol̊um p̌ridáme ještě jeden nový vrchol, spoj́ıme
jej hranami s kǒreny stromů f (1), f (2), . . . , f (m), č́ımž vznikne nový strom,
a prohláśıme tento nově p̌ridaný vrchol za kǒren tohoto nově vzniklého stromu.
Tento kǒren tohoto nového stromu bude ḿıt stupeň m. Přitom tento nový strom
bude ḿıt o jeden vrchol v́ıce, než je úhrnný počet všech vrchol̊u stromů
f (1), f (2), . . . , f (m). Takže počet vrchol̊u tohoto nového stromu bude o jedničku
vyš̌śı než součet vah stromů f (1), f (2), . . . , f (m), to jest než váha zobrazeńı f .
Konečně si všimněme orbit zobrazeńı f : M → Y v grupě ESM . Těmto orbitám
odpov́ıdaj́ı množiny kǒrenových stromů, jejichž kǒren má stupeň m a které se od
sebe navzájem lǐśı, porovnáváme-li je izomorfismem, pouze nav́ıc t́ım, že také
sledujeme, v jakém pǒrad́ı bereme hrany vycházej́ıćı z kǒrene. Takže těmto
orbitám fakticky odpov́ıdaj́ı navzájem neizomorfńı kǒrenové stromy, jejichž kǒren
má stupeň m. Označme tedy ūmn počet navzájem neizomorfńıch kǒrenových
stromů maj́ıćıch n vrchol̊u, jejichž kǒren má stupeň m. Při tomto označeńı se řada
ūm(x) =

∑∞
n=1 ū

m
n x

n lǐśı od řady D(x) z Pólyovy věty pouze t́ım, že je oproti
ńı ještě vynásobena činitelem x — to odpov́ıdá výše popsanému p̌ridáńı nového
vrcholu. Podle Pólyovy věty tedy máme rovnost
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ūm(x) = xZ (SM ; ū(x), ū(x2), . . . , ū(xm)).

Dále žrejmě pro každé n plat́ı ūn =
∑∞

m=0 ū
m
n . Tato suma je ve skutečnosti

konečná, poněvadž pro m > n je ūmn = 0. Odtud plyne, že

ū(x) =
∞∑

m=0

ūm(x).

Dosazeńım za ūm(x) z p̌redchoźı rovnosti odtud vyplyne, že

ū(x) =
∞∑

m=0

xZ (SM ; ū(x), ū(x2), . . . , ū(xm)).

Po rozepsáńı řady ū(x) ve tvaru ū(x) =
∑∞

n=0 ūn+1x
n+1 a po vyděleńı činitelem x

p̌rejde posledńı rovnost do tvaru
∞∑
n=0

ūn+1x
n =

∞∑
m=0

Z (SM ; ū(x), ū(x2), . . . , ū(xm)).

Podle lemmatu o generuj́ıćıch řadách pro cyklové indexy permutačńıch grup plat́ı
rovnost ∞∑

m=0

Z (SM ; t1, t2, . . . , tm)xm = exp
( ∞∑

i=1

ti
i
x i
)
.
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Dosazeńım hodnoty 1 za x a řad ū(x i ) za proměnné ti pro všechna kladná celá
č́ısla i do této rovnosti obdrž́ıme vztah

∞∑
m=0

Z (SM ; ū(x), ū(x2), . . . , ū(xm)) = exp
( ∞∑

i=1

ū(x i )

i

)
.

Spojeńım této posledńı rovnosti s p̌redminulou rovnost́ı dostaneme vztah
∞∑
n=0

ūn+1x
n = exp

( ∞∑
i=1

ū(x i )

i

)
.

Odtud logaritmováńım vyjde

ln
( ∞∑
n=0

ūn+1x
n
)

=
∞∑
i=1

ū(x i )

i
.

Dále derivováńım dostaneme∑∞
n=1 nūn+1x

n−1∑∞
n=0 ūn+1xn

=
∞∑
i=1

ū′(x i )

i
ix i−1.

Konečně vynásobeńım činitelem x a odstraněńım zlomku obdrž́ıme
∞∑
n=1

nūn+1x
n =

∞∑
n=0

ūn+1x
n
∞∑
i=1

ū′(x i )x i .
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Poněvadž ū(x) =
∑∞

k=1 ūkx
k , můžeme v tomto vztahu ještě dále rozepsat

ū′(x i ) =
∑∞

k=1 kūkx
ik−i . T́ımto způsobem po p̌reznačeńı indexu n na pravé straně

posléze odvod́ıme
∞∑
n=1

nūn+1x
n =

∞∑
j=0

ūj+1x
j
∞∑
i=1

( ∞∑
k=1

kūkx
ik−i
)
x i =

∞∑
j=0

ūj+1x
j
∞∑
i=1

∞∑
k=1

kūkx
ik .

Porovnáme koeficienty u xn na obou stranách této rovnosti. Na levé straně
máme ovšem koeficient nūn+1. Na pravé straně potom máme koeficient∑∞

j=0 ūj+1

∑∞
i=1

∑∞
k=1 kūk , kde nav́ıc žádáme, aby platilo j + ik = n. Takže j < n.

Položme h = n − j . Pak 1 6 h 6 n a j = n − h. Koeficient u xn na pravé straně
potom nabude tvaru

∑n
h=1 ūn−h+1

∑∞
i=1

∑∞
k=1 kūk , p̌ričemž žádáme, aby platilo

ik = h. To ale znamená, že k |h. Lze tedy výraz pro koeficient u xn na pravé straně
ještě p̌repsat do tvaru

∑n
h=1 ūn−h+1

(∑
k|h kūk

)
. Porovnáńım koeficient̊u tak

dostáváme rovnost

nūn+1 =
n∑

h=1

ūn−h+1

(∑
k|h

kūk
)
,

z ńıž plyne rovnost

ūn+1 =
1

n

n∑
h=1

ūn−h+1

(∑
k|h

kūk
)
,

která plat́ı pro všechna kladná celá č́ısla n.
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Poněvadž na pravé straně této rovnosti vystupuj́ı koeficienty ūq s indexy q
rovnými nejvýše n, dává tato rovnost spolu s očividným faktem, že ū1 = 1,
rekurentńı formuli pro výpočet všech hodnot ūn.
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