Pdélyova véta pro injektivni zobrazeni

Jinym speciadlnim p¥ipadem Pdlyovy-de Bruijnovy véty je vysledek, ktery
dostaneme, kdyZ za mnoZinu zobrazeni F vezmeme mnoZinu vSech injektivnich
zobrazeni M — Y. Ozna&me symbolem Y™ tuto mnoZinu viech injektivnich
zobrazeni. Tato podmnoZina Y™ je otividn& uzavrend vzhledem ke kazdé
podgrupé H grupy Sy. MiZeme tak uvaZovat pfislusnou permutaéni grupu EH
indukovanou podgrupou H na mnozing YM. Abychom tuto posledni permuta&ni
grupu notacné odligili od permutagni grupy indukované podgrupou H na mnoZiné&
vEech zobrazeni YM, zavedeme pro ni oznadeni EH.

P¥ipomeiime, Ze jsme jiz zavedli nasledujici znageni pro sumy mocnin proménnych.
Pro kaZdé kladné celé &islo k jsme poloZili

Sk = E ng'
pEY

Pak s pouZitim cyklového indexu Z(Sp) grupy Sp viech permutaci na mnozing M
miZeme zformulovat a dokazat nasledujici Pdlyovu vétu pro injektivni zobrazeni:
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Véta.
Enumerator v(YM, H) je dén formuli

m!

Y(YM, H) =
( )= TH]

Z(SM; S1,—52,53, —S4,. .., (—l)m_lsm).

Dikaz.

DokaZeme tuto vétu nejprve v pfipadg, kdy H = Sy,. Pak se jednd o tvrzeni, Ze
enumerdtor v(YM, Sy) je dan formuli

V(Wa SM) = Z(SM, S1, —52,53, =S4y, (_1)m_15m)-

ProtoZe podmnoZina Y™ mnoziny YM je uzavrens vzhledem ke grupé Sy, kazdd
orbita prvkii z YM v grupg& E> je tvotena bud pouze injektivnimi zobrazenimi,
anebo pouze neinjektivnimi zobrazenimi. Orbitami prvki z YM v grup& ES™ jsou
potom pravé ty z orbit v grupé E°V, které jsou tvoFeny injektivnimi zobrazenimi.
Nyni se v&nujme vztahu mezi orbitami prvkii z Y v grupé ES™ a orbitami prvkii
z YM v grupé EAv, kde Ay je podgrupa viech sudych permutaci mnoZiny M.
Necht nejprve O je orbita v E° tvorend injektivnimi zobrazenimi. Pak

O ={foo:0c €Sy} pro n&aké pevné& zvolené injektivni zobrazeni f : M — Y.
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Polozme O; = {f o0 : 0 € Sp je sudd permutace}

a Oy ={foo:o0 € Sy je lichd permutace}. Pak oviem O = O; U O,. Ukdzeme
déle, Ze O1 N O, = (. Kdyby existovalo injektivni zobrazeni g € @1 N Oy, bylo by
toto zobrazeni tvaru f o o pro né&jakou sudou permutaci o a zarovefi tvaru f o7
pro n&jakou lichou permutaci 7. TakZe bychom méli rovnost f o 0 = f o 7, odkud
by vzhledem k tomu, Ze f je injektivni zobrazeni, vyplynula rovnost o = 7, coZ
neni moZné. TakZe skute¢n& O; N O, = (. Déle o&ividn& O je orbitou prvku f

v grupé EAv_ Presvédtime se, Ze také O, je orbitou n&jakého prvku v grupé EAv.
Zvolime-li pevné néjakou lichou permutaci 7, pak mnoZina permutaci tvaru
{To0o:0 € Am} je prav€ mnoZinou viech lichych permutaci mnoZiny M. Takze
pak Oy = {foT oo :0 € Ay}, tili Oy je orbitou prvku f o T v grupé EAv.
Celkem tedy vidime, ¥e ka¥da orbita @ v E°™, ktera je tvoFena injektivnimi
zobrazenimi, je disjunktnim sjednocenim dvou orbit v EAM.

Necht dale O je orbita v E° tvofend neinjektivnimi zobrazenimi. Pak

O ={foo:0 € Sy} pro n&aké pevné zvolené neinjektivni zobrazeni f : M — Y.
UkéaZeme, Ze pak ve skutegnosti O = {f o7 : 7 € Ay} pro toto neinjektivni
zobrazeni f : M — Y, takze O je orbitou prvku f v grup& EAv. K tomu je tfeba
ukdazat, Ze kazdé zobrazeni tvaru f o o, kde o € Sy, lze vyjadfit také ve tvaru

f o pro n&aké 7 € Apy. Je-li 0 € Ay, neni uz co ukazovat. Necht tedy o ¢ Ay.
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Pak, ponévadZ zobrazeni f nenf injektivni, existuji vzajemné rlizné prvky a,b € M
takové, Ze f(a) = f(b). Ozna&ime-li symbolem ¥ transpozici (a b), pak oviem
plati, Ze f o} = f, takZe f oo = f o o 0, pfitemz ale Yoo € Apy.

Zjistili jsme tak, e kazd4 orbita v grup& ES¥ tvoFend injektivnimi zobrazenimi se
rozpada na dv& orbity v grup& EAv a e ka?da orbita v grup& ES¥ tvorena
neinjektivnimi zobrazenimi je sama orbitou v grup& EA. Pokud jde tedy o orbity
tvorené neinjektivnimi zobrazenimi, nezdleZi na tom, zda je uvaZujeme v grupé
E>" nebo EAW.

Oznacili jsme symbolem My wm 4, mnoZinu viech orbit libovolnych zobrazeni

f:M— Y vgrupg EAv, symbolem S)JTWAM mnoZinu v8ech orbit injektivnich

zobrazeni f : M — Y v grup& EAv, symbolem Myw s, mnoZinu viech orbit
. , s x S : ¥
libovolnych zobrazeni f : M — Y v grup& E°¥ a symbolem imWSM mnozinu

vdech orbit injektivnich zobrazeni f : M — Y v grupé ES». Oznaéme jeété
symbolem 991~ mnoZinu v8ech orbit neinjektivnich zobrazeni f : M — Y/,
at u¥ v grupé EA™ nebo v grup& E>v. Pak Mym 4, = E)JTWAM um-

aMymg,, = EmW,sM UMM~ jsou disjunktni sjednoceni mnozin. Pro enumerdtory

W(W, Awm) a V(W, Sm) pak podle ptedchoziho zjisténi plati
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YYMAw) = Y v(0) =2 Y v(0) = 29(Y™, Sy).

oMy, oem g

Odtud pro enumeratory (Y™, Ay) a v(YM, Sy) vychazi

yYMAu) = Y v(O) = Y v(0)+ Y v(0)

OEMym 5, Oemyy, Oem-
=2 Z (0) + ZV(O)
oemoy Oem-
= > vO)+ DY v0)+ D> v(0)
OEWYMSM OEMWSM oem-
= ) vO)+ > v(0)
OeimyMs OESJTYM’SM

Y(YM, Sy) + (Y™, Sum).
TakZe dostavame

’Y(YM75M) = 7(YM7AM) - V(YMuSM)'
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Podle Pélyovy véty pro libovolna zobrazeni plati, Ze
YYM Av) = Z(Am;s1, 5, ... Sm)  a
Y(YM,Sm) = Z(Smist, S 5m)-
Déle z dfivéjska vime, Ze
Z(Am) = Z(Smiti,toy -y tm) + Z(Smity, —to, t3, —tay .o, (1) L t),
takze dostavame
Z(AMiS1,S25 -+ »Sm)

= Z(Sm; S1,52, -+, Sm) + Z(SM;sl,—52,53,—54,...,(—1)’"’15,,7).

To je ale hodnota enumeratoru (Y™, Ay). Dosazenim takto nalezenych hodnot
enumerdtort v(YM, An) a 7(YM, Sw) do vy¥e uvedeného vyjadFeni enumerdtoru
Y(YM, Sp) nakonec po odetteni obdrzime

’Y(Wa SM) — Z(SM, S1, —52,53, =S4y, (_1)m_15m)7

coz bylo tfeda dokazat.
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Konegn& urcime enumerator v(YM, H) pro libovolnou podgrupu H grupy Sy.

K tomu Ut&elu predesleme nésledujici pozorovani. UvaZujme libovolnou orbitu O
n&jakého injektivniho zobrazeni f : M — Y v grup& ESv. Pak f(M) je m-prvkovd
podmnozina mnoZiny Y. Je-li g : M — Y né&jaké jiné zobrazeni v orbité O, pak
mame g = f o o pro n&jakou permutaci o mnoziny M. Odtud pak plyne, Ze

g(M) = f(o(M)) = f(M). Je-li naopak h: M — Y jakékoliv injektivni zobrazen{
takové, e h(M) = f(M), pak f=1(h(M)) = M, kde f~1: f(M) — M je inverzni
zobrazeni k zobrazeni f. TakZe f ! o h je permutace mnoZiny Ma h=fof~!
odkud plyne, Ze i zobrazeni h naleZi do orbity O. Je tedy orbita O mnoZinou v&ech
téch injektivnich zobrazeni g : M — Y, ktera spliiuji g(M) = f(M). Ozna&me
symbolem Yo doty&nou m-prvkovou podmnoZinu f(M) mnoziny Y. Je tedy orbita
O mnoZinou viech injektivnich zobrazeni f : M — Y. Orbity v grupé ESv tak
vzajemné jednoznaén& odpovidaji m-prvkovym podmnoZindm mnoZiny Y.

Je-li nyni H podgrupa grupy Swm, je grupa EH podgrupou grupy E>v. Kazd3 orbita
O v grupg ESv je proto disjunktnim sjednocenim n&jakych orbit v grupg EF.
Chystame se uréit pocet téchto sjednocovanych orbit. Vimnéme si, Ze orbita O je
uzavfenou podmnoZinou mnoziny Y™ vzhledem k podgrupé H. Proto grupa H

indukuje permutacm grupu, ozname ji symbolem EH , na orbit& O. Orbity v této

grupg EH jsou pak pravé t&mi orbitami v grup& EH, z nichZ se sklada orbita O.
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Podle dlsledku Pdlyovy-de Bruijnovy véty je polet téchto orbit roven &islu

1
|zmo,H|:WZ HfeO: foo=F}}

oceH

Je-li v8ak permutace o € H riiznd od identity, pak Zadné injektivni zobrazeni
f: M — Yo podminku f o o = f nespliiuje, takze pFislusny s&itanec je roven nule.

Je-li permutace o identitou, pak podminku f o o = f splfiuji v8echna injektivni
~ 0
zobrazeni f : M — Y, a t&hto zobrazenf je celkem m!. Polet orbit v grupg& EH

je tedy roven &islu |Mo H| = % Zjistili jsme tak, Ze kazdou orbitu O v grup&

ESm tvofi % orbit v grupé EH. Z tohoto diivodu plati pro pfislusné enumerdtory
rovnost

WV H) = X vO) = 7 ¥ O) = (VR S,

OEEUIWH | |OEWIWSM

Odtud a z pFedchozi ¢3sti tohoto diltkazu tak plyne, Ze

m!

’VW,H =
( ) TH]

Z(SM, S1, 52,53, =S4, ..., (_1)m_1sm)a

coz jsme méli ukazat. O




Vratme se nyni k vahové funkci w na mnoZ%iné Y véech obrazcil, kterou jsme
zavedli v paragrafu v&novaném Pdlyové vété pro libovolnd zobrazeni. Pro kazdé
nezdporné celé &islo n jsme symbolem d, oznadili polet obrazci p € Y vdhy n
a déle jsme oznacili

d(x) = i dpx"
n=0

generujici fadu pro obrazce dané véhy.

vvvvvv

f: M — Y. Stejnym zpisobem jako v tom jiz zmin&ném paragrafu definujme
vahu w(f) takového zobrazeni f. Je-li H libovolnd podgrupa grupy Sp, miZzeme
spolu s ni uvaZovat orbity injektivnich zobrazeni f : M — Y v grup& EH, to jest
v grupé indukované podgrupou H na mnoZin& Y™ vdech injektivnich zobrazeni.
Tyto orbity zase nazyvdme konfiguracemi. Stejné jako dfive miizeme pro kazdou
orbitu O v grup& E korektn& definovat jeji vdhu w(O) jako vdhu w(f) pro
n&ktery (kterykoliv) prvek f orbity O.

Uvahy uvedené ve zmin&ném d¥ivéjsSim paragrafu ddle ukazuji, Ze pro kazdé
nezdporné celé &islo n je polet orbit injektivnich zobrazeni f : M — Y v grupg EH
dané vahy n zase konetny. Tedy pocet konfiguraci dané vahy n je kone&ny.
Oznalme symbole@n pocet nyné&jSich konfiguraci O vahy n, to jest polet orbit
O vahy n v grupg EH.

9/10



Ozna&me dile
oo

D(x) = Z ax"
n=0
generujici Fadu pro nyng&si konfigurace dané véhy.

AR

Nakonec, stejné jako v jiz zminéném d¥ivéjSim paragrafu, pro kaZdy obrazec

© € Y dosad me mocninu x*(¥) za prom&nnou X, do &lenu v(O) pro kazdou
konfiguraci O. Timto dosazenim do enumeratoru v(Y'M, H) tentokrat dostaneme
Yadu D(x). Stejnym zpiisobem dosadme do sum mocnin prom&nnych s;, s, . . ..
Tim dostaneme Yady d(x), d(x?),.... To ale tentokrat znamend, ¥e timto
dosazenim dostaneme z pfedchozi véty nasledujici speciadlni podobu Pdlyovy véty
pro injektivni zobrazeni:

Véta.

Plati rovnost mocninnych Fad

D(x) = |H| Z(Smi d(x), —d(x*), d(x*), =d(x*),..., (=1)""d(x™)). O
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