Pocet navzdjem neizomorfnich stromf

Smé&Fujeme k nalezeni po&tu navzdjem neizomorfnich stromi s danym po&tem
vrcholli. Budeme k tomu potfebovat né&kterd specialni tvrzeni o stromech.
Tvrzeni.

Necht T = (V(T), E(T)) je strom. Necht Ty je podstrom ve stromé& T takovy,
Ze pro kaZdy automorfismus o stromu T je splnéna podminka:

((x € V(To) & o(x) # x) = o(x) ¢ V(Tp)). (%)

Pak plati ndsledujici sd&leni. Necht p € V(T) — V(Ty), q € V(To) jsou takové
vrcholy, Ze {p, q} € E(T), necht o je n&aky automorfismus stromu T, necht
a(p) = p', o(q) = q' a necht je splnéno p’ € V(Ty). Potom plati bud'to

{p.q} ={p',q'}, anebo q' = q.

Dikaz.

Jestlize plati {p, g} = {p’, '}, pak tvrzeni plati. Pfedpoklddejme tedy dile, Ze
{p,q} # {p', q'}. UkdZeme nejprve, Ze v tom p¥ipadé plati {p’, ¢'} € E(Tp).
Postupujeme sporem. P¥edpoklddejme tedy, Zze {p’,q'} ¢ E(To).
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Ponévadz {p,q} € E(T) a o(p) = p’, 0(q) = q', méme {p’,q'} € E(T), protoze
o je automorfismus stromu T.

Odstran&nim hrany {p, g} z mnoZiny E(T) se strom T rozpadne na dva
podstromy. Oznaéme T, ten z t&chto podstromdi, ktery obsahuje vrchol p,
a oznaéme T, druhy z téchto podstromii, ktery obsahuje vrchol g. Podobné&
odstranénim hrany {p’, g’} z mnoziny E(T) se strom T rozpadne na dva
podstromy T, a Tg. Z toho, Ze p ¢ V(To) a g € V(Tp), vyplyvd, Ze
{p,q} ¢ E(Ty) a Ze tedy podstrom Ty stromu T je cely obsaZen

v podstromé& T, takZe zejména plati V(7o) C V/(Ty).

Protoze {p, q} # {p’,q'}, musi pro hranu {p’, ¢’} nastat prav& jedna ze dvou
moznosti: bud {p’,q'} € E(T,), nebo {p’,q'} € E(Ty). Pondvadz ale p’ € V(Ty)
a vid&li jsme, Zze V(Ty) C V(Tg), méme p’ € V(Ty), a tedy musi nastat druha
moznost, &ili {p’,q'} € E(Ty).

Odstran&nim hrany {p’, ¢’} z mnoZiny E(T,) se strom T, déle rozpadne na dva
podstromy. Oznatme T, ten z t&chto podstromd, ktery obsahuje vrchol p/,

a oznatme T4q druhy z té&chto podstromd, ktery obsahuje vrchol ¢'. Pak nastane
jedna ze dvou moznosti: bud g € V(T ), nebo g € V(T ). Pokud by ale
platilo g € V/(Tq4q ), musela by jeding cesta ve stromé& T, vedouci z vrcholu p’ do
vrcholu g prochdzet hranou {p’, ¢'}.

2/12



Pon&vadz ale g € V(Ty) a p’ € V(Ty), byla by tato cesta sou€asné& jedinou cestou
v podstromé& Tg stromu T, vedouci z vrcholu p’ do vrcholu q. Musela by tedy
hrana {p’, ¢’} lezet v E(Ty). To ale odporuje naemu soutasnému predpokladu,
ze {p’,q'} ¢ E(Tp). Musi tedy nastat prvni z uvedenych dvou moZznosti, tedy

q € V(T4 ). To ale znamend, Ze spojenim podstromil T, a Ty hranou {p, q}
vznikne podstrom T/, a tedy Ze podstrom T,q je roven podstromu T . Je tedy
podstrom T, obsaZen v podstromé& T,.

Ov&em podstrom T nenfi roven celému podstromu T, nebot samozrejmé

p' ¢ V(Ty), zatimeco {p/,q'} € E(Ty), a tedy p’ € V(T,). Je tedy mnoZina
vrcholi V/( T, ) vlastni podmnoZinou mnoziny V/(T,). Ale zobrazeni o je
automorfismem stromu T a plati o(p) = p’ a o(q) = ¢’. Odtud plyne Ze o
zobrazuje bijektivné podstrom T, na podstrom T,/. To je v8ak ve sporu

s predchozim zji$t&nim, podle n&hoZ podmnoZina vrchold V( Ty ) neni rovna
celé mnozing V/(Ty).

Nalezeny spor tak potvrzuje nase potatedni tvrzeni, ze {p’,q'} € E(Tp). Odtud
plyne, Ze g’ € V(Ty), &ili o(q) € V(To). Aviak také g € V(Tp). Vzhledem

k tomu, Ze podstrom Ty spliiuje podminku (x), nutn& musi platit o(q) = g,

to jest plati rovnost ¢’ = g. O
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Rekneme, Ze hrana {a, b} ve strom& T je symetrickd, jestlize existuje
automorfismus o stromu T takovy, Ze o(a) = b a o(b) = a. Strom T miZe mit
nanejvy3 jednu symetrickou hranu. Je-li totiz {a, b} symetrickd hrana a je-li o
pFislusny automorfismus stromu T, pak odstran&nim hrany {a, b} se strom T
rozpadne na dva podstromy T, a Tj, které musi byt navzajem izomorfni, jelikoz
automorfismus o p¥evadi podstrom T, na T, a podstrom T, na T,. Musi tedy
mit oba podstromy T, i Tp stejny pocet vrcholii. Z4dn3 jind hrana {a’, b’} stromu
T pak nemiZe analogickou podminku splnit, nebot takovd hrana {a’, b’} je bud
hranou podstromu T, nebo podstromu Tp.

Tvrzeni.

Necht T je strom a necht Ty je maximalni podstrom stromu T spliiujici
podminku (x) z pFedchoziho tvrzeni. Potom pro kaZdy vrchol ¢ € V(T) existuje
automorfismus o stromu T takovy, Ze o(c) € V(To). Déle pro kaZdou
nesymetrickou hranu {c,d} € E(T) existuje automorfismus o stromu T takovy,
Ze o({c,d}) € E(Ty).

Duikaz.

Jestlize uz c € V(Ty), pak za o Ize vzit identitu a prvni &ast tvrzeni plati. Necht
tedy dale c € V(T) — V(Ty). Predpoklddejme nejprve, Ze tento vrchol ¢ sousedi
ve strom& T hranou s n&kterym vrcholem d € V/(Tp).
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Pak p¥iddnim vrcholu ¢ a hrany {c, d} k podstromu Ty vznikne v&tsi podstrom,
ktery oznatime Tj. Protoze Ty byl maximalni podstrom ve stromé& T spliiujici
podminku (x), podstrom T§ uz podminku (*) nespliiuje. To znamend, Ze existuje
automorfismus o stromu T a vrchol x € V(T§) takovy, Ze o(x) # x a p¥itom
o(x) € V(T{). Jestlize nyni x = ¢, je o automorfismem, pro n&jz o(c) € V(T§)

a zdroveii o(c) # c, takze o(c) € V(Tp), a tedy o je hledanym automorfismem.
Jestlize viak x # ¢, pak x € V(Tp) a musi platit o(x) = ¢, nebot jinak bychom
mé&li o(x) € V(Tp), takZe uz podstrom Tg by nespliioval podminku (x). To ale ma
za nésledek, e x = 07 1(c), takZe 0! je ted hledanym automorfismem.

Predpokladejme tedy dale, Ze vrchol ¢ nesousedi ve stromé& T s Zzadnym vrcholem
z V(To). Necht ¢ = xp, x1,- .-, Xk_1, Xk = d je n&jakd cesta ve strom& T

z vrcholu ¢, ktery oviem nendlezi do V/(Tp), do n&jakého vrcholu d € V(Ty).
Postupujeme déle indukci vzhledem k délce k takové cesty. Vrchol ¢ = xg podle
predpokladu nepat¥i do V/(Tp) a nesousedi s Zddnym vrcholem z V/(Ty), zatimco
vrchol xx_1 sousedi s vrcholem x, = d pat¥icim do V/(Tp). To nutn& znamend, Ze
k > 1. Podle predchoziho odstavce pak existuje automorfismus o stromu T
takovy, ze o(xk—1) € V(Ty). Jestlize o(c) € V(Tp), pak je o hledanym
automorfismem. Necht tedy dale o(c) ¢ V/(Ty), to jest o(xp) ¢ V(To).
PonévadZ o je automorfismus stromu T, mizeme dale uvaZovat cestu
o(x0),0(x1),...,0(xk—1) ve strom& T.

5/12



Tato cesta md délku k — 1 a plati na ni o(xg) ¢ V(To), zatimco o(xk—1) € V(To).
MuiZeme tedy na tuto posledni cestu aplikovat indukéni pfedpoklad, podle néhoz
existuje automorfismus 7 stromu T takovy, Ze 7(o(xp)) € V(To), to jest

7(o(c)) € V(Tp). V tomto p¥ipadg je tedy 7 o o hledanym automorfismem.

DokaZme druhou &3st nadeho tvrzeni. Necht {c, d} je nesymetrickou hranou
stromu T. Jestlize {c,d} € E(Ty), pak za o |ze vzit identitu a druhd &ast tvrzeni
plati. Necht tedy dale {c,d} € E(T) — E(To). Podle prvni &3sti tvrzeni existuje
automorfismus o stromu T takovy, Ze o(c) € V(Tp). Jestlize plati téz, Ze

o(d) € V(Ty), pak o je automorfismem, pro ktery plati o({c, d}) € E(To).
P¥edpoklddejme tedy déle, Ze o(d) ¢ V(To). Opét podle prvni &asti tvrzeni
existuje automorfismus 7 stromu T takovy, Ze 7(o(d)) € V(Tp). Protoze hrana
{c, d} byla nesymetrickou hranou stromu T a o je automorfismus stromu T, je
také hrana {o(c),o(d)} nesymetrickou hranou stromu T. Z tohoto diivodu
nemiiZe platit rovnost 7({o(c),o(d)}) = {o(c),o(d)}, nebot v opa&ném p¥ipad&
bychom nutné& méli 7(o(c)) = o(d) a 7(c(d)) = o(c), protoze o(d) ¢ V(To),
zatimco 7(o(d)) € V(Ty), takze 7(o(d)) # o(d). Byla by tedy hrana
{o(c),o(d)} symetrickou hranou stromu T, coZ jsme vylou&ili. Nyni miZeme
aplikovat predchazejici tvrzeni z tohoto paragrafu na hranu {o(d),o(c)} stromu
T a automorfismus 7, nebot o(d) ¢ V(Tp), o(c) € V(To) a 7(a(d)) € V(To).
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Vzhledem k pfedchozimu zdvéru v tomto odstavci diikazu ale miiZe byt jmenované
predchazejici tvrzeni z tohoto paragrafu spin&no jedin& tak, Ze 7(o(c)) = o(c).
Pak ovsem, ponévadz o(c) € V(Tp), mdme 7(o(c)) € V(Top). Také mame
T(o(d)) € V(Top). Odtud plyne, ze 7(c({c,d})) € E(To), takZe 7 o & je nyni
hledany automorfismus. O

Bud nyni T strom. Ozna&éme symbolem Aut(T) grupu viech automorfismii
stromu T. Grupa Aut(T) indukuje grupu permutaci na mnoZin& V/(T) viech
vrchold stromu T. Ozna&me vy potet orbit vrchold z V(T) v této permuta&ni
grup&. Grupa Aut(T) rovnéZ indukuje grupu permutaci na mnozin& E(T) v3ech
hran stromu T. Oznalme et pocet orbit hran z E(T) v této permutalni grupé.
Dale ozna¢me st pocet symetrickych hran stromu T (takZe st = 1 nebo s7 =0
podle toho, zda strom T m3 nebo nemd symetrickou hranu). Pro tyto hodnoty
plati nasledujici véta.

Véta.

V libovolném stromé& T plati rovnost

vr =er — st + 1.
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Diikaz.

Bud op&t Ty maximalni podstrom stromu T spliujici podminku (x)

z pfedminulého tvrzeni. Podminka () zaru&uje, Ze mnozina V/(Ty) obsahuje

z kazdé orbity vrcholli z V(T) v grupé Aut(T) nejvyZe jeden vrchol. Podminka
(%) rovn&Z zaru€uje, Ze mnozina E(Ty) obsahuje z kaZdé orbity hran z E(T)

v grupé Aut(T) nejvyse jednu hranu. Tato podminka také zaruuje, Ze mnoZina
E(Ty) neobsahuje symetrickou hranu stromu T, ma-li strom T n&jakou. Oproti
tomu minulé tvrzeni zase zarucuje, Ze mnozina V/(Ty) z kazdé orbity vrchold
n&jaky vrchol obsahuje a také e mnoZina E(Ty) z kaZdé orbity hran n&jakou
hranu obsahuje, vyjma orbitu tvorenou symetrickou hranou stromu T, ma-li
strom T né&jakou. Polet vrchold podstromu Ty je tedy roven pravé &islu vr

a polet hran podstromu Ty je roven pravé &islu ey — st. Jinak fe€eno, mame
rovnosti |V (To)| = vr a |E(To)| = er — st. Ovdem Ty je strom, takZe plati
rovnost |V/(To)| = |E(To)| + 1. Dostdvdme tak rovnost v = ey — st + 1, coZ
je tvrzeni nasi véty. ]

V dikazu nasledujici v&ty budeme potfebovat jesté€ pojem hranové korenového
stromu. Tak nazyvdme strom T, v némZ je oznalena jedna nesymetrickd hrana
jako koFenova. Dva hranové& kotenové stromy T a T s kofenovymi hranami {a, b}
a {c, d} nazveme izomorfni, jestlize existuje izomorfismus ¢ : T — T takovy, Ze

v({a,b}) = {c,d}.
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P¥ipomerime, Ze jsme pro kazdé kladné celé &islo n oznalili &, pocet navzdjem
neizomorfnich kofenovych stromi majicich n vrcholl a Ze jsme se zabyvali
sy - © - _n ¥ ‘ v <

generujici Yadou (x) = Y~ U,x". Oznalme déle u, polet navzijem
neizomorfnich stromid majicich n vrcholl a uvaZzujme generujici fadu

_ oo n P oy oy - .
u(x) = >~ upx". Vyjad¥ime nyni fadu u(x) pomoci fady u(x). Plati
ndsledujici véta.

Véta.

Pro generujici Fady u(x) a t(x) plati rovnost

u(x) = 5(x) — 5 (B~ 50).

Diikaz.

Vytvofime-li ze stromu T dva kofenové stromy tim zplisobem, Ze za kofeny
zvolime dva vrcholy p a g stromu T, budou takto vzniklé kofenové stromy
navzajem izomorfni, pravé kdyZ bude existovat automorfismus o stromu T takovy,
Ze o(p) = q, to jest prévé kdyz budou oba vrcholy p a g nilezet téZe orbité

v grup& Aut(T). To znamend, Ze ze stromu T Ize zvolenim jednoho vrcholu za
kofen vytvofit pravé v navzajem neizomorfnich kofenovych stromi.

9/12



Vytvofime-li podobné& ze stromu T dva hranové kofenové stromy tim zplisobem,
Ze za kotfenové hrany zvolime dv& nesymetrické hrany {a, b} a {c, d} stromu T,
budou takto vzniklé hranové korenové stromy navzajem izomorfni, pravé kdyz
bude existovat automorfismus o stromu T takovy, Ze o({a, b}) = {c, d}, to jest
pravé kdyZ budou obg& hrany {a, b} a {c, d} néleZet téze orbité v grupg& Aut(T).
To znamen3, Ze ze stromu T lze zvolenim jedné nesymetrické hrany za ko¥enovou
hranu vytvofit pravé et — st navzdjem neizomorfnich hranové kofenovych stromd.

Ozna&me £, poet navzdjem neizomorfnich hranov& kofenovych stromi
majicich n vrcholl (klademe ¢; = 0) a uvaZzme pf¥isluinou generujici ¥adu

U(x) =7, £ox". Oznatme déle T, mnoZinu stromii obsahujici z kazdé t¥idy
navzdjem izomorfnich stromd majicich n vrcholl pravé jeden strom. Pak podle
zavérl ucinénych v pfedchozich dvou odstavcich plati

ZVT:U,, a Z(eT_ST):Em
TeT, TET,

Settenim rovnosti vr — (e — sT) = 1 pochazejicich z pfedchozi véty p¥es viechny
stromy T € 7T, dostaneme

Z VT — Z(ET—ST): Z].:Un,

TET, TET, TET,
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a tedy
U, — 4, = u,.

Tato rovnost plati pro viechna kladna celd &isla n, takZe dostdvame rovnost
zahrnujici generujici fady

u(x) — £(x) = u(x).

Chystame se pouZit Pélyovu vétu pro injektivni zobrazeni, abychom ur¢ili ¥adu
£(x). MnoZinou M bude dvouprvkovd mnozina {1,2}. MnoZinou obrazci Y bude
mnoZzina, kterd z kazdé tfidy navzdjem izomorfnich kofenovych stromi obsahuje
prdvé jeden exempla¥. Vdhovou funkci w definujeme jako funkci uddvajici pro
kazdy kofenovy strom T € Y pocet vrcholl stromu T. TakZe ¥ada #(x) bude nyni
fadou d(x) z Pdlyovy véty. Kazdé injektivni zobrazeni f : M — Y zaddva hranové
kofenovy strom, ktery dostaneme, kdyz kofeny stromi (1) a 7(2) spojime hranou
a prohldsime tuto novou hranu za kofenovou hranu takto vzniklého stromu. Fakt,
Ze zobrazeni f je injektivni, znamend, Ze tato nova hrana nebude symetricka.

Dv& zobrazeni f,f : M — Y takto zadavaji navzdjem izomorfni hranové korenové
stromy pravé tehdy, kdy? f a f néleZeji do téze orbity grupy ESv. To znamend, Ze
¥ada /(x) bude nyni ¥adou D(x) z Pdlyovy véty. P¥ipomeiime jesté, e M = {1,2}
a Ze tedy Sy je dvouprvkova grupa, totiZ grupa v8ech permutaci dvouprvkové
mnoziny. Podle Pélyovy v&ty pro injektivni zobrazeni tedy mame rovnost
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U(x) = Z(Sm; 1(x), —a(x?)).
P¥itom cyklovy index grupy Sy vech permutaci dvouprvkové mnoZiny M je roven
1 >
Z(Suit1, ) = E(tl + t).

Dosazenim do predchozi rovnosti dostaneme

() = 3 (@) - 562).

Kone&né odtud dosazenim za ¢(x) do rovnosti u(x) — ¢(x) = u(x), kterou jsme
odvodili vySe, vyjde

coZ je tvrzeni véty. ]
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