
Počet navzájem neizomorfńıch stromů

Smě̌rujeme k nalezeńı počtu navzájem neizomorfńıch stromů s daným počtem
vrchol̊u. Budeme k tomu poťrebovat některá speciálńı tvrzeńı o stromech.

Tvrzeńı.

Necht’ T = (V (T ),E (T )) je strom. Necht’ T0 je podstrom ve stromě T takový,
že pro každý automorfismus σ stromu T je splněna podḿınka:

((x ∈ V (T0) & σ(x) 6= x) =⇒ σ(x) /∈ V (T0)). (∗)

Pak plat́ı následuj́ıćı sděleńı. Necht’ p ∈ V (T )− V (T0), q ∈ V (T0) jsou takové
vrcholy, že {p, q} ∈ E (T ), necht’ σ je nějaký automorfismus stromu T , necht’

σ(p) = p′, σ(q) = q′ a necht’ je splněno p′ ∈ V (T0). Potom plat́ı bud’to
{p, q} = {p′, q′}, anebo q′ = q.

Důkaz.

Jestliže plat́ı {p, q} = {p′, q′}, pak tvrzeńı plat́ı. Předpokládejme tedy dále, že
{p, q} 6= {p′, q′}. Ukážeme nejprve, že v tom p̌ŕıpadě plat́ı {p′, q′} ∈ E (T0).
Postupujeme sporem. Předpokládejme tedy, že {p′, q′} /∈ E (T0).
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Poněvadž {p, q} ∈ E (T ) a σ(p) = p′, σ(q) = q′, máme {p′, q′} ∈ E (T ), protože
σ je automorfismus stromu T .

Odstraněńım hrany {p, q} z množiny E (T ) se strom T rozpadne na dva
podstromy. Označme Tp ten z těchto podstromů, který obsahuje vrchol p,
a označme Tq druhý z těchto podstromů, který obsahuje vrchol q. Podobně
odstraněńım hrany {p′, q′} z množiny E (T ) se strom T rozpadne na dva
podstromy Tp′ a Tq′ . Z toho, že p /∈ V (T0) a q ∈ V (T0), vyplývá, že
{p, q} /∈ E (T0) a že tedy podstrom T0 stromu T je celý obsažen
v podstromě Tq, takže zejména plat́ı V (T0) ⊆ V (Tq).

Protože {p, q} 6= {p′, q′}, muśı pro hranu {p′, q′} nastat právě jedna ze dvou
možnost́ı: bud’ {p′, q′} ∈ E (Tp), nebo {p′, q′} ∈ E (Tq). Poněvadž ale p′ ∈ V (T0)
a viděli jsme, že V (T0) ⊆ V (Tq), máme p′ ∈ V (Tq), a tedy muśı nastat druhá
možnost, čili {p′, q′} ∈ E (Tq).

Odstraněńım hrany {p′, q′} z množiny E (Tq) se strom Tq dále rozpadne na dva
podstromy. Označme Tqp′ ten z těchto podstromů, který obsahuje vrchol p′,
a označme Tqq′ druhý z těchto podstromů, který obsahuje vrchol q′. Pak nastane
jedna ze dvou možnost́ı: bud’ q ∈ V (Tqp′), nebo q ∈ V (Tqq′). Pokud by ale
platilo q ∈ V (Tqq′), musela by jediná cesta ve stromě Tq vedoućı z vrcholu p′ do
vrcholu q procházet hranou {p′, q′}.
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Poněvadž ale q ∈ V (T0) a p′ ∈ V (T0), byla by tato cesta současně jedinou cestou
v podstromě T0 stromu Tq vedoućı z vrcholu p′ do vrcholu q. Musela by tedy
hrana {p′, q′} ležet v E (T0). To ale odporuje našemu současnému p̌redpokladu,
že {p′, q′} /∈ E (T0). Muśı tedy nastat prvńı z uvedených dvou možnost́ı, tedy
q ∈ V (Tqp′). To ale znamená, že spojeńım podstromů Tp a Tqp′ hranou {p, q}
vznikne podstrom Tp′ , a tedy že podstrom Tqq′ je roven podstromu Tq′ . Je tedy
podstrom Tq′ obsažen v podstromě Tq.

Ovšem podstrom Tq′ neńı roven celému podstromu Tq, nebot’ samožrejmě
p′ /∈ V (Tq′), zat́ımco {p′, q′} ∈ E (Tq), a tedy p′ ∈ V (Tq). Je tedy množina
vrchol̊u V (Tq′) vlastńı podmnožinou množiny V (Tq). Ale zobrazeńı σ je
automorfismem stromu T a plat́ı σ(p) = p′ a σ(q) = q′. Odtud plyne že σ
zobrazuje bijektivně podstrom Tq na podstrom Tq′ . To je však ve sporu
s p̌redchoźım zjǐstěńım, podle něhož podmnožina vrchol̊u V (Tq′) neńı rovna
celé množině V (Tq).

Nalezený spor tak potvrzuje naše počátečńı tvrzeńı, že {p′, q′} ∈ E (T0). Odtud
plyne, že q′ ∈ V (T0), čili σ(q) ∈ V (T0). Avšak také q ∈ V (T0). Vzhledem
k tomu, že podstrom T0 splňuje podḿınku (∗), nutně muśı platit σ(q) = q,
to jest plat́ı rovnost q′ = q.
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Řekneme, že hrana {a, b} ve stromě T je symetrická, jestliže existuje
automorfismus σ stromu T takový, že σ(a) = b a σ(b) = a. Strom T může ḿıt
nanejvýš jednu symetrickou hranu. Je-li totiž {a, b} symetrická hrana a je-li σ
p̌ŕıslušný automorfismus stromu T , pak odstraněńım hrany {a, b} se strom T
rozpadne na dva podstromy Ta a Tb, které muśı být navzájem izomorfńı, jelikož
automorfismus σ p̌revád́ı podstrom Ta na Tb a podstrom Tb na Ta. Muśı tedy
ḿıt oba podstromy Ta i Tb stejný počet vrchol̊u. Žádná jiná hrana {a′, b′} stromu
T pak nemůže analogickou podḿınku splnit, nebot’ taková hrana {a′, b′} je bud’

hranou podstromu Ta nebo podstromu Tb.

Tvrzeńı.

Necht’ T je strom a necht’ T0 je maximálńı podstrom stromu T splňuj́ıćı
podḿınku (∗) z p̌redchoźıho tvrzeńı. Potom pro každý vrchol c ∈ V (T ) existuje
automorfismus σ stromu T takový, že σ(c) ∈ V (T0). Dále pro každou
nesymetrickou hranu {c , d} ∈ E (T ) existuje automorfismus σ stromu T takový,
že σ({c , d}) ∈ E (T0).

Důkaz.

Jestliže už c ∈ V (T0), pak za σ lze vźıt identitu a prvńı část tvrzeńı plat́ı. Necht’

tedy dále c ∈ V (T )− V (T0). Předpokládejme nejprve, že tento vrchol c soused́ı
ve stromě T hranou s některým vrcholem d ∈ V (T0).
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Pak p̌ridáńım vrcholu c a hrany {c , d} k podstromu T0 vznikne věťśı podstrom,
který označ́ıme T ′0. Protože T0 byl maximálńı podstrom ve stromě T splňuj́ıćı
podḿınku (∗), podstrom T ′0 už podḿınku (∗) nesplňuje. To znamená, že existuje
automorfismus σ stromu T a vrchol x ∈ V (T ′0) takový, že σ(x) 6= x a p̌ritom
σ(x) ∈ V (T ′0). Jestliže nyńı x = c , je σ automorfismem, pro nějž σ(c) ∈ V (T ′0)
a zároveň σ(c) 6= c , takže σ(c) ∈ V (T0), a tedy σ je hledaným automorfismem.
Jestliže však x 6= c , pak x ∈ V (T0) a muśı platit σ(x) = c , nebot’ jinak bychom
měli σ(x) ∈ V (T0), takže už podstrom T0 by nesplňoval podḿınku (∗). To ale má
za následek, že x = σ−1(c), takže σ−1 je ted’ hledaným automorfismem.

Předpokládejme tedy dále, že vrchol c nesoused́ı ve stromě T s žádným vrcholem
z V (T0). Necht’ c = x0, x1, . . . , xk−1, xk = d je nějaká cesta ve stromě T
z vrcholu c , který ovšem nenálež́ı do V (T0), do nějakého vrcholu d ∈ V (T0).
Postupujeme dále indukćı vzhledem k délce k takové cesty. Vrchol c = x0 podle
p̌redpokladu nepaťŕı do V (T0) a nesoused́ı s žádným vrcholem z V (T0), zat́ımco
vrchol xk−1 soused́ı s vrcholem xk = d paťŕıćım do V (T0). To nutně znamená, že
k > 1. Podle p̌redchoźıho odstavce pak existuje automorfismus σ stromu T
takový, že σ(xk−1) ∈ V (T0). Jestliže σ(c) ∈ V (T0), pak je σ hledaným
automorfismem. Necht’ tedy dále σ(c) /∈ V (T0), to jest σ(x0) /∈ V (T0).
Poněvadž σ je automorfismus stromu T , můžeme dále uvažovat cestu
σ(x0), σ(x1), . . . , σ(xk−1) ve stromě T .
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Tato cesta má délku k − 1 a plat́ı na ńı σ(x0) /∈ V (T0), zat́ımco σ(xk−1) ∈ V (T0).
Můžeme tedy na tuto posledńı cestu aplikovat indukčńı p̌redpoklad, podle něhož
existuje automorfismus τ stromu T takový, že τ(σ(x0)) ∈ V (T0), to jest
τ(σ(c)) ∈ V (T0). V tomto p̌ŕıpadě je tedy τ ◦ σ hledaným automorfismem.

Dokažme druhou část našeho tvrzeńı. Necht’ {c , d} je nesymetrickou hranou
stromu T . Jestliže {c , d} ∈ E (T0), pak za σ lze vźıt identitu a druhá část tvrzeńı
plat́ı. Necht’ tedy dále {c , d} ∈ E (T )− E (T0). Podle prvńı části tvrzeńı existuje
automorfismus σ stromu T takový, že σ(c) ∈ V (T0). Jestliže plat́ı též, že
σ(d) ∈ V (T0), pak σ je automorfismem, pro který plat́ı σ({c , d}) ∈ E (T0).
Předpokládejme tedy dále, že σ(d) /∈ V (T0). Opět podle prvńı části tvrzeńı
existuje automorfismus τ stromu T takový, že τ(σ(d)) ∈ V (T0). Protože hrana
{c , d} byla nesymetrickou hranou stromu T a σ je automorfismus stromu T , je
také hrana {σ(c), σ(d)} nesymetrickou hranou stromu T . Z tohoto důvodu
nemůže platit rovnost τ({σ(c), σ(d)}) = {σ(c), σ(d)}, nebot’ v opačném p̌ŕıpadě
bychom nutně měli τ(σ(c)) = σ(d) a τ(σ(d)) = σ(c), protože σ(d) /∈ V (T0),
zat́ımco τ(σ(d)) ∈ V (T0), takže τ(σ(d)) 6= σ(d). Byla by tedy hrana
{σ(c), σ(d)} symetrickou hranou stromu T , což jsme vyloučili. Nyńı můžeme
aplikovat p̌redcházej́ıćı tvrzeńı z tohoto paragrafu na hranu {σ(d), σ(c)} stromu
T a automorfismus τ , nebot’ σ(d) /∈ V (T0), σ(c) ∈ V (T0) a τ(σ(d)) ∈ V (T0).
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Vzhledem k p̌redchoźımu závěru v tomto odstavci důkazu ale může být jmenované
p̌redcházej́ıćı tvrzeńı z tohoto paragrafu splněno jedině tak, že τ(σ(c)) = σ(c).
Pak ovšem, poněvadž σ(c) ∈ V (T0), máme τ(σ(c)) ∈ V (T0). Také máme
τ(σ(d)) ∈ V (T0). Odtud plyne, že τ(σ({c , d})) ∈ E (T0), takže τ ◦ σ je nyńı
hledaný automorfismus.

Bud’ nyńı T strom. Označme symbolem Aut(T ) grupu všech automorfismů
stromu T . Grupa Aut(T ) indukuje grupu permutaćı na množině V (T ) všech
vrchol̊u stromu T . Označme vT počet orbit vrchol̊u z V (T ) v této permutačńı
grupě. Grupa Aut(T ) rovněž indukuje grupu permutaćı na množině E (T ) všech
hran stromu T . Označme eT počet orbit hran z E (T ) v této permutačńı grupě.
Dále označme sT počet symetrických hran stromu T (takže sT = 1 nebo sT = 0
podle toho, zda strom T má nebo nemá symetrickou hranu). Pro tyto hodnoty
plat́ı následuj́ıćı věta.

Věta.
V libovolném stromě T plat́ı rovnost

vT = eT − sT + 1.
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Důkaz.

Bud’ opět T0 maximálńı podstrom stromu T splňuj́ıćı podḿınku (∗)
z p̌redminulého tvrzeńı. Podḿınka (∗) zaručuje, že množina V (T0) obsahuje
z každé orbity vrchol̊u z V (T ) v grupě Aut(T ) nejvýše jeden vrchol. Podḿınka
(∗) rovněž zaručuje, že množina E (T0) obsahuje z každé orbity hran z E (T )
v grupě Aut(T ) nejvýše jednu hranu. Tato podḿınka také zaručuje, že množina
E (T0) neobsahuje symetrickou hranu stromu T , má-li strom T nějakou. Oproti
tomu minulé tvrzeńı zase zaručuje, že množina V (T0) z každé orbity vrchol̊u
nějaký vrchol obsahuje a také že množina E (T0) z každé orbity hran nějakou
hranu obsahuje, vyjma orbitu tvǒrenou symetrickou hranou stromu T , má-li
strom T nějakou. Počet vrchol̊u podstromu T0 je tedy roven právě č́ıslu vT
a počet hran podstromu T0 je roven právě č́ıslu eT − sT . Jinak řečeno, máme
rovnosti |V (T0)| = vT a |E (T0)| = eT − sT . Ovšem T0 je strom, takže plat́ı
rovnost |V (T0)| = |E (T0)|+ 1. Dostáváme tak rovnost vT = eT − sT + 1, což
je tvrzeńı naš́ı věty.

V důkazu následuj́ıćı věty budeme poťrebovat ještě pojem hranově kǒrenového
stromu. Tak nazýváme strom T , v němž je označena jedna nesymetrická hrana
jako kǒrenová. Dva hranově kǒrenové stromy T a T s kǒrenovými hranami {a, b}
a {c , d} nazveme izomorfńı, jestliže existuje izomorfismus ϕ : T → T takový, že
ϕ({a, b}) = {c , d}.
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Připomeňme, že jsme pro každé kladné celé č́ıslo n označili ūn počet navzájem
neizomorfńıch kǒrenových stromů maj́ıćıch n vrchol̊u a že jsme se zabývali
generuj́ıćı řadou ū(x) =

∑∞
n=1 ūnxn. Označme dále un počet navzájem

neizomorfńıch stromů maj́ıćıch n vrchol̊u a uvažujme generuj́ıćı řadu
u(x) =

∑∞
n=1 unxn. Vyjáďŕıme nyńı řadu u(x) pomoćı řady ū(x). Plat́ı

následuj́ıćı věta.

Věta.

Pro generuj́ıćı řady u(x) a ū(x) plat́ı rovnost

u(x) = ū(x)− 1

2

(
(ū(x))2 − ū(x2)

)
.

Důkaz.
Vytvǒŕıme-li ze stromu T dva kǒrenové stromy t́ım způsobem, že za kǒreny
zvoĺıme dva vrcholy p a q stromu T , budou takto vzniklé kǒrenové stromy
navzájem izomorfńı, právě když bude existovat automorfismus σ stromu T takový,
že σ(p) = q, to jest právě když budou oba vrcholy p a q náležet téže orbitě
v grupě Aut(T ). To znamená, že ze stromu T lze zvoleńım jednoho vrcholu za
kǒren vytvǒrit právě vT navzájem neizomorfńıch kǒrenových stromů.
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Vytvǒŕıme-li podobně ze stromu T dva hranově kǒrenové stromy t́ım způsobem,
že za kǒrenové hrany zvoĺıme dvě nesymetrické hrany {a, b} a {c , d} stromu T ,
budou takto vzniklé hranově kǒrenové stromy navzájem izomorfńı, právě když
bude existovat automorfismus σ stromu T takový, že σ({a, b}) = {c , d}, to jest
právě když budou obě hrany {a, b} a {c , d} náležet téže orbitě v grupě Aut(T ).
To znamená, že ze stromu T lze zvoleńım jedné nesymetrické hrany za kǒrenovou
hranu vytvǒrit právě eT − sT navzájem neizomorfńıch hranově kǒrenových stromů.

Označme `n počet navzájem neizomorfńıch hranově kǒrenových stromů
maj́ıćıch n vrchol̊u (klademe `1 = 0) a uvažme p̌ŕıslušnou generuj́ıćı řadu
`(x) =

∑∞
n=1 `nxn. Označme dále Tn množinu stromů obsahuj́ıćı z každé ťŕıdy

navzájem izomorfńıch stromů maj́ıćıch n vrchol̊u právě jeden strom. Pak podle
závěr̊u učiněných v p̌redchoźıch dvou odstavćıch plat́ı∑

T∈Tn

vT = ūn a
∑
T∈Tn

(eT − sT ) = `n.

Sečteńım rovnost́ı vT − (eT − sT ) = 1 pocházej́ıćıch z p̌redchoźı věty p̌res všechny
stromy T ∈ Tn dostaneme∑

T∈Tn

vT −
∑
T∈Tn

(eT − sT ) =
∑
T∈Tn

1 = un,
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a tedy
ūn − `n = un.

Tato rovnost plat́ı pro všechna kladná celá č́ısla n, takže dostáváme rovnost
zahrnuj́ıćı generuj́ıćı řady

ū(x)− `(x) = u(x).

Chystáme se použ́ıt Pólyovu větu pro injektivńı zobrazeńı, abychom určili řadu
`(x). Množinou M bude dvouprvková množina {1, 2}. Množinou obrazc̊u Y bude
množina, která z každé ťŕıdy navzájem izomorfńıch kǒrenových stromů obsahuje
právě jeden exemplá̌r. Váhovou funkci w definujeme jako funkci udávaj́ıćı pro
každý kǒrenový strom T ∈ Y počet vrchol̊u stromu T . Takže řada ū(x) bude nyńı
řadou d(x) z Pólyovy věty. Každé injektivńı zobrazeńı f : M → Y zadává hranově
kǒrenový strom, který dostaneme, když kǒreny stromů f (1) a f (2) spoj́ıme hranou
a prohláśıme tuto novou hranu za kǒrenovou hranu takto vzniklého stromu. Fakt,
že zobrazeńı f je injektivńı, znamená, že tato nová hrana nebude symetrická.
Dvě zobrazeńı f , f̄ : M → Y takto zadávaj́ı navzájem izomorfńı hranově kǒrenové
stromy právě tehdy, když f a f̄ náležej́ı do téže orbity grupy ESM . To znamená, že
řada `(x) bude nyńı řadou D(x) z Pólyovy věty. Připomeňme ještě, že M = {1, 2}
a že tedy SM je dvouprvková grupa, totiž grupa všech permutaćı dvouprvkové
množiny. Podle Pólyovy věty pro injektivńı zobrazeńı tedy máme rovnost
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`(x) = Z (SM ; ū(x),−ū(x2)).

Přitom cyklový index grupy SM všech permutaćı dvouprvkové množiny M je roven

Z (SM ; t1, t2) =
1

2
(t21 + t2).

Dosazeńım do p̌redchoźı rovnosti dostaneme

`(x) =
1

2

(
(ū(x))2 − ū(x2)

)
.

Konečně odtud dosazeńım za `(x) do rovnosti ū(x)− `(x) = u(x), kterou jsme
odvodili výše, vyjde

u(x) = ū(x)− 1

2

(
(ū(x))2 − ū(x2)

)
,

což je tvrzeńı věty.
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