Invariance konfiguraci vzhledem k permutacim obrazci

Bud M neprazdna kone¢nd mnoZina majici m prvkli a bud Y neprdzdna koneZn3
mnoZina majici n prvkii. Prvky mnoZiny Y nazyvame obrazci. Bud H n&jaka
podgrupa grupy Sp viech permutaci mnoZiny M. M&me mnoZinu Y™ viech
zobrazeni M — Y. Bud dale F n&jakd podmnoZina mnoZiny Y™ uzaviena
vzhledem k podgrup& H. Vidéli jsme, Ze podgrupa H grupy Sy indukuje podgrupu
E" grupy Sr. P¥ipometime, Ze pro ka?dé zobrazeni f € F znatime fH orbitu
prvku f v podgrupé E a ze plati fH = {f o o : 0 € H}. Orbity tvaru fH jsme
nazyvali konfiguracemi. Kone¢n& bud 7 n&jakd permutace mnoZiny obrazcii Y.
Takova permutace 7 indukuje permutaci mnoZiny Y™ danou pfedpisem g — 7og
pro kaZdé zobrazeni g : M — Y. Ozna&me déle pro kazdé zobrazeni f € F
symbolem 7(fH) mnoZinu zobrazeni {T o f oo : 0 € H}. Za této situace klademe

Fr={f € F: 7(fH) = fH}.

TakZe F. je mnoZina v8ech téch zobrazeni f € F, pro néz orbita fH je invariantni
vzhledem k permutaci 7. Tvrdime, Ze podmnoZina F, je uzavfena vzhledem

k podgrup& H. Skute¢n& necht f € F,, takze 7(fH) = fH, a necht p € H.
Chceme ukdzat, Ze pak f o p € F,, coZ znamend, Ze orbita (f o p)H m3 byt
invariantni vzhledem k permutaci 7. Ale mame

(fop)H={fopoo:0eH} ={foo:0€ H} =1H,
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ponévad? H je podgrupa grupy Sy a p € H. TakZe dostdvdme rovnost orbit
(f o p)H = fH. Ovsem orbita fH je podle predpokladu invariantni vzhledem
k permutaci 7. To dokazuje naSe tvrzeni.

MuaZeme se tedy déle starat o enumerator v(F,, H). Bude ale vhodné pon&kud
modifikovat definici tohoto enumeratoru. Bud 7 n&jaky rozklad mnoZiny

obrazcii Y. Rekneme, e tento tozklad 7 je kompatibilni s permutaci 7 mnoziny
obrazcil Y, jestlize pro kazdy obrazec p € Y plati, Ze prvky p a 7(p) leZi ve stejné
t¥idé rozkladu 7. To znamen4, Ze tfidy rozkladu 7 jsou invariantni vzhledem

k permutaci 7. Pfipomeiime, Ze permutace 7 se rozpadd na soucin nékolika
nezdvislych cykli (v&etn& cykld délky 1) a Ze prostfednictvim t&chto cykli
permutace 7 indukuje rozklad mnoziny Y, ktery jsme oznatili r(7). T¥idami
rozkladu r(7) jsou mnoZiny prvki jednotlivych nezdvislych cykli, na n&z se
rozpada permutace 7. Potom rozklad m mnoZziny Y je kompatibilni s permutaci 7
mnoziny Y, jestlize kaZda t¥ida rozkladu 7 je sjednocenim nékolika t¥id rozkladu
r(7), to jest jestlize rozklad r(7) je zjemn&nim rozkladu 7. Nyni kazdé t¥ide C
rozkladu 7 p¥itad me promé&nnou xc a kazdému zobrazeni f € F, (3i¥eji kazdému
zobrazeni f € F) p¥itad me &len, to jest sou&in proménnych, oznaleny v, (f) a
definovany nasledovné. Oznatme jesté pro kazdy obrazec o € Y symbolem [p]7
t¥idu rozkladu 7 obsahujici prvek . Pak klademe:

ve(F) = ] *trayn-
aeM
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Obdobnym argumentem jako d¥ive se ukaZze, Ze jsou-li f, g dvé zobrazeni

z podmnoziny F naleZejici téze orbit& grupy E", pak &leny v, (f) a v.(g)
pFisluiné t&mto zobrazenim jsou si rovny, to jest plati v, (f) = v,(g). MiZeme
tedy pro kaZdou orbitu O v podgrupg& E'' korektn& definovat ji odpovidajici &len
v-(O) jako &len v (f), kde f je n&ktery (kterykoliv) prvek orbity O. Oznatme
navic symbolem 9z mnoZinu vech orbit prvkii podmnoZiny F, v podgrupé
EH.V tomto kontextu definujeme enumerdtor 7, (F,, H) nasledovng:

%r(]:,,-,H) = Z VW(O).

0693?]:,_,;-/

Podotknéme uZ jen, Ze nyni jsou ob& mnoZiny M i Y konecné, takZe je konetna

i mnoZzina Mx_ 4, a tedy vySe uvedena suma bude obsahovat jenom koneény pocet
s¢itanci. M4 tedy smysl| ptat se na potet konfiguraci v mnoziné 9tz 1. Tento
polet dostaneme dosazenim hodnoty 1 za v8echny promé&nné do enumeratoru.

NN

Pozastavme se jest& na maly okamzZik u porovnani d¥ivéjsiho enumerdtoru

Y(F-, H) a nyn&jiho enumerdtoru v, (F,, H) definovaného prostfednictvim
rozkladu m mnoZiny obrazcl Y. Nyni jsme pfifazovali jednotlivé promé&nné nikoliv
jednotlivym obrazclim z Y, ale celym t¥idam rozkladu @ mnoZiny Y vSech
obrazcii. Mohli jsme také p¥ifazovat jednotlivé promé&nné p¥imo obrazcim z Y

s tou vyhradou, Ze obrazclim z téZe tfidy rozkladu 7 se p¥ifadi tatdZ proménna.
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Z toho je patrno, Ze nas nyn&jsi enumerétor v, (F,, H) vznikne z pdvodniho
enumerdtoru y(F,, H) n&akym ztotoZn&nim n&kterych proménnych. To také

Pélyovy-de Bruijnovy véty. Nyni jsme pfipraveni dokazat nasledujici vysledek:
Véta.
Enumerdtor v (F,, H) je ddn formuli

%(ﬁ,m:ﬁz( > wi).

oc€H feF,Tof=foo

Poznamka.

Pozadavek f € F, T of = f o o ve vnitfni sumé& znamend, zZe Tof =f oo € fH,
takze 7(fH) C fH, a tedy nutn& 7(fH) = fH. To ale ¥ika, Ze ve skuteZnosti f € F.

Dikaz.

Podle Pélyovy-de Bruijnovy v&ty mame

%(E,H)ZﬁZ( > w).

oceH feF,, foo=f
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P¥ehozenim poradi séitani prejde toto vyjadfeni do tvaru

IH\Z( > w(n).

feF, o€H,foo=f

Y (Fry H)

Pro kazdé zobrazeni f € F, je potet stitanci tvaru v, (f) ve vnitfni sum& posledn{
formule roven poctu téch permutaci o € H, pro néz f oo = f. Oznatme symbolem
H(f) mnoZinu permutaci {c € H: f oo = f}. Pak H(f) je podgrupa grupy H.
Fakt, e f € F,, znamend, ?e 7(fH) = fH, a tedy 7 o f € fH. Je tedy zobrazeni

T o f tvaru f o p pro né&jakou permutaci p € H. Nyni podminka 7o f = f oo,

to jest podminka f o p = f o g, plati pravé tehdy, kdyZ plati podminka

foogop ™t =f, to jest pravé tehdy, kdy? je splnéno o o p~! € H(f). Posledni
podminka je ale ekvivalentni tomu, Ze permutace o leZi v pravé t¥idé grupy H
podle jeji podgrupy H(f) urené permutaci p. PonévadZ? H(f) je podgrupa grupy
H, kazda prava t¥ida grupy H podle podgrupy H(f) ma tyZ potet prvki, jako m3
podgrupa H(f) sama. Je tedy potet permutaci o spliiujicich podminku f oo = f
roven poltu permutaci o spliiujicich podminku 7o f = f o 0. Je tedy moZno prvni
z téchto dvou podminek vyskytujici se ve vnit¥ni sumé& v posledni vySe uvedené
formuli nahradit druhou z téchto dvou podminek. Dostavame tak vyjad¥eni

Ve Fry H) = |H|Z( 3 v,r(f)).

feEF, o€H,Tof=foo
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Zbyva prehodit zpét poradi s¢itani, abychom odtud dostali formuli
1
W Fr H) = 7 Z( > "”(f))'
o€H feF,,Tof=foo

K dplnému dokonceni diikazu pak uZ zbyva jen se odvolat na shora uvedenou
poznamku. ]

Vénujme se nyni specidlnimu p¥ipadu, kdy podmnoZina F mnoZiny Y je rovna
celé mnozing YM. Pak pro danou permutaci 7 mnoZiny Y je podmnoZina F;
rovna mnozing (YM) . Pi¥me jednoduseji Y misto (Y™) .V takovém p¥ipad&
pak mame nasledujici vysledek formulovany s pouZitim cyklového indexu Z(H)
permutaéni grupy H:

Véta.

Enumerator v, (YM, H) je dan formuli
,YTF(YTM7 H) = Z(H, )\17)\2a oo 7)\171)7

kde pro kazdé ¢ =1,2,... m je

A = Z i Zx[ep]w’
ie
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pFicemZ druhd suma je pFes vsechny cykly permutace T délky i a pro kaZdy takovy
cyklus je o néktery (kterykoliv) prvek v tomto cyklu.

Duikaz.

Podle predchozi v&ty je enumerator v, (Y™, H) dan formuli
1
W= (X W),
oc€H feYM rof=foo
Podle definice je cyklovy index Z(H) permuta¢ni grupy H dan formuli
1
Z(H) = W Z Z(o),
oceH

kde Z(o) je &len v prom&nnych ty, to, . .., t, definovany ndsledovné:

Z(o) = P pin(@),

P¥ipomeiime, Ze zde pracujeme s typem 12:(2)22(2)  mim(?) permutace o.
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Budeme tedy hotovi, kdyZ ukaZeme, Ze pro kazdou permutaci o € H plati rovnost

> v =2Z(0i M das - Am),

feYM rof=foo

kde A1, Ao, ..., Ay jsou vySe definované polynomy. Pokusme se tedy urcit posledné
jmenovanou sumu. Uvazme k tomu libovolné zobrazeni f € Y™ spliujici
podminku 7o f = f o 0. Vezméme ddle libovolny cyklus permutace o délky ¢

a n&ktery prvek a € M lezici v tomto cyklu. Pak f(a) = p pro néktery prvek

p € Y. Cely vybrany cyklus permutace o Ize pak vypsat ve tvaru

(a o(a) o?(a) ... ot 1(a)).

Ponévad? f(a) = p a plati 7o f = f o &, prvky tohoto cyklu se zobrazenim f
zobrazi na /-tici prvki

(0 () T°(p) - T H(p)).

Nakonec odtud vyplyne, Ze f(c‘(a)) = 7¢(f(a)). Oviem o‘(a) = a, ponévad
prvek a nalezel cyklu permutace o délky ¢, a déle f(a) = p. TakZe z p¥edchoziho
poznatku posléze vyplyne, ze 7(p) = p. To ale znamena, e délka i cyklu
permutace 7 obsahujiciho prvek g dé&li délku ¢ predtim vybraného cyklu
permutace o. Dosavadni tvahy Ize navic obratit.
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K vybranému cyklu permutace o délky ¢ lze vzit kterykoliv cyklus permutace T,
jehoz délka i dé&li £. Pro zvoleny prvek a € M leZici ve vybraném cyklu permutace
o a pro kterykoliv prvek o obsaZeny v cyklu permutace 7, ktery jsme pravé vzali,
Ize uvaZovat viechna zobrazeni f € Y™ takovd, Ze f(a) = p, a navic takovd, Ze
tato f se budou na prvcich vybraného cyklu permutace o chovat ve shodé s tim,
jak to bylo popsano vyse. Provedeme-li takovou volbu pro kaZdy cyklus
permutace o, bude tim pln& uréeno jedno pevné zobrazeni f € YM, které bude
navic spliiovat podminku 7o f = f o 0. Pfipomeiime je$té znovu, Ze nami
uvazované ptirazeni proménnych jednotlivym obrazciim z mnoZiny Y je konstantni
na jednotlivych t¥iddch rozkladu 7, a je proto konstantni i na tfidach rozkladu
r(7) indukovaného permutaci 7. Vezmeme-li toto v dvahu, pak z definice ¢lenii
vr(f) a z prdv& provedenych Gvah ted uZ vyplyvd, Ze

ST valf) = MO N,
fEYM rof=foo

kde A1, A2, ..., Am jsou polynomy definované vyse. Polynom na pravé strané
posledni formule je ale vzhledem k definici ¢lene Z(c) prévé roven polynomu
Z(o; A1, A2, ..., Am). To jiz doklddd vyse uvedené tvrzeni, které bylo t¥eba

dokazat. ]
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Z pravé dokdzané véty bezprostfedné plyne jeji nasledujici disledek.
Poznamenejme jen, Ze v ném budou vystupovat veli¢iny pochazejici z typu
11(M22(7) - pin(7) permutace 7. P¥ipomeiime jest&, Ze potet konfiguraci

v mnoZing Mym y, to jest poet viech orbit prvki podmnoZiny YM v podgrupg
EH obdrzime, kdy? do enumerdtoru (Y™, H) dosadime hodnotu 1 za vechny
proménné.

Dusledek.

Pocet konfiguraci v mnoZiné My w y je dan rovnosti

Mym pl = Z(H; p1, p2, - - -, fim),

kde pro kazdé ¢ =1,2,... m je

pe =Y iji(7). O

ile

Jako priklad uZiti tohoto disledku feSme nasledujici dlohu.
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Me&jme kolo rulety rozdélené do n sektorii. KaZdy z téchto sektorti obarvime jednou
barvou z celkového poétu k barev. Mé&jme dale cyklus 7 délky k na mnoZiné vSech
k barev. Klademe otdzku, kolika zplsoby |ze sektory rulety obarvit, nezalezi-li
pfitom na pootoleni rulety, tak aby takové obarveni bylo invariantni vzhledem

k cyklické zaméné barev uréené zadanym cyklem 7. To znamend, Ze popsanou
cyklickou zdménou barev v takovém obarveni ma vzniknout jiné obarveni, které

se ale od piivodniho obarveni bude liit jen n&jakym pooto&enim rulety.

Podobné jako v dFivéjsi tloze o obarveni sektorii rulety, i zde mnoZinou M bude
mnoZina vSech sektorl rulety. MnoZinou Y bude mnoZina v8ech pouZitych barev.
PodmnoZinou F mnoziny Y™ bude nyni celd mnozina Y™ a podmnoZinou F;
mnoziny YM bude tedy mnozina Y/M. Podgrupou H grupy Sy viech permutaci
mnoZziny M bude grupa v3ech otoceni rulety. Pak H bude cyklickd grupa ¥adu n
na mnoziné M, kterou jsme dfive znadili symbolem Cp. K této podgrupé Cy
vezm&me ji odpovidajici podgrupu E¥ grupy SYN vdech permutaci mnoziny Y.
Pak orbity prvkii z YV v podgrupé E budou odpovidat obarvenim sektori
rulety, kdy nerozliSujeme mezi obarvenimi, kterd se vzajemné lisi pouze néjakym
pootolenim rulety, a to sice jen t&m obarvenim sektorl rulety, kterd budou
invariantni vzhledem k cyklické zdméné barev uréené zadanym cyklem 7 na
mnozing Y.
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Sméfujeme k aplikaci pfedchoziho disledku. Grupou H tedy nyni bude cyklickd
grupa Cpy ¥adu n. Permutaci 7 bude cyklus délky k, v némz se zam&fiuji vSechny
barvy z mnoZziny Y. To znamen3, Ze jx(7) =1 a js(7) = 0 pro v3echna
s=1,2,..., s # k. TakZe iy = k pro vechna £ =1,2,..., n takova, Ze k|/,
kdeZto pp = 0 pro v8echna ostatni ¢. Podle pfedchoziho disledku je potom polet
orbit prvkii z YV v podgrupé E™, to jest potet konfiguraci v mnoZiné Mywm ¢,
dan rovnosti

Mym ¢, | = Z(Cu; 0,...,0,k,0,...,0,k,0,...).
T’ —— ——
k—1 k—1

Vidé&li jsme d¥ive, Ze cyklovy index Z(Cp) grupy Cu je roven
1 n
Z(Cu) =+ 3 pld) .
d|n

Do tohoto cyklového indexu nyni dosazujeme vySe uréené hodnoty gy za proménné
ty pro vdechna d|n. Hodnota u4 je nenulovd a je rovna k pravé tehdy, kdyZ kl|d.
Jestlize tedy k f'n, pak gy = 0 pro viechna d|n, takZe v tom p¥ipadé€ mame

|myy7CM| == O
Z3adné obarveni sektori rulety barvami z mnoziny Y v tom p¥ipadé neni

invariantni vzhledem k cyklické zaméné& barev uréené danym cyklem 7.
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Predpoklddejme tedy déle, Ze k|n. Pak hodnoty 14 jsou nenulové a jsou rovny k
pro ty dé&litele d|n, které spliiuji k|d. Takovy délitel d je pak tvaru d = ke pro
n&jaké e|7. V takovém p¥ipadé pak dostdvdme rovnost

1 o
[Mym ¢, | = - Z p(ke) k.

el%

Tolik je tedy vSech obarveni sektor(i oto¢né rulety, kterd jsou invariantni vzhledem
k dané cyklické zaméné barev.
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