
Invariance konfiguraćı vzhledem k permutaćım obrazc̊u

Bud’ M neprázdná konečná množina maj́ıćı m prvk̊u a bud’ Y neprázdná konečná
množina maj́ıćı η prvk̊u. Prvky množiny Y nazýváme obrazci. Bud’ H nějaká
podgrupa grupy SM všech permutaćı množiny M. Mějme množinu Y M všech
zobrazeńı M → Y . Bud’ dále F nějaká podmnožina množiny Y M uzav̌rená
vzhledem k podgrupě H. Viděli jsme, že podgrupa H grupy SM indukuje podgrupu
EH grupy SF . Připomeňme, že pro každé zobrazeńı f ∈ F znač́ıme fH orbitu
prvku f v podgrupě EH a že plat́ı fH = {f ◦ σ : σ ∈ H}. Orbity tvaru fH jsme
nazývali konfiguracemi. Konečně bud’ τ nějaká permutace množiny obrazc̊u Y .
Taková permutace τ indukuje permutaci množiny Y M danou p̌redpisem g 7→ τ ◦ g
pro každé zobrazeńı g : M → Y . Označme dále pro každé zobrazeńı f ∈ F
symbolem τ(fH) množinu zobrazeńı {τ ◦ f ◦ σ : σ ∈ H}. Za této situace klademe

Fτ = {f ∈ F : τ(fH) = fH}.
Takže Fτ je množina všech těch zobrazeńı f ∈ F , pro něž orbita fH je invariantńı
vzhledem k permutaci τ . Tvrd́ıme, že podmnožina Fτ je uzav̌rená vzhledem
k podgrupě H. Skutečně necht’ f ∈ Fτ , takže τ(fH) = fH, a necht’ ρ ∈ H.
Chceme ukázat, že pak f ◦ ρ ∈ Fτ , což znamená, že orbita (f ◦ ρ)H má být
invariantńı vzhledem k permutaci τ . Ale máme

(f ◦ ρ)H = {f ◦ ρ ◦ σ : σ ∈ H} = {f ◦ σ : σ ∈ H} = fH,
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poněvadž H je podgrupa grupy SM a ρ ∈ H. Takže dostáváme rovnost orbit
(f ◦ ρ)H = fH. Ovšem orbita fH je podle p̌redpokladu invariantńı vzhledem
k permutaci τ . To dokazuje naše tvrzeńı.

Můžeme se tedy dále starat o enumerátor γ(Fτ ,H). Bude ale vhodné poněkud
modifikovat definici tohoto enumerátoru. Bud’ π nějaký rozklad množiny
obrazc̊u Y . Řekneme, že tento tozklad π je kompatibilńı s permutaćı τ množiny
obrazc̊u Y , jestliže pro každý obrazec ℘ ∈ Y plat́ı, že prvky ℘ a τ(℘) lež́ı ve stejné
ťŕıdě rozkladu π. To znamená, že ťŕıdy rozkladu π jsou invariantńı vzhledem
k permutaci τ . Připomeňme, že permutace τ se rozpadá na součin několika
nezávislých cykl̊u (včetně cykl̊u délky 1) a že prosťrednictv́ım těchto cykl̊u
permutace τ indukuje rozklad množiny Y , který jsme označili r(τ). Tř́ıdami
rozkladu r(τ) jsou množiny prvk̊u jednotlivých nezávislých cykl̊u, na něž se
rozpadá permutace τ . Potom rozklad π množiny Y je kompatibilńı s permutaćı τ
množiny Y , jestliže každá ťŕıda rozkladu π je sjednoceńım několika ťŕıd rozkladu
r(τ), to jest jestliže rozklad r(τ) je zjemněńım rozkladu π. Nyńı každé ťŕıdě C
rozkladu π p̌rǐrad’me proměnnou xC a každému zobrazeńı f ∈ Fτ (š́ı̌reji každému
zobrazeńı f ∈ F) p̌rǐrad’me člen, to jest součin proměnných, označený vπ(f ) a
definovaný následovně. Označme ještě pro každý obrazec ℘ ∈ Y symbolem [℘]π
ťŕıdu rozkladu π obsahuj́ıćı prvek ℘. Pak klademe:

vπ(f ) =
∏
a∈M

x[f (a)]π.
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Obdobným argumentem jako ďŕıve se ukáže, že jsou-li f , g dvě zobrazeńı
z podmnožiny F náležej́ıćı téže orbitě grupy EH , pak členy vπ(f ) a vπ(g)
p̌ŕıslušné těmto zobrazeńım jsou si rovny, to jest plat́ı vπ(f ) = vπ(g). Můžeme
tedy pro každou orbitu O v podgrupě EH korektně definovat j́ı odpov́ıdaj́ıćı člen
vπ(O) jako člen vπ(f ), kde f je některý (kterýkoliv) prvek orbity O. Označme
nav́ıc symbolem MFτ ,H množinu všech orbit prvk̊u podmnožiny Fτ v podgrupě
EH . V tomto kontextu definujeme enumerátor γπ(Fτ ,H) následovně:

γπ(Fτ ,H) =
∑

O∈MFτ ,H

vπ(O).

Podotkněme už jen, že nyńı jsou obě množiny M i Y konečné, takže je konečná
i množina MFτ ,H , a tedy výše uvedená suma bude obsahovat jenom konečný počet
sč́ıtanc̊u. Má tedy smysl ptát se na počet konfiguraćı v množině MFτ ,H . Tento
počet dostaneme dosazeńım hodnoty 1 za všechny proměnné do enumerátoru.

Pozastavme se ještě na malý okamžik u porovnáńı ďŕıvěǰśıho enumerátoru
γ(Fτ ,H) a nyněǰśıho enumerátoru γπ(Fτ ,H) definovaného prosťrednictv́ım
rozkladu π množiny obrazc̊u Y . Nyńı jsme p̌rǐrazovali jednotlivé proměnné nikoliv
jednotlivým obrazc̊um z Y , ale celým ťŕıdám rozkladu π množiny Y všech
obrazc̊u. Mohli jsme také p̌rǐrazovat jednotlivé proměnné p̌ŕımo obrazc̊um z Y
s tou výhradou, že obrazc̊um z téže ťŕıdy rozkladu π se p̌rǐrad́ı tatáž proměnná.
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Z toho je patrno, že náš nyněǰśı enumerátor γπ(Fτ ,H) vznikne z původńıho
enumerátoru γ(Fτ ,H) nějakým ztotožněńım některých proměnných. To také
znamená, že i v nyněǰśım kontextu plat́ı odpov́ıdaj́ıćı varianta ďŕıvěǰśı
Pólyovy-de Bruijnovy věty. Nyńı jsme p̌ripraveni dokázat následuj́ıćı výsledek:

Věta.

Enumerátor γπ(Fτ ,H) je dán formuĺı

γπ(Fτ ,H) =
1

|H|
∑
σ∈H

( ∑
f∈F, τ◦f=f ◦σ

vπ(f )
)
.

Poznámka.
Požadavek f ∈ F , τ ◦ f = f ◦ σ ve vniťrńı sumě znamená, že τ ◦ f = f ◦ σ ∈ fH,
takže τ(fH) ⊆ fH, a tedy nutně τ(fH) = fH. To ale ř́ıká, že ve skutečnosti f ∈ Fτ .

Důkaz.
Podle Pólyovy-de Bruijnovy věty máme

γπ(Fτ ,H) =
1

|H|
∑
σ∈H

( ∑
f∈Fτ , f ◦σ=f

vπ(f )
)
.
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Přehozeńım pǒrad́ı sč́ıtańı p̌rejde toto vyjáďreńı do tvaru

γπ(Fτ ,H) =
1

|H|
∑
f∈Fτ

( ∑
σ∈H, f ◦σ=f

vπ(f )
)
.

Pro každé zobrazeńı f ∈ Fτ je počet sč́ıtanc̊u tvaru vπ(f ) ve vniťrńı sumě posledńı
formule roven počtu těch permutaćı σ ∈ H, pro něž f ◦σ = f . Označme symbolem
H(f ) množinu permutaćı {σ ∈ H : f ◦ σ = f }. Pak H(f ) je podgrupa grupy H.
Fakt, že f ∈ Fτ , znamená, že τ(fH) = fH, a tedy τ ◦ f ∈ fH. Je tedy zobrazeńı
τ ◦ f tvaru f ◦ ρ pro nějakou permutaci ρ ∈ H. Nyńı podḿınka τ ◦ f = f ◦ σ,
to jest podḿınka f ◦ ρ = f ◦ σ, plat́ı právě tehdy, když plat́ı podḿınka
f ◦ σ ◦ ρ−1 = f , to jest právě tehdy, když je splněno σ ◦ ρ−1 ∈ H(f ). Posledńı
podḿınka je ale ekvivalentńı tomu, že permutace σ lež́ı v pravé ťŕıdě grupy H
podle jej́ı podgrupy H(f ) určené permutaćı ρ. Poněvadž H(f ) je podgrupa grupy
H, každá pravá ťŕıda grupy H podle podgrupy H(f ) má týž počet prvk̊u, jako má
podgrupa H(f ) sama. Je tedy počet permutaćı σ splňuj́ıćıch podḿınku f ◦ σ = f
roven počtu permutaćı σ splňuj́ıćıch podḿınku τ ◦ f = f ◦ σ. Je tedy možno prvńı
z těchto dvou podḿınek vyskytuj́ıćı se ve vniťrńı sumě v posledńı výše uvedené
formuli nahradit druhou z těchto dvou podḿınek. Dostáváme tak vyjáďreńı

γπ(Fτ ,H) =
1

|H|
∑
f∈Fτ

( ∑
σ∈H, τ◦f=f ◦σ

vπ(f )
)
.
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Zbývá p̌rehodit zpět pǒrad́ı sč́ıtáńı, abychom odtud dostali formuli

γπ(Fτ ,H) =
1

|H|
∑
σ∈H

( ∑
f∈Fτ , τ◦f=f ◦σ

vπ(f )
)
.

K úplnému dokončeńı důkazu pak už zbývá jen se odvolat na shora uvedenou
poznámku.

Věnujme se nyńı speciálńımu p̌ŕıpadu, kdy podmnožina F množiny Y M je rovna
celé množině Y M . Pak pro danou permutaci τ množiny Y je podmnožina Fτ
rovna množině

(
Y M

)
τ

. Pǐsme jednodušeji Y M
τ ḿısto

(
Y M

)
τ

. V takovém p̌ŕıpadě
pak máme následuj́ıćı výsledek formulovaný s použit́ım cyklového indexu Z (H)
permutačńı grupy H:

Věta.

Enumerátor γπ(Y M
τ ,H) je dán formuĺı

γπ(Y M
τ ,H) = Z (H;λ1, λ2, . . . , λm),

kde pro každé ` = 1, 2, . . . ,m je

λ` =
∑
i|`

i
∑

x`[℘]π,
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p̌ričemž druhá suma je p̌res všechny cykly permutace τ délky i a pro každý takový
cyklus je ℘ některý (kterýkoliv) prvek v tomto cyklu.

Důkaz.

Podle p̌redchoźı věty je enumerátor γπ(Y M
τ ,H) dán formuĺı

γπ(Y M
τ ,H) =

1

|H|
∑
σ∈H

( ∑
f∈YM , τ◦f=f ◦σ

vπ(f )
)
.

Podle definice je cyklový index Z (H) permutačńı grupy H dán formuĺı

Z (H) =
1

|H|
∑
σ∈H

Z (σ),

kde Z (σ) je člen v proměnných t1, t2, . . . , tm definovaný následovně:

Z (σ) = t
j1(σ)
1 t

j2(σ)
2 . . . t jm(σ)m .

Připomeňme, že zde pracujeme s typem 1j1(σ)2j2(σ) . . .mjm(σ) permutace σ.
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Budeme tedy hotovi, když ukážeme, že pro každou permutaci σ ∈ H plat́ı rovnost∑
f∈YM , τ◦f=f ◦σ

vπ(f ) = Z (σ;λ1, λ2, . . . , λm),

kde λ1, λ2, . . . , λm jsou výše definované polynomy. Pokusme se tedy určit posledně
jmenovanou sumu. Uvažme k tomu libovolné zobrazeńı f ∈ Y M splňuj́ıćı
podḿınku τ ◦ f = f ◦ σ. Vezměme dále libovolný cyklus permutace σ délky `
a některý prvek a ∈ M lež́ıćı v tomto cyklu. Pak f (a) = ℘ pro některý prvek
℘ ∈ Y . Celý vybraný cyklus permutace σ lze pak vypsat ve tvaru

(a σ(a) σ2(a) . . . σ`−1(a)).

Poněvadž f (a) = ℘ a plat́ı τ ◦ f = f ◦ σ, prvky tohoto cyklu se zobrazeńım f
zobraźı na `-tici prvk̊u

(℘ τ(℘) τ 2(℘) . . . τ `−1(℘)).

Nakonec odtud vyplyne, že f (σ`(a)) = τ `(f (a)). Ovšem σ`(a) = a, poněvadž
prvek a náležel cyklu permutace σ délky `, a dále f (a) = ℘. Takže z p̌redchoźıho
poznatku posléze vyplyne, že τ `(℘) = ℘. To ale znamená, že délka i cyklu
permutace τ obsahuj́ıćıho prvek ℘ děĺı délku ` p̌redt́ım vybraného cyklu
permutace σ. Dosavadńı úvahy lze nav́ıc obrátit.
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K vybranému cyklu permutace σ délky ` lze vźıt kterýkoliv cyklus permutace τ ,
jehož délka i děĺı `. Pro zvolený prvek a ∈ M lež́ıćı ve vybraném cyklu permutace
σ a pro kterýkoliv prvek ℘ obsažený v cyklu permutace τ , který jsme právě vzali,
lze uvažovat všechna zobrazeńı f ∈ Y M taková, že f (a) = ℘, a nav́ıc taková, že
tato f se budou na prvćıch vybraného cyklu permutace σ chovat ve shodě s t́ım,
jak to bylo popsáno výše. Provedeme-li takovou volbu pro každý cyklus
permutace σ, bude t́ım plně určeno jedno pevné zobrazeńı f ∈ Y M , které bude
nav́ıc splňovat podḿınku τ ◦ f = f ◦ σ. Připomeňme ještě znovu, že námi
uvažované p̌rǐrazeńı proměnných jednotlivým obrazc̊um z množiny Y je konstantńı
na jednotlivých ťŕıdách rozkladu π, a je proto konstantńı i na ťŕıdách rozkladu
r(τ) indukovaného permutaćı τ . Vezmeme-li toto v úvahu, pak z definice členů
vπ(f ) a z právě provedených úvah ted’ už vyplývá, že∑

f∈YM , τ◦f=f ◦σ

vπ(f ) = λ
j1(σ)
1 λ

j2(σ)
2 . . . λjm(σ)m ,

kde λ1, λ2, . . . , λm jsou polynomy definované výše. Polynom na pravé straně
posledńı formule je ale vzhledem k definici člene Z (σ) právě roven polynomu
Z (σ;λ1, λ2, . . . , λm). To již dokládá výše uvedené tvrzeńı, které bylo ťreba
dokázat.
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Z právě dokázané věty bezprosťredně plyne jej́ı následuj́ıćı důsledek.
Poznamenejme jen, že v něm budou vystupovat veličiny pocházej́ıćı z typu
1j1(τ)2j2(τ) . . . ηjη(τ) permutace τ . Připomeňme ještě, že počet konfiguraćı
v množině MYM

τ ,H
, to jest počet všech orbit prvk̊u podmnožiny Y M

τ v podgrupě

EH obdrž́ıme, když do enumerátoru γπ(Y M
τ ,H) dosad́ıme hodnotu 1 za všechny

proměnné.

Důsledek.
Počet konfiguraćı v množině MYM

τ ,H
je dán rovnost́ı

|MYM
τ ,H
| = Z (H;µ1, µ2, . . . , µm),

kde pro každé ` = 1, 2, . . . ,m je

µ` =
∑
i|`

iji (τ).

Jako p̌ŕıklad užit́ı tohoto důsledku řešme následuj́ıćı úlohu.
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Mějme kolo rulety rozdělené do n sektor̊u. Každý z těchto sektor̊u obarv́ıme jednou
barvou z celkového počtu k barev. Mějme dále cyklus τ délky k na množině všech
k barev. Klademe otázku, kolika způsoby lze sektory rulety obarvit, nezálež́ı-li
p̌ritom na pootočeńı rulety, tak aby takové obarveńı bylo invariantńı vzhledem
k cyklické záměně barev určené zadaným cyklem τ . To znamená, že popsanou
cyklickou záměnou barev v takovém obarveńı má vzniknout jiné obarveńı, které
se ale od původńıho obarveńı bude lǐsit jen nějakým pootočeńım rulety.

Podobně jako v ďŕıvěǰśı úloze o obarveńı sektor̊u rulety, i zde množinou M bude
množina všech sektor̊u rulety. Množinou Y bude množina všech použitých barev.
Podmnožinou F množiny Y M bude nyńı celá množina Y M a podmnožinou Fτ
množiny Y M bude tedy množina Y M

τ . Podgrupou H grupy SM všech permutaćı
množiny M bude grupa všech otočeńı rulety. Pak H bude cyklická grupa řádu n
na množině M, kterou jsme ďŕıve značili symbolem CM . K této podgrupě CM

vezměme j́ı odpov́ıdaj́ıćı podgrupu ECM grupy SYM
τ

všech permutaćı množiny Y M
τ .

Pak orbity prvk̊u z Y M
τ v podgrupě ECM budou odpov́ıdat obarveńım sektor̊u

rulety, kdy nerozlǐsujeme mezi obarveńımi, která se vzájemně lǐśı pouze nějakým
pootočeńım rulety, a to sice jen těm obarveńım sektor̊u rulety, která budou
invariantńı vzhledem k cyklické záměně barev určené zadaným cyklem τ na
množině Y .
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Smě̌rujeme k aplikaci p̌redchoźıho důsledku. Grupou H tedy nyńı bude cyklická
grupa CM řádu n. Permutaćı τ bude cyklus délky k , v němž se zaměňuj́ı všechny
barvy z množiny Y . To znamená, že jk(τ) = 1 a js(τ) = 0 pro všechna
s = 1, 2, . . . , s 6= k. Takže µ` = k pro všechna ` = 1, 2, . . . , n taková, že k|`,
kdežto µ` = 0 pro všechna ostatńı `. Podle p̌redchoźıho důsledku je potom počet
orbit prvk̊u z Y M

τ v podgrupě ECM , to jest počet konfiguraćı v množině MYM
τ ,CM

dán rovnost́ı

|MYM
τ ,CM
| = Z (CM ; 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

k−1

, k , 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k−1

, k , 0, . . . ).

Viděli jsme ďŕıve, že cyklový index Z (CM) grupy CM je roven

Z (CM) =
1

n

∑
d|n

ϕ(d) t
n
d

d .

Do tohoto cyklového indexu nyńı dosazujeme výše určené hodnoty µd za proměnné
td pro všechna d |n. Hodnota µd je nenulová a je rovna k právě tehdy, když k|d .
Jestliže tedy k 6 | n, pak µd = 0 pro všechna d |n, takže v tom p̌ŕıpadě máme

|MYM
τ ,CM
| = 0.

Žádné obarveńı sektor̊u rulety barvami z množiny Y v tom p̌ŕıpadě neńı
invariantńı vzhledem k cyklické záměně barev určené daným cyklem τ .
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Předpokládejme tedy dále, že k |n. Pak hodnoty µd jsou nenulové a jsou rovny k
pro ty dělitele d |n, které splňuj́ı k |d . Takový dělitel d je pak tvaru d = ke pro
nějaké e| nk . V takovém p̌ŕıpadě pak dostáváme rovnost

|MYM
τ ,CM
| =

1

n

∑
e| nk

ϕ(ke) k
n
ke .

Tolik je tedy všech obarveńı sektor̊u otočné rulety, která jsou invariantńı vzhledem
k dané cyklické záměně barev.
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