De Bruijnova véta

Necht M je neprdzdnd kone&na mnoZina majici m prvkii a necht Y je neprdzdna
kone&nd mnoZina majici 1 prvki. Prvky mnoZiny Y nazyvdme obrazci. Necht ddle
H je podgrupa v grupé Sy viech permutaci mnoZiny M a necht K je podgrupa

v grupé Sy véech permutaci mno¥iny Y. UvaZzujme mnoZinu Y™, to jest mnoZinu
véech zobrazeni M — Y. Pro libovolnou permutaci o € H a pro libovolnou
permutaci 7 € K uvaZme zobrazeni 77 : YM — YM definované pro kazdé
zobrazeni f : M — Y p¥edpisem 79(f) = 7 o f o 0. Snadno se p¥esv&dtime o tom,
e pak zobrazeni 77 je permutaci mnoziny YM. Pon&vad? mno¥ina YM je nyni
konelnd, stadi ukdzat naptiklad, Ze zobrazeni 77 je injektivni. Jsou-li f, g : M — Y
dvé zobrazeni takova, Ze plati 77(f) = 77(g), &li Tof oo =T 0 g o 0, pak odtud
plyne, e 7 lorofoocooc t=7lorogoooo !, tedy 7e f = g. Je tedy
zobrazeni 77 opravdu injektivni, a ponévad? je to zobrazeni konetné mnoziny YM
do ni samotné, musi to byt permutace mnoziny YM. Oznaéme symbolem K"
mnoZinu v8ech permutaci tvaru 77 pro libovolné permutace c € Ha 7 € K.
UkaZeme, ¥e pak K je podgrupou grupy Sym viech permutaci mnoziny YV, Pro
libovolné permutace 0,0’ € H a 7,7 € K a pro libovolné zobrazeni f : M — Y
totiz vychazi 77 (179(f)) = 7' o T o f 0 0 0 ¢’, odkud je vidét, Ze plati rovnost

’ / ey v s 7 s Z0.%
7' 0717 = (7' 0 7)7°7 . Toto zjidténi vede k ndsledujicimu zavéru.
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Zobrazeni £ : K x H°? — Sy, kde HP je dudlni grupa ke grup& H, dané pro
kazdd 0 € H a 7 € K predpisem &(1,0) = 79, je homomorfismem grupy K x H°P
do grupy Syw, p¥item# obrazem £(K x HP) je pravé mnozina permutaci K. Je
tedy K" homomorfnim obrazem grupy K x H°, a proto je K" podgrupou grupy
Sym. Miizeme tedy uvaZovat o orbitach prvkii z YM, co? jsou zobrazeni M — Y,
v podgrup& K'. Tyto orbity nazyvdme opét konfiguracemi.

Bud' déle F n&jaki podmnoZina mnoZiny YM s nasledujici vlastnosti. Pro kaZdou
permutaci o € H, pro kaZdou permutaci 7 € K a pro kazdé zobrazeni f z F také
zobrazeni 7 o f o o nélezi do F. O takové podmnoZiné F mnoZiny Y™ budeme
Fikat, Ze je uzavfend vzhledem k podgrupam H a K. Je jasné, Ze pak takova
podmnozina F je sjednocenim né&kolika konfiguraci, to jest nékolika orbit prvki

z YM v podgrupé K. Zazeni permutaci tvaru 77 z K" na podmnoZinu F jsou
potom permutacemi této podmnoZiny F. MiZeme tedy po tomto ziZeni vnimat
podgrupu K" jako podgrupu grupy Sz véech permutaci podmnoZiny F mnoZiny
YM. Jeété podotknéme, Ye ve specidlnim p¥ipadé, kdy podgrupa K bude trivialni
grupou pozlstavajici pouze z identické permutace mnoZiny Y, pfejde nyn&jsi
situace p¥imo do situace popsané v paragrafu vénovaném Pdlyové& enumeralni
teorii (s kone¢nou mnoZinou Y). Nae nyn&jéi podgrupa K" se pak stane
podgrupou EH kterou jsme studovali v onom paragrafu.
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Sméfujeme k definici odpovidajiciho enumerdtoru podmnoZiny F. Vidéli jsme

v minulém paragrafu, Ze je vhodné v tomto kontextu uvaZovat o rozkladech 7
mnoziny obrazci Y, které jsou kompatibilni s néjakou permutaci 7 této

mnoziny Y. Nyni mame k dispozici celou podgrupu K grupy Sy viech permutaci
mnoziny Y. V nynégj$i situaci budeme tedy Zadat, aby rozklad m mnoZiny Y byl
kompatibilni se vS§emi permutacemi 7 € K. Mezi v8emi rozklady 7 s touto
vlastnosti existuje jeden, ktery je ze v8ech takovych rozkladi ten nejjemnégjsi.
Ocividng timto nejjemné&jsim rozkladem kompatibilnim se vSemi permutacemi

T € K je rozklad, jehoZ t¥idami jsou v8echny orbity prvkl o € Y v grupé K.
Budeme déle predpokladat, Ze 7 je pravé timto nejjemnéj$im rozkladem. Podobné
jako v minulém paragrafu kazdé tfid€ C rozkladu 7, to jest kazdé orbit& C

v grupé K, pfitadime proménnou xc. KaZzdému zobrazeni f € F pak pFitadime
&len, to jest soutin promé&nnych, oznateny v, (f) a definovany nasledovng:

ve(f) = H X(f (a)]-

aeM

P¥ipomeiime jenom, Ze pro kazdy obrazec p € Y zna&ime symbolem [p]x t¥idu
rozkladu 7 obsahujici prvek @, to jest orbitu prvku p v grupé K.
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Ukézeme, Ze jsou-li f,g € F dvé& zobrazeni néleZejici do té%e orbity podgrupy K",
to jest plati-li g = 7 o f o o pro n&jaké permutace o € H a 7 € K, pak &leny v, (f)
a v(g) jsou si rovny. Skute&né pak vychazi

VTr(g) = Vr TO fOO' H X[-,— g' ]ﬂ. = H X[T(f(a))]ﬂ' = H X[f = Vi f)

aeM aeM aeM

nebot o je permutaci mnoZiny M a rozklad 7 je kompatibilni s permutaci 7.
Miizeme tedy pro kaZdou orbitu O v podgrup& K'' korektn& definovat ji
odpovidajici &len v, (O) jako ¢len v (f), kde f je n&ktery (kterykoliv) prvek
orbity 0. Ozna&me jesté M r 1y x mnoZinu viech konfiguraci, to jest mnoZzinu
véech orbit prvkii podmnoZiny F v podgrupgé K. Pak definujeme ji# avizovany
enumerdtor v, (F, H, K) nasledovn&:

W FHK) = > vi(0)

OEMF 1,k

Ponévadz ob& mnoziny M i Y jsou nyni kone¢né, je kone¢nd i mnozina M x y i
vech konfiguraci, takZe vy%e uvedend suma bude obsahovat jenom kone¢ny pocet
s¢itanci. Ma tedy smysl se ptat na poet zminé&nych konfiguraci. Tento polet
dostaneme dosazenim hodnoty 1 za vechny promé&nné do enumeratoru.
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Poznamenejme uZ jen, Ze ve specidlnim pt¥ipadé, kdy podgrupa K je trividlni
grupou pozlstavajici pouze z identické permutace mnoZiny Y, nejjemné&jsim
rozkladem 7 mnoZiny Y kompatibilnim s identickou permutaci je trividlni rozklad
mnoziny Y na jednoprvkové tfidy. V takovém p¥ipadé je vyse definovany
enumerator v, (F, H, K) identicky s enumeratorem ~v(F, H), ktery byl studovén
v paragrafu v&novaném Pdlyové enumeralni teorii.

Abychom mohli dokazat avizovanou de Bruijnovu vétu, budeme vedle pravé
zavedenych pojmi a konstrukci potfebovat také pojmy a konstrukce, které byly
zavedeny v paragrafu o Pdlyové enumeralni teorii. Kazda podmnoZina F mnoZiny
YM kterd je uzav¥ena vzhledem k podgrupam H a K, je jisté uzaviend vzhledem
také s dFiv&jsi podgrupou E" grupy Sr. Budeme tedy uvaZovat o orbitach prvkii
z F v podgrupé K", ale také o orbitdch té&chto prvkii v podgrupé E. Je jasné, e
kaZda orbita nékterého prvku z F v podgrupé E" je celd obsaZena v n&jaké orbit&
tohoto prvku v podgrupé K. To znamena, %e kaZda orbita v podgrupé K" je
sjednocenim n&kolika orbit v podgrupé E. Pro kaZdou orbitu Q v podgrupé E
ozna¢me symbolem K Q orbitu v podgrupé K, jejiz je orbita Q podmnoZinou.
Podotkn&me, 72e KQ ={rof : 7€ K,f € Q}. Déle pro kazdou orbitu O

v podgrupé K" oznatme symbolem &(0) mnoZinu viech téch orbit v grupg EX,
jejichZ sjednocenim je orbita O. Jinymi slovy, &(O) je rozklad orbity O na orbity
v grupé E". P¥i tomto oznateni jsme schopni zformulovat a dokdzat nasledujici

vysledek.
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Lemma.

Pro libovolnou orbitu Q v podgrup& E" plati rovnost

_ |K]|
KA = ek wa=ay

Dikaz.

Bud' tedy Q n&jaka orbita v podgrupé EH. UvaZme orbitu KQ v podgrupé K",
jejiz je orbita Q soutasti. UvaZme déle vechny orbity v podgrupé E", jejichz
sjednocenim je orbita KQ. Oznatili jsme symbolem &(K Q) mnoZinu viech t&chto
orbit. Pon&vad? KQ je orbita v podgrupé K", pro kazdy prvek f € KQ a pro
kazdou permutaci 7 € K je také 7 o f prvkem orbity K Q. Navic pro danou
permutaci 7 € K je pfifazeni f — 7 o f permutaci prvkl orbity KQ. Tato
permutace indukuje permutaci na mnoZin& orbit (K Q). Tato indukovand
permutace je dana predpisem R — TR pro kazdou orbitu R v grupé EH
obsazenou v orbité KQ, kde 7R = {rog : g € R}. Grupa permutaci K tak
ddva vzniknout indukované grup& permutaci na mnoziné orbit (K Q). Tato
indukovand grupa permutaci ma o&ividn& jen jednu orbitu, jiZ je mnoZina B(KQ)
sama. Jednou z orbit v mnoZing &(K Q) je pak i vychozi orbita Q.
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Zkoumejme, pro které dvojice permutaci 7,7’ € K zobrazi jim p¥islugné
indukované permutace mnoZiny &(K Q) tuto orbitu Q stejn&. To nastane privé
tehdy, kdyZ plati 7Q = 7/ Q. K tomu ale dojde prdv& tehdy, kdyZ je spln&no

77 H7'Q) = Q, to jest pravé kdy? permutace 7! o 7' leZi v podgrupé

{w e K:wQ = Q} grupy K. To ale nastane pravé tehdy, kdyZz permutace 7,7’
uréuji tutéz levou t¥idu grupy K podle jeji podgrupy {w € K : wQ = Q}. Celkem
tedy odpovidaji jednotlivé orbity z mnoziny &(K Q) vzdjemné jednozna&n& levym
t¥iddm grupy K podle jeji podgrupy {w € K : wQ = Q}. Potet orbit v mnoZing&

B (K Q) je tedy roven podilu poctl prvkl v grup& K a v jeji podgrupé

{w € K:wQ = Q}. To je ale pravé& dokazované tvrzeni. O

P¥ipomeiime, Ze pro libovolnou podmnoZinu F mnoziny YM uzavfenou

vzhledem k podgrupé H a pro libovolnou permutaci 7 mnoZiny Y jsme v minulém
paragrafu oznatili symbolem F, podmnoZinu mnoZiny F pozlstavajici ze viech
t&ch zobrazeni f € F, pro néz plati 7(fH) = fH, a ukazali jsme, Ze tato
podmnoZina F. je rovnéZ uzaviena vzhledem k podgrupé H. To znamena, Ze

pro kazdé zobrazeni f € F, je celd orbita fH prvku f v podgrup& E' obsazena

v podmnoZiné F,. Je tedy podmnoZina F, sjednocenim celych orbit fH n&kterych
zobrazeni f : M — Y v podgrupé EH a sice téch zobrazeni f € F, pro n&? plati
7(fH) = fH. Jinak to lze vyjad¥it tak, Ze podmnoZina F, je sjednocenim t&ch
orbit Q prvkii z F v podgrup& E", pro n& plati 7Q = Q.
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Jeste jinak Yeteno to znamend, Ze mnoZina orbit M x_ y se skldda z téch orbit Q
mnoziny M r , které spliiuji podminku 7Q = Q. Nynfi jsme pfipraveni formulovat
a dokdzat nasledujici de Bruijnovu vé&tu, ktera je tstfednim vysledkem tohoto
paragrafu.

Véta.
Pro enumerator v, (F, H, K) plati

1
e (F H, K) = WZ%IT,H) HTTK Z( 3 vﬂ(f)).

TEK o€H, TeK feF,tof=foo

Dikaz.

Druhd z vy8e uvedenych dvou rovnosti plyne okamZité z vyjadfeni enumeratoru

Y (Fr, H), které jsme ziskali v prvni vét& predchoziho paragrafu. Zbyva tedy
dokazat prvni z uvedenych dvou rovnosti. Podle definice enumeratoru ~v,.(F, H, K)

mdme
W(FHK) = > v(0)
OEMF 1,k
Kazda orbita O € Mr y i, to jest kazdd orbita O prvki z F v podgrupé K*
je sjednocenim téch orbit Q prvkii z F v podgrup& E', které jsou obsaZeny
v orbit& O.
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To jsou ale pravé ty orbity Q v podgrupé EH, které tvoti rozklad &(O) orbity O na
orbity v podgrupé E. Ponévadz O je orbitou prvkii z F v podgrupg K", mame
pro ni uz definovén €len v,.(O). Z definice tohoto &lene ale plyne, Ze je tento &len
roven dfive definovanému &lenu v, (Q) pro kazdou orbitu Q v podgrupé E" kterd
je obsaZena v orbit&¢ O. Potet téchto orbit Q je roven pottu t¥id v rozkladu &(O)
a pro kaZdou tuto orbitu je ji pFisluiny &len v, (Q) roven &lenu v, (O). Navic pro
kazdou takovou orbitu Q plati vztah O = KQ, takZe na mist& rozkladu &(O)
médme co do &in&ni s rozkladem B(K Q). Z t&chto tvah plyne rovnost

_ VW(Q)
2. wO= 2 G

OEMF H.k QEMFr 1
Odtud a z pfedchozi rovnosti pak plyne vztah

_ (9)
wFHA)= 2 ko)

Dosazenim za |&(K Q)| do tohoto vztahu z predchoziho lemmatu obdrzime
rovnost 1

WEHK) = 3 w(@lweK v =0},

| ‘ QEMF 1
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neboli
Y=(F,H,K) =

anebo jesté jinak

%(f,H,K):‘%Z > v(9).

Vzhledem k tGivahdm pFedchazejicim této vété& je mozno tuto formuli jesté prevést

'77r(]:aHvK):|Tl(|Z Z V.,T(Q).

weK QGW}‘WYH

do tvaru

Vzhledem k definici enumeratoru ~,.(F,,, H) z pfedchoziho paragrafu odtud ale

plyne vztah

1
’Yﬂ'(]:7 H7 K) = m Z’YW(]:L«HH)

1
w2
QEW}:J—/,WEK
wQ=0Q

weK QGDﬁ}',H
wQ=Q

weK

To je ale rovnost, kterou jesté zbyvalo dokdzat.

v=(Q),
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Pokud jde o polet konfiguraci v mnoZziné M y i, jak jiz bylo vy3e Ffeteno, tento
polet dostaneme, kdy? do enumerdtoru v, (F, H, K) dosadime hodnotu 1 za
v8echny promé&nné. Takto z pfedchdzejici de Bruijnovy véty odvodime tento jeji
bezprost¥edni disledek.

Dusledek.

Pocet viech konfiguraci, to jest polet viech orbit prvkii z F v podgrupé K" je
roven

1
Mrukl=—mm >, HFEF:irof=foo}| 0

|HHK| oeH, TeK

Tento disledek je pfimym zobecn&nim posledniho disledku uvedeného v paragrafu
vénovaném Pdlyové enumeralni teorii.

Vénujme se nyni specialnimu p¥ipadu, kdy podmnoZinou F mnoziny YM je cels
tato mnoZina YM. V&imn&me si blize rozkladu 7 mnoZiny Y na orbity prvki

p € Y v grupé K. Vezméme libovolnou permutaci 7 mnoziny Y z podgrupy K.
PonévadZ tato permutace 7 je kompatibilni s rozkladem 7 mnoZiny Y/, lze
uvaZovat o zlZenich permutace 7 na jednotlivé orbity C v grupé K. Tato zlzeni
T|c jsou sama o sob& permutacemi dotyZnych orbit. Pavodni permutace 7
mnoziny Y je pak rovna soulinu permutaci 7|¢c p¥es viechny orbity C v grup& K,

to jest p¥es viechny tfidy C rozkladu .
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V takovém pFipadé mame nasledujici vysledek formulovany s pomoci cyklového
indexu Z(H) permuta&ni grupy H. Vystupuji v n&m také parametry z typl
1(rle)2i(le) | pin(7le) zizeni 7| permutaci T z podgrupy K na jednotlivé
t¥idy C rozkladu 7.

Véta.
Enumerator v.(YM, H, K) je dan formuli

Y (YM, H, K) = % > Z(H; M(1), Xa(7), - -, Am(T)),

kde pro kazdé ¢ =1,2,..., m je

M) = 2 (D ii(rle) ) xé-

Cem ile

Dikaz.

Toto tvrzeni plyne p¥fimo z prvni rovnosti uvedené v de Bruijnové v&té pro p¥ipad,
kdy podmnoZinou F je celd mnozina YV, a z druhé v&ty v predchozim paragrafu,

kde je uvedeno, jak vypada enumerator v, (Y™, H) pro libovolnou permutaci 7
mnoziny Y.

O
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Z této posledni véty bezprostfedné plyne tento jeji nasledujici disledek.

.....

My 1 k. to jest potet viech orbit prvki mnoZiny MY v podgrupgé K' obdrzime,
kdy# dosadime hodnotu 1 za vechny proménné do enumeratoru v, (Y™, H, K).

Dusledek.

Pocet konfiguraci v.mnoZin& My 1 i je dan rovnosti

1
|mMY,H,K‘ = W Z Z(H; /1'1(7_)7/1“2(7—)7 000 7/1,,.,,(7’)),
TEK

kde pro kazdé ¢ =1,2,... m je

Jako pfiklad uZiti tohoto disledku FfeSme nasledujici dlohu.

Mé&jme kolo rulety rozdélené do n sektorti. Dale m&me paletu barev kruhového
tvaru, po jejimz obvodu je umisténo k barev. Kazdy sektor rulety obarvime jednou
barvou z nasi palety.
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Klademe otazku, kolika zplsoby miZeme sektory rulety obarvit, povaZujeme-li za
stejnad takova obarveni, z nichZ jedno vznikne z druhého né&jakym pootocenim
rulety, a povaZzujeme-li za stejna také takovad obarveni, z nichZ jedno vznikne

z druhého cyklickou zamé&nou barev danou néjakym pootocenim kruhové palety.

Podobné jako v dfivéjsich dlohdch o obarveni sektori rulety, i zde mnoZinou M
bude mnoZina v3ech sektor( rulety a mnoZinou Y bude mnoZina viech barev na
paleté. PodmnoZinou F mnoZiny Y™ bude nyni celd mno%ina Y. Podgrupou H
grupy Sy viech permutaci mnoZiny M bude grupa vdech otoleni rulety. Pak H
bude cyklickd grupa ¥adu n na mnoZin& M, kterou jsme d¥ive znadili symbolem
Cy. Podgrupou K grupy Sy viech permutaci mnoZiny Y bude grupa viech
otoleni kruhové palety. Pak K bude cyklickd grupa ¥ddu k na mnoZiné€ Y, kterou
jsme d¥ive zna&ili symbolem Cy. K témto podgrupam Cy a Cy vezméme jim
odpovidajici podgrupu CSM grupy Sym viech permutaci mnoziny Y. Pak orbity
prvki z YM v podgrupé C$’V’ budou odpovidat obarvenim sektorl rulety, kdyZz na
n& pohlizime tak, jak je to specifikovdno v zaddni dlohy.

Sméfujeme k aplikaci pfedchoziho disledku. Grupou H tedy bude cyklickad grupa
Cp Yady n. Grupou K bude cyklickd grupa Cy ¥adu k. Zajimaji nés jednotlivé
permutace 7 z grupy K, to jest z grupy Cy. Grupa Cy je generovdna jednim
cyklem 9 délky k. Odpovida to pootoleni palety barev o jednu barvu.
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Pak jednotlivé permutace z grupy Cy lze vypsat jako mocniny permutace 1, to
jest jako permutace 9,9, ..., 9%, kde ¥¥ je identickd permutace na mno¥in& Y.
V&imn&me si podrobn&ji permutace ¥ pro n&ktery exponent v = 1,2, ..., k. Bud
2 nejvétsi spoletny délitel &isel v a k. Polozme ¢ = £ P¥i ¥eSeni jedné z d¥ivéjsich
tloh jsme odvodili, Ze pak permutace ¥ je soulinem 3¢ nezavislych cykli délky e.
Zajimaji nas déle hodnoty e(9"), kde £ =1,2,..., n, pro nasi permutaci 9.
Jestlize e|¢, pak pe(9) = esc = k. Jestlize ale ¢ £, pak p,(9¥”) = 0. Vypotteme
nyni stitance Z(Cp; p1(9%), u2(9%), ..., ua(9”)) odpovidajiciho nadi permutaci
9. Tento stitanec je roven

Z(Cw:0,...,0,k,0,...,0,k,...).
—— ——
e—1 e—1

Vidé&li jsme d¥ive, Ze cyklovy index Z(Cp) grupy Cu je roven
1 n
Z(Cu) = =3 pld) .
d|n

Do tohoto cyklového indexu nyni dosazujeme prévé nalezené hodnoty pq(9”) za
prom&nné ty pro viechna d|n. Takova hodnota je nenulova a je rovna k pravé
tehdy, kdyz e|d. Jestlize tedy € / n, pak uq(9”) = 0 pro viechna d|n, takZe v tom
pfipadé mame

Z(Cpi pa (9%), p2(9%), - .. pn(9”)) = 0.
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Jestlize ale ¢|n, pak hodnoty py(9") jsou nenulové a jsou rovny k pro ty dé&litele
d|n, které spliiuji e|d. Takovy délitel d je pak tvaru d = eh pro n&jaké h|Z.
V takovém pfFipadé pak dostdvdme rovnost

Z(Cps p11(97), p2(07), - ., wn(97)) = % Zgﬁ(sh) kh,
Bl

Zbyva u? jen selist tyto s¢itance pres viechny permutace tvaru 97, kde
v=12,... k, avydé&lit vysledek &islem k = |Cy|. Pfipomeiime, Ze 3¢ byl nejv&tsi
spole¢ny délitel ¢isel v a k. VySe uvedeny s¢itanec nezdvisi pfimo na hodnoté v, ale
na hodnoté ¢ = g Vidéli jsme p¥i YeSeni jedné z d¥ivéjsich tloh, Ze polet hodnot
v=12 ...k, jejichZ nejvé&tsi spoletny délitel s &islem k je roven stanovené
hodnot& ¢, je ddn hodnotou Eulerovy funkce p(g). Oznagme jedt& symbolem

gcd{n, k} nejvétdiho spoletného délitele &isel n, k. Celkem tak dostdvame vysledek

1 o
1M v ey | =k Z <P(5)Z<P(5h)kah-

elged{n,k} h| 2

Tolik je tedy v8ech moZnych obarveni sektord nasi rulety, ktera jsou navzajem
odlisitelnd vzhledem ke kritériim nasi dlohy.
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