
De Bruijnova věta

Necht’ M je neprázdná konečná množina maj́ıćı m prvk̊u a necht’ Y je neprázdná
konečná množina maj́ıćı η prvk̊u. Prvky množiny Y nazýváme obrazci. Necht’ dále
H je podgrupa v grupě SM všech permutaćı množiny M a necht’ K je podgrupa
v grupě SY všech permutaćı množiny Y . Uvažujme množinu Y M , to jest množinu
všech zobrazeńı M → Y . Pro libovolnou permutaci σ ∈ H a pro libovolnou
permutaci τ ∈ K uvažme zobrazeńı τσ : Y M → Y M definované pro každé
zobrazeńı f : M → Y p̌redpisem τσ(f ) = τ ◦ f ◦ σ. Snadno se p̌resvědč́ıme o tom,
že pak zobrazeńı τσ je permutaćı množiny Y M . Poněvadž množina Y M je nyńı
konečná, stač́ı ukázat nap̌ŕıklad, že zobrazeńı τσ je injektivńı. Jsou-li f , g : M → Y
dvě zobrazeńı taková, že plat́ı τσ(f ) = τσ(g), čili τ ◦ f ◦ σ = τ ◦ g ◦ σ, pak odtud
plyne, že τ−1 ◦ τ ◦ f ◦ σ ◦ σ−1 = τ−1 ◦ τ ◦ g ◦ σ ◦ σ−1, tedy že f = g . Je tedy
zobrazeńı τσ opravdu injektivńı, a poněvadž je to zobrazeńı konečné množiny Y M

do ńı samotné, muśı to být permutace množiny Y M . Označme symbolem KH

množinu všech permutaćı tvaru τσ pro libovolné permutace σ ∈ H a τ ∈ K .
Ukážeme, že pak KH je podgrupou grupy SYM všech permutaćı množiny Y M . Pro
libovolné permutace σ, σ′ ∈ H a τ, τ ′ ∈ K a pro libovolné zobrazeńı f : M → Y
totiž vycháźı τ ′σ

′
(τσ(f )) = τ ′ ◦ τ ◦ f ◦ σ ◦ σ′, odkud je vidět, že plat́ı rovnost

τ ′σ
′ ◦ τσ = (τ ′ ◦ τ)σ◦σ

′
. Toto zjǐstěńı vede k následuj́ıćımu závěru.
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Zobrazeńı ξ : K × Hop → SYM , kde Hop je duálńı grupa ke grupě H, dané pro
každá σ ∈ H a τ ∈ K p̌redpisem ξ(τ, σ) = τσ, je homomorfismem grupy K × Hop

do grupy SYM , p̌ričemž obrazem ξ(K × Hop) je právě množina permutaćı KH . Je
tedy KH homomorfńım obrazem grupy K × Hop, a proto je KH podgrupou grupy
SYM . Můžeme tedy uvažovat o orbitách prvk̊u z Y M , což jsou zobrazeńı M → Y ,
v podgrupě KH . Tyto orbity nazýváme opět konfiguracemi.

Bud’ dále F nějaká podmnožina množiny Y M s následuj́ıćı vlastnost́ı. Pro každou
permutaci σ ∈ H, pro každou permutaci τ ∈ K a pro každé zobrazeńı f z F také
zobrazeńı τ ◦ f ◦ σ nálež́ı do F . O takové podmnožině F množiny Y M budeme
ř́ıkat, že je uzav̌rená vzhledem k podgrupám H a K . Je jasné, že pak taková
podmnožina F je sjednoceńım několika konfiguraćı, to jest několika orbit prvk̊u
z Y M v podgrupě KH . Zúžeńı permutaćı tvaru τσ z KH na podmnožinu F jsou
potom permutacemi této podmnožiny F . Můžeme tedy po tomto zúžeńı vńımat
podgrupu KH jako podgrupu grupy SF všech permutaćı podmnožiny F množiny
Y M . Ještě podotkněme, že ve speciálńım p̌ŕıpadě, kdy podgrupa K bude triviálńı
grupou poz̊ustávaj́ıćı pouze z identické permutace množiny Y , p̌rejde nyněǰśı
situace p̌ŕımo do situace popsané v paragrafu věnovaném Pólyově enumeračńı
teorii (s konečnou množinou Y ). Naše nyněǰśı podgrupa KH se pak stane
podgrupou EH , kterou jsme studovali v onom paragrafu.
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Smě̌rujeme k definici odpov́ıdaj́ıćıho enumerátoru podmnožiny F . Viděli jsme
v minulém paragrafu, že je vhodné v tomto kontextu uvažovat o rozkladech π
množiny obrazc̊u Y , které jsou kompatibilńı s nějakou permutaćı τ této
množiny Y . Nyńı máme k dispozici celou podgrupu K grupy SY všech permutaćı
množiny Y . V nyněǰśı situaci budeme tedy žádat, aby rozklad π množiny Y byl
kompatibilńı se všemi permutacemi τ ∈ K . Mezi všemi rozklady π s touto
vlastnost́ı existuje jeden, který je ze všech takových rozkladů ten nejjemněǰśı.
Očividně t́ımto nejjemněǰśım rozkladem kompatibilńım se všemi permutacemi
τ ∈ K je rozklad, jehož ťŕıdami jsou všechny orbity prvk̊u ℘ ∈ Y v grupě K .
Budeme dále p̌redpokládat, že π je právě t́ımto nejjemněǰśım rozkladem. Podobně
jako v minulém paragrafu každé ťŕıdě C rozkladu π, to jest každé orbitě C
v grupě K , p̌rǐrad́ıme proměnnou xC . Každému zobrazeńı f ∈ F pak p̌rǐrad́ıme
člen, to jest součin proměnných, označený vπ(f ) a definovaný následovně:

vπ(f ) =
∏
a∈M

x[f (a)]π.

Připomeňme jenom, že pro každý obrazec ℘ ∈ Y znač́ıme symbolem [℘]π ťŕıdu
rozkladu π obsahuj́ıćı prvek ℘, to jest orbitu prvku ℘ v grupě K .
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Ukážeme, že jsou-li f , g ∈ F dvě zobrazeńı náležej́ıćı do téže orbity podgrupy KH ,
to jest plat́ı-li g = τ ◦ f ◦ σ pro nějaké permutace σ ∈ H a τ ∈ K , pak členy vπ(f )
a vπ(g) jsou si rovny. Skutečně pak vycháźı

vπ(g) = vπ(τ ◦ f ◦ σ) =
∏
a∈M

x[τ(f (σ(a)))]π =
∏
a∈M

x[τ(f (a))]π =
∏
a∈M

x[f (a)]π = vπ(f ),

nebot’ σ je permutaćı množiny M a rozklad π je kompatibilńı s permutaćı τ .
Můžeme tedy pro každou orbitu O v podgrupě KH korektně definovat j́ı
odpov́ıdaj́ıćı člen vπ(O) jako člen vπ(f ), kde f je některý (kterýkoliv) prvek
orbity O. Označme ještě MF,H,K množinu všech konfiguraćı, to jest množinu
všech orbit prvk̊u podmnožiny F v podgrupě KH . Pak definujeme již avizovaný
enumerátor γπ(F ,H,K ) následovně:

γπ(F ,H,K ) =
∑

O∈MF,H,K

vπ(O).

Poněvadž obě množiny M i Y jsou nyńı konečné, je konečná i množina MF,H,K
všech konfiguraćı, takže výše uvedená suma bude obsahovat jenom konečný počet
sč́ıtanc̊u. Má tedy smysl se ptát na počet zḿıněných konfiguraćı. Tento počet
dostaneme dosazeńım hodnoty 1 za všechny proměnné do enumerátoru.
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Poznamenejme už jen, že ve speciálńım p̌ŕıpadě, kdy podgrupa K je triviálńı
grupou poz̊ustávaj́ıćı pouze z identické permutace množiny Y , nejjemněǰśım
rozkladem π množiny Y kompatibilńım s identickou permutaćı je triviálńı rozklad
množiny Y na jednoprvkové ťŕıdy. V takovém p̌ŕıpadě je výše definovaný
enumerátor γπ(F ,H,K ) identický s enumerátorem γ(F ,H), který byl studován
v paragrafu věnovaném Pólyově enumeračńı teorii.

Abychom mohli dokázat avizovanou de Bruijnovu větu, budeme vedle právě
zavedených pojmů a konstrukćı poťrebovat také pojmy a konstrukce, které byly
zavedeny v paragrafu o Pólyově enumeračńı teorii. Každá podmnožina F množiny
Y M , která je uzav̌rená vzhledem k podgrupám H a K , je jistě uzav̌rená vzhledem
k podgrupě H v ďŕıvěǰśım smyslu. Vedle podgrupy KH grupy SF budeme pracovat
také s ďŕıvěǰśı podgrupou EH grupy SF . Budeme tedy uvažovat o orbitách prvk̊u
z F v podgrupě KH , ale také o orbitách těchto prvk̊u v podgrupě EH . Je jasné, že
každá orbita některého prvku z F v podgrupě EH je celá obsažena v nějaké orbitě
tohoto prvku v podgrupě KH . To znamená, že každá orbita v podgrupě KH je
sjednoceńım několika orbit v podgrupě EH . Pro každou orbitu Q v podgrupě EH

označme symbolem KQ orbitu v podgrupě KH , jej́ıž je orbita Q podmnožinou.
Podotkněme, že KQ = {τ ◦ f : τ ∈ K , f ∈ Q}. Dále pro každou orbitu O
v podgrupě KH označme symbolem G(O) množinu všech těch orbit v grupě EH ,
jejichž sjednoceńım je orbita O. Jinými slovy, G(O) je rozklad orbity O na orbity
v grupě EH . Při tomto označeńı jsme schopni zformulovat a dokázat následuj́ıćı
výsledek.
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Lemma.

Pro libovolnou orbitu Q v podgrupě EH plat́ı rovnost

|G(KQ)| =
|K |

|{ω ∈ K : ωQ = Q}|
.

Důkaz.

Bud’ tedy Q nějaká orbita v podgrupě EH . Uvažme orbitu KQ v podgrupě KH ,
jej́ıž je orbita Q součást́ı. Uvažme dále všechny orbity v podgrupě EH , jejichž
sjednoceńım je orbita KQ. Označili jsme symbolem G(KQ) množinu všech těchto
orbit. Poněvadž KQ je orbita v podgrupě KH , pro každý prvek f ∈ KQ a pro
každou permutaci τ ∈ K je také τ ◦ f prvkem orbity KQ. Nav́ıc pro danou
permutaci τ ∈ K je p̌rǐrazeńı f 7→ τ ◦ f permutaćı prvk̊u orbity KQ. Tato
permutace indukuje permutaci na množině orbit G(KQ). Tato indukovaná
permutace je dána p̌redpisem R 7→ τR pro každou orbitu R v grupě EH

obsaženou v orbitě KQ, kde τR = {τ ◦ g : g ∈ R}. Grupa permutaćı K tak
dává vzniknout indukované grupě permutaćı na množině orbit G(KQ). Tato
indukovaná grupa permutaćı má očividně jen jednu orbitu, j́ıž je množina G(KQ)
sama. Jednou z orbit v množině G(KQ) je pak i výchoźı orbita Q.
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Zkoumejme, pro které dvojice permutaćı τ, τ ′ ∈ K zobraźı jim p̌ŕıslušné
indukované permutace množiny G(KQ) tuto orbitu Q stejně. To nastane právě
tehdy, když plat́ı τQ = τ ′Q. K tomu ale dojde právě tehdy, když je splněno
τ−1(τ ′Q) = Q, to jest právě když permutace τ−1 ◦ τ ′ lež́ı v podgrupě
{ω ∈ K : ωQ = Q} grupy K . To ale nastane právě tehdy, když permutace τ, τ ′

určuj́ı tutéž levou ťŕıdu grupy K podle jej́ı podgrupy {ω ∈ K : ωQ = Q}. Celkem
tedy odpov́ıdaj́ı jednotlivé orbity z množiny G(KQ) vzájemně jednoznačně levým
ťŕıdám grupy K podle jej́ı podgrupy {ω ∈ K : ωQ = Q}. Počet orbit v množině
G(KQ) je tedy roven pod́ılu počt̊u prvk̊u v grupě K a v jej́ı podgrupě
{ω ∈ K : ωQ = Q}. To je ale právě dokazované tvrzeńı.

Připomeňme, že pro libovolnou podmnožinu F množiny Y M uzav̌renou
vzhledem k podgrupě H a pro libovolnou permutaci τ množiny Y jsme v minulém
paragrafu označili symbolem Fτ podmnožinu množiny F poz̊ustávaj́ıćı ze všech
těch zobrazeńı f ∈ F , pro něž plat́ı τ(fH) = fH, a ukázali jsme, že tato
podmnožina Fτ je rovněž uzav̌rená vzhledem k podgrupě H. To znamená, že
pro každé zobrazeńı f ∈ Fτ je celá orbita fH prvku f v podgrupě EH obsažena
v podmnožině Fτ . Je tedy podmnožina Fτ sjednoceńım celých orbit fH některých
zobrazeńı f : M → Y v podgrupě EH , a sice těch zobrazeńı f ∈ F , pro něž plat́ı
τ(fH) = fH. Jinak to lze vyjáďrit tak, že podmnožina Fτ je sjednoceńım těch
orbit Q prvk̊u z F v podgrupě EH , pro něž plat́ı τQ = Q.
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Ještě jinak řečeno to znamená, že množina orbit MFτ ,H se skládá z těch orbit Q
množiny MF,H , které splňuj́ı podḿınku τQ = Q. Nyńı jsme p̌ripraveni formulovat
a dokázat následuj́ıćı de Bruijnovu větu, která je úsťredńım výsledkem tohoto
paragrafu.

Věta.

Pro enumerátor γπ(F ,H,K ) plat́ı

γπ(F ,H,K ) =
1

|K |
∑
τ∈K

γπ(Fτ ,H) =
1

|H|·|K |
∑

σ∈H, τ∈K

( ∑
f∈F, τ◦f=f ◦σ

vπ(f )
)
.

Důkaz.
Druhá z výše uvedených dvou rovnost́ı plyne okamžitě z vyjáďreńı enumerátoru
γπ(Fτ ,H), které jsme źıskali v prvńı větě p̌redchoźıho paragrafu. Zbývá tedy
dokázat prvńı z uvedených dvou rovnost́ı. Podle definice enumerátoru γπ(F ,H,K )
máme

γπ(F ,H,K ) =
∑

O∈MF,H,K

vπ(O).

Každá orbita O ∈MF,H,K , to jest každá orbita O prvk̊u z F v podgrupě KH

je sjednoceńım těch orbit Q prvk̊u z F v podgrupě EH , které jsou obsaženy
v orbitě O.
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To jsou ale právě ty orbity Q v podgrupě EH , které tvǒŕı rozklad G(O) orbity O na
orbity v podgrupě EH . Poněvadž O je orbitou prvk̊u z F v podgrupě KH , máme
pro ni už definován člen vπ(O). Z definice tohoto člene ale plyne, že je tento člen
roven ďŕıve definovanému členu vπ(Q) pro každou orbitu Q v podgrupě EH , která
je obsažena v orbitě O. Počet těchto orbit Q je roven počtu ťŕıd v rozkladu G(O)
a pro každou tuto orbitu je j́ı p̌ŕıslušný člen vπ(Q) roven členu vπ(O). Nav́ıc pro
každou takovou orbitu Q plat́ı vztah O = KQ, takže na ḿıstě rozkladu G(O)
máme co do činěńı s rozkladem G(KQ). Z těchto úvah plyne rovnost∑

O∈MF,H,K

vπ(O) =
∑

Q∈MF,H

vπ(Q)

|G(KQ)|
.

Odtud a z p̌redchoźı rovnosti pak plyne vztah

γπ(F ,H,K ) =
∑

Q∈MF,H

vπ(Q)

|G(KQ)|
.

Dosazeńım za |G(KQ)| do tohoto vztahu z p̌redchoźıho lemmatu obdrž́ıme
rovnost

γπ(F ,H,K ) =
1

|K |
∑

Q∈MF,H

vπ(Q) |{ω ∈ K : ωQ = Q}|,
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neboli

γπ(F ,H,K ) =
1

|K |
∑

Q∈MF,H , ω∈K
ωQ=Q

vπ(Q),

anebo ještě jinak

γπ(F ,H,K ) =
1

|K |
∑
ω∈K

∑
Q∈MF,H
ωQ=Q

vπ(Q).

Vzhledem k úvahám p̌redcházej́ıćım této větě je možno tuto formuli ještě p̌revést
do tvaru

γπ(F ,H,K ) =
1

|K |
∑
ω∈K

∑
Q∈MFω,H

vπ(Q).

Vzhledem k definici enumerátoru γπ(Fω,H) z p̌redchoźıho paragrafu odtud ale
plyne vztah

γπ(F ,H,K ) =
1

|K |
∑
ω∈K

γπ(Fω,H).

To je ale rovnost, kterou ještě zbývalo dokázat.
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Pokud jde o počet konfiguraćı v množině MF,H,K , jak již bylo výše řečeno, tento
počet dostaneme, když do enumerátoru γπ(F ,H,K ) dosad́ıme hodnotu 1 za
všechny proměnné. Takto z p̌redcházej́ıćı de Bruijnovy věty odvod́ıme tento jej́ı
bezprosťredńı důsledek.

Důsledek.

Počet všech konfiguraćı, to jest počet všech orbit prvk̊u z F v podgrupě KH je
roven

|MF,H,K | =
1

|H|·|K |
∑

σ∈H, τ∈K

|{f ∈ F : τ ◦ f = f ◦ σ}|.

Tento důsledek je p̌ŕımým zobecněńım posledńıho důsledku uvedeného v paragrafu
věnovaném Pólyově enumeračńı teorii.

Věnujme se nyńı speciálńımu p̌ŕıpadu, kdy podmnožinou F množiny Y M je celá
tato množina Y M . Všimněme si bĺıže rozkladu π množiny Y na orbity prvk̊u
℘ ∈ Y v grupě K . Vezměme libovolnou permutaci τ množiny Y z podgrupy K .
Poněvadž tato permutace τ je kompatibilńı s rozkladem π množiny Y , lze
uvažovat o zúžeńıch permutace τ na jednotlivé orbity C v grupě K . Tato zúžeńı
τ |C jsou sama o sobě permutacemi dotyčných orbit. Původńı permutace τ
množiny Y je pak rovna součinu permutaćı τ |C p̌res všechny orbity C v grupě K ,
to jest p̌res všechny ťŕıdy C rozkladu π.
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V takovém p̌ŕıpadě máme následuj́ıćı výsledek formulovaný s pomoćı cyklového
indexu Z (H) permutačńı grupy H. Vystupuj́ı v něm také parametry z typů
1j1(τ |C )2j2(τ |C ) . . . ηjη(τ |C ) zúžeńı τ |C permutaćı τ z podgrupy K na jednotlivé
ťŕıdy C rozkladu π.

Věta.

Enumerátor γπ(Y M ,H,K ) je dán formuĺı

γπ(Y M ,H,K ) =
1

|K |
∑
τ∈K

Z (H;λ1(τ), λ2(τ), . . . , λm(τ)),

kde pro každé ` = 1, 2, . . . ,m je

λ`(τ) =
∑
C∈π

(∑
i|`

iji (τ |C )
)

x`C .

Důkaz.
Toto tvrzeńı plyne p̌ŕımo z prvńı rovnosti uvedené v de Bruijnově větě pro p̌ŕıpad,
kdy podmnožinou F je celá množina Y M , a z druhé věty v p̌redchoźım paragrafu,
kde je uvedeno, jak vypadá enumerátor γπ(Y M

τ ,H) pro libovolnou permutaci τ
množiny Y .
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Z této posledńı věty bezprosťredně plyne tento jej́ı následuj́ıćı důsledek.
Připomeňme v této souvislosti ještě jednou, že počet konfiguraćı v množině
MMY ,H,K , to jest počet všech orbit prvk̊u množiny MY v podgrupě KH obdrž́ıme,
když dosad́ıme hodnotu 1 za všechny proměnné do enumerátoru γπ(Y M ,H,K ).

Důsledek.
Počet konfiguraćı v množině MMY ,H,K je dán rovnost́ı

|MMY ,H,K | =
1

|K |
∑
τ∈K

Z (H;µ1(τ), µ2(τ), . . . , µm(τ)),

kde pro každé ` = 1, 2, . . . ,m je

µ`(τ) =
∑
i|`

iji (τ).

Jako p̌ŕıklad užit́ı tohoto důsledku řešme následuj́ıćı úlohu.

Mějme kolo rulety rozdělené do n sektor̊u. Dále mějme paletu barev kruhového
tvaru, po jej́ımž obvodu je uḿıstěno k barev. Každý sektor rulety obarv́ıme jednou
barvou z naš́ı palety.
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Klademe otázku, kolika způsoby můžeme sektory rulety obarvit, považujeme-li za
stejná taková obarveńı, z nichž jedno vznikne z druhého nějakým pootočeńım
rulety, a považujeme-li za stejná také taková obarveńı, z nichž jedno vznikne
z druhého cyklickou záměnou barev danou nějakým pootočeńım kruhové palety.

Podobně jako v ďŕıvěǰśıch úlohách o obarveńı sektor̊u rulety, i zde množinou M
bude množina všech sektor̊u rulety a množinou Y bude množina všech barev na
paletě. Podmnožinou F množiny Y M bude nyńı celá množina Y M . Podgrupou H
grupy SM všech permutaćı množiny M bude grupa všech otočeńı rulety. Pak H
bude cyklická grupa řádu n na množině M, kterou jsme ďŕıve značili symbolem
CM . Podgrupou K grupy SY všech permutaćı množiny Y bude grupa všech
otočeńı kruhové palety. Pak K bude cyklická grupa řádu k na množině Y , kterou
jsme ďŕıve značili symbolem CY . K těmto podgrupám CM a CY vezměme jim
odpov́ıdaj́ıćı podgrupu CCM

Y grupy SYM všech permutaćı množiny Y M . Pak orbity

prvk̊u z Y M v podgrupě CCM

Y budou odpov́ıdat obarveńım sektor̊u rulety, když na
ně pohĺıž́ıme tak, jak je to specifikováno v zadáńı úlohy.

Smě̌rujeme k aplikaci p̌redchoźıho důsledku. Grupou H tedy bude cyklická grupa
CM řády n. Grupou K bude cyklická grupa CY řádu k . Zaj́ımaj́ı nás jednotlivé
permutace τ z grupy K , to jest z grupy CY . Grupa CY je generována jedńım
cyklem ϑ délky k. Odpov́ıdá to pootočeńı palety barev o jednu barvu.
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Pak jednotlivé permutace z grupy CY lze vypsat jako mocniny permutace ϑ, to
jest jako permutace ϑ, ϑ2, . . . , ϑk , kde ϑk je identická permutace na množině Y .
Všimněme si podrobněji permutace ϑν pro některý exponent ν = 1, 2, . . . , k. Bud’

κ nejvěťśı společný dělitel č́ısel ν a k . Položme ε = k
κ . Při řešeńı jedné z ďŕıvěǰśıch

úloh jsme odvodili, že pak permutace ϑν je součinem κ nezávislých cykl̊u délky ε.
Zaj́ımaj́ı nás dále hodnoty µ`(ϑ

ν), kde ` = 1, 2, . . . , n, pro naši permutaci ϑν .
Jestliže ε|`, pak µ`(ϑ

ν) = εκ = k . Jestliže ale ε 6 | `, pak µ`(ϑ
ν) = 0. Vypočteme

nyńı sč́ıtance Z (CM ;µ1(ϑν), µ2(ϑν), . . . , µn(ϑν)) odpov́ıdaj́ıćıho naš́ı permutaci
ϑν . Tento sč́ıtanec je roven

Z (CM ; 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
ε−1

, k , 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
ε−1

, k , . . . ).

Viděli jsme ďŕıve, že cyklový index Z (CM) grupy CM je roven

Z (CM) =
1

n

∑
d|n

ϕ(d) t
n
d

d .

Do tohoto cyklového indexu nyńı dosazujeme právě nalezené hodnoty µd(ϑν) za
proměnné td pro všechna d |n. Taková hodnota je nenulová a je rovna k právě
tehdy, když ε|d . Jestliže tedy ε 6 | n, pak µd(ϑν) = 0 pro všechna d |n, takže v tom
p̌ŕıpadě máme

Z (CM ;µ1(ϑν), µ2(ϑν), . . . , µn(ϑν)) = 0.
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Jestliže ale ε|n, pak hodnoty µd(ϑν) jsou nenulové a jsou rovny k pro ty dělitele
d |n, které splňuj́ı ε|d . Takový dělitel d je pak tvaru d = εh pro nějaké h| nε .
V takovém p̌ŕıpadě pak dostáváme rovnost

Z (CM ;µ1(ϑν), µ2(ϑν), . . . , µn(ϑν)) =
1

n

∑
h| nε

ϕ(εh) k
n
εh .

Zbývá už jen seč́ıst tyto sč́ıtance p̌res všechny permutace tvaru ϑν , kde
ν = 1, 2, . . . , k , a vydělit výsledek č́ıslem k = |CY |. Připomeňme, že κ byl nejvěťśı
společný dělitel č́ısel ν a k . Výše uvedený sč́ıtanec nezáviśı p̌ŕımo na hodnotě ν, ale
na hodnotě ε = k

κ . Viděli jsme p̌ri řešeńı jedné z ďŕıvěǰśıch úloh, že počet hodnot
ν = 1, 2, . . . , k , jejichž nejvěťśı společný dělitel s č́ıslem k je roven stanovené
hodnotě κ, je dán hodnotou Eulerovy funkce ϕ(ε). Označme ještě symbolem
gcd{n, k} nejvěťśıho společného dělitele č́ısel n, k . Celkem tak dostáváme výsledek

|MMY ,CM ,CY
| =

1

nk

∑
ε|gcd{n,k}

ϕ(ε)
∑
h| nε

ϕ(εh) k
n
εh .

Tolik je tedy všech možných obarveńı sektor̊u naš́ı rulety, která jsou navzájem
odlǐsitelná vzhledem ke kritéríım naš́ı úlohy.
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