
Symetrické polynomy

Bud’ R[x1, x2, . . . , xn] okruh všech polynomů n proměnných x1, x2, . . . , xn
s koeficienty, jimiž jsou libovolné prvky tělesa R všech reálných č́ısel. Bud’

p ∈ R[x1, x2, . . . , xn] libovolný takový polynom. Přejeme-li si zde zdůraznit, že
p je polynom v proměnných x1, x2, . . . , xn, ṕı̌seme obš́ırněji p(x1, x2, . . . , xn) ḿısto
pouhého p. Do takového polynomu můžeme dále dosadit libovolné polynomy
q1, q2, . . . , qn z okruhu R[x1, x2, . . . , xn] za jednotlivé proměnné x1, x2, . . . , xn.
Výsledkem takového dosazeńı je potom polynom z okruhu R[x1, x2, . . . , xn], který
zaznamenáváme zápisem p(q1, q2, . . . , qn). Řekneme, že polynom p z okruhu
R[x1, x2, . . . , xn] je symetrický, jestliže pro každou permutaci σ množiny č́ısel
{1, 2, . . . , n} plat́ı rovnost p(xσ(1), xσ(2), . . . , xσ(n)) = p(x1, x2, . . . , xn). Př́ıklady

symetrických polynomů jsou sumy sk = xk
1 + xk

2 + · · ·+ xk
n mocnin jednotlivých

proměnných pro libovolná kladná celá č́ısla k . Je-li p(x1, x2, . . . , xn) libovolný
polynom z okruhu R[x1, x2, . . . , xn] a jsou-li q1, q2, . . . , qn libovolné symetrické
polynomy z tohoto okruhu, pak polynom p(q1, q2, . . . , qn) vzniklý dosazeńım je
symetrický polynom z tohoto okruhu.
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Člen v proměnných x1, x2, . . . , xn je libovolný součin mocnin proměnných tvaru
xα1
1 xα2

2 · · · xαn
n , kde α1, α2, . . . , αn jsou libovolná nezáporná celá č́ısla. Stupněm

člene xα1
1 xα2

2 · · · xαn
n pak rozuḿıme součet α1 + α2 + · · ·+ αn exponent̊u u všech

jeho proměnných. Každý polynom p z okruhu R[x1, x2, . . . , xn] je pak součtem
několika členů opaťrených koeficienty, jimiž jsou nějaké prvky tělesa R vyjma nuly.
Stupněm nenulového polynomu p pak rozuḿıme nejvěťśı ze stupňů jeho
jednotlivých členů. Řekneme, že nenulový polynom p z okruhu R[x1, x2, . . . , xn] je
homogenńı, jestliže všechny jeho členy maj́ı tentýž stupeň. Stupněm homogenńıho
polynomu je pak ovšem stupeň kteréhokoliv z jeho jednotlivých členů. Je vidět, že
každý polynom p z okruhu R[x1, x2, . . . , xn] je pak součtem několika homogenńıch
polynomů r̊uzných stupňů. Je-li tento polynom p symetrický, pak jednotlivé
homogenńı polynomy r̊uzných stupňů, které v součtu daj́ı tento symetrický
polynom p, jsou samy o sobě rovněž symetrickými polynomy. Dostáváme se tak
k pojmu homogenńıch symetrických polynomů. Pro každé kladné celé č́ıslo k
označme symbolem Λk

R[x1, x2, . . . , xn] množinu všech homogenńıch symetrických
polynomů stupně k s koeficienty, jimiž jsou libovolné prvky tělesa R. Pak množina
Λk
R[x1, x2, . . . , xn] tvǒŕı vektorový podprostor ve vektorovém prostoru

R[x1, x2, . . . , xn] nad tělesem R všech reálných č́ısel. Uvid́ıme, že Λk
R[x1, x2, . . . , xn]

je vektorový prostor nad tělesem R konečné dimenze, a najdeme jeho bázi.
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Rozkladem λ nezáporného celého č́ısla k rozuḿıme libovolnou posloupnost
λ = (λ1, λ2, . . . , λs) kladných celých č́ısel takovou, že λ1 > λ2 > · · · > λs a
λ1 + λ2 + · · ·+ λs = k . Délkou rozkladu λ rozuḿıme počet s jeho kladných složek
a znač́ıme ji symbolem `(λ). Někdy p̌ripoušt́ıme, aby složkami rozkladu λ byly i
nuly, a náš původńı rozklad λ = (λ1, λ2, . . . , λs) pak ztotožňujeme s každou
posloupnost́ı tvaru (λ1, λ2, . . . , λs , 0, 0, . . . , 0). Znač́ıme symbolem Par(k)
množinu všech rozkladů č́ısla k . Jestliže λ ∈ Par(k), ṕı̌seme také λ ` k. Ještě pro
každé i ∈ {1, 2, . . . , k} označme symbolem mi = mi (λ) počet těch složek
rozkladu λ, které jsou rovny i . Pak ovšem plat́ı m1 + m2 + · · ·+ mk = `(λ) a
1m1 + 2m2 + · · ·+ kmk = k .

Pro každé nezáporné celé č́ıslo k definujeme částečné uspǒrádáńı 6 na množině
rozkladů Par(k), nazývané uspǒrádáńı dominanćı, následuj́ıćım způsobem. Jsou-li
µ = (µ1, µ2, . . . , µr ) a λ = (λ1, λ2, . . . , λs) dva rozklady č́ısla k, pak klademe
µ 6 λ, jestliže plat́ı

µ1 + µ2 + · · ·+ µj 6 λ1 + λ2 + · · ·+ λj pro všechna j > 1.

Dostáváme tak částečně uspǒrádanou množinu (Par(k),6).
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Budeme dále poťrebovat nějaké lineárńı uspǒrádáńı množiny Par(k), které by bylo
kompatibilńı s t́ımto právě definovaným uspǒrádáńım dominanćı. Př́ıkladem
takového lineárńıho uspǒrádáńı je lexikografické uspǒrádáńı, které budeme značit
symbolem 4. Toto uspǒrádáńı je definováno následovně. Jestliže
µ = (µ1, µ2, . . . , µr ) a λ = (λ1, λ2, . . . , λs) jsou dva rozklady č́ısla k, pak klademe
µ 4 λ, jestliže bud’to µ = λ, anebo pro nějaké j > 1 plat́ı

µ1 = λ1, µ2 = λ2, . . . , µj−1 = λj−1, µj < λj .

Dostáváme tak lineárně uspǒrádanou množinu (Par(k),4). Je snadné se
p̌resvědčit, že takto definované lexikografické uspǒrádáńı 4 je skutečně
kompatibilńı s částečným uspǒrádáńım dominanćı 6, totiž že pro libovolné dva
rozklady µ a λ č́ısla k splňuj́ıćı µ 6 λ plat́ı µ 4 λ.

Je-li λ = (λ1, λ2, . . . , λs) rozklad č́ısla k a je-li splněno `(λ) 6 n, definujeme
homogenńı symetrický polynom mλ(x1, x2, . . . , xn) stupně k v proměnných
x1, x2, . . . , xn p̌redpisem

mλ(x1, x2, . . . , xn) =
∑
α

xα1
1 xα2

2 · · · x
αn
n ,

kde suma běž́ı p̌res všechny vzájemně r̊uzné permutace α = (α1, α2, . . . , αn) složek
posloupnosti λ = (λ1, λ2, . . . , λs , 0, 0, . . . , 0), kterou bereme jako posloupnost
délky n. Polynom mλ(x1, x2, . . . , xn) nazýváme monomiálńı symetrický polynom.
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Je-li nyńı f libovolný homogenńı symetrický polynom stupně k v proměnných
x1, x2, . . . , xn, takže polynom f je prvkem vektorového podprostoru
Λk
R[x1, x2, . . . , xn], a je-li nav́ıc splněno k 6 n, pak f je očividně lineárńı kombinaćı

monomiálńıch symetrických polynomů mλ(x1, x2, . . . , xn), kde λ prob́ıhá všechny
rozklady č́ısla k , p̌ričemž koeficienty jsou nějaké prvky tělesa R. Nav́ıc takové
vyjáďreńı polynomu f ve tvaru lineárńı kombinace monomiálńıch symetrických
polynomů je jediné. Odtud plyne, že množina monomiálńıch symetrických
polynomů {mλ(x1, x2, . . . , xn) : λ ` k} tvǒŕı bázi vektorového prostoru
Λk
R[x1, x2, . . . , xn]. Je tedy dimenze tohoto vektorového prostoru rovna počtu prvk̊u

množiny Par(k) všech rozkladů č́ısla k .

Definujme ted’ ještě jinou množinu homogenńıch symetrických polynomů, značme
je pλ(x1, x2, . . . , xn), kde λ prob́ıhá množinu Par(k) všech rozkladů č́ısla k,
následuj́ıćım způsobem. Předpokládáme i nadále, že je splněno k 6 n. Začneme
t́ım, že p̌ripomeneme, že pro každé kladné celé č́ıslo h jsme definovali sumu
mocnin proměnných sh, anebo podrobněji sh(x1, x2, . . . , xn), p̌redpisem

sh = xh
1 + xh

2 + · · ·+ xh
n .

Pak pro každý rozklad λ = (λ1, λ2, . . . , λς) daného č́ısla k , kde ς = `(λ) je délka
rozkladu λ, klademe

pλ(x1, x2, . . . , xn) = sλ1sλ2 · · · sλς .
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Smě̌rujeme nyńı k tomu ukázat, že pak množina symetrických polynomů
{pλ(x1, x2, . . . , xn) : λ ` k} tvǒŕı jinou bázi našeho vektorového prostoru
Λk
R[x1, x2, . . . , xn].

Bud’ M neprázdná konečná množina. Uspǒrádaným rozkladem této množiny M
rozuḿıme každou posloupnost π = (B1,B2, . . . ,Bκ) neprázdných vzájemně
disjunktńıch podmnožin množiny M, jejichž sjednoceńım je celá množina M, takže
pak soubor podmnožin {B1,B2, . . . ,Bκ} tvǒŕı obvyklý rozklad množiny M.
Podmnožiny B1,B2, . . . ,Bκ nazýváme bloky uspǒrádaného rozkladu π.

Tvrzeńı.

Necht’ λ = (λ1, λ2, . . . , λς) je rozklad č́ısla k, kde ς = `(λ) je délka tohoto
rozkladu. Poněvadž množina polynomů {mµ : µ ` k} tvǒŕı bázi vektorového
prostoru Λk

R[x1, x2, . . . , xn], existuj́ı jednoznačně určená reálná č́ısla rλµ, kde µ
prob́ıhá všechny rozklady č́ısla k, taková, že plat́ı

pλ =
∑
µ`k

rλµmµ.

Bud’ µ = (µ1, µ2, . . . , µκ) kterýkoliv z těchto rozklad̊u č́ısla k, kde κ = `(µ) je
délka tohoto rozkladu. Pak č́ıslo rλµ je rovno počtu všech těch uspǒrádaných
rozklad̊u π = (B1,B2, . . . ,Bκ) množiny č́ısel {1, 2, . . . , ς}, pro něž plat́ı
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µj =
∑
i∈Bj

λi pro všechna j = 1, 2, . . . ,κ.

Důkaz.

Připomeňme, že podle našeho p̌redpokladu je k 6 n. Pak ovšem máme `(µ) 6 n,
čili κ 6 n. Je jasné, že pak č́ıslo rλµ je koeficientem člene xµ1

1 xµ2

2 . . . xµκ
κ

v součinu pλ = sλ1sλ2 · · · sλς , to jest v součinu
(∑

xλ1

i

)(∑
xλ2

i

)
· · ·
(∑

xλςi

)
.

Abychom dostali člen xµ1

1 xµ2

2 . . . xµκ
κ v rozvoji tohoto součinu, vybereme pro každé

j = 1, 2, . . . , ς sč́ıtanec x
λj

ij
z činitele

∑
x
λj

i takovým způsobem, aby bylo splněno∏
j x
λj

ij
= xµ1

1 xµ2

2 . . . xµκ
κ . Pro každé t = 1, 2, . . . ,κ pak položme

Bt = {j ∈ {1, 2, . . . , ς} : ij = t}. Potom π = (B1,B2, . . . ,Bκ) bude uspǒrádaným
rozkladem množiny č́ısel {1, 2, . . . , ς} splňuj́ıćım posledńı výše uvedenou
podḿınku. Naopak zase každý takový uspǒrádaný rozklad π dá popsaným
způsobem vzniknout členu xµ1

1 xµ2

2 . . . xµκ
κ .
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Věta.

Necht’ λ = (λ1, λ2, . . . , λς) je rozklad č́ısla k, kde ς = `(λ) je délka tohoto
rozkladu. Pak, jak už bylo řečeno výše, existuj́ı jednoznačně určená reálná č́ısla
rλµ, kde µ prob́ıhá všechny rozklady č́ısla k, taková, že plat́ı

pλ =
∑
µ`k

rλµmµ.

Pak plat́ı rλµ = 0 s p̌ŕıpadnou výjimkou těch rozklad̊u µ č́ısla k, pro něž je λ 6 µ.
Naproti tomu máme

rλλ = m1(λ)! m2(λ)! · · · mk(λ)!,

kde pro každé i ∈ {1, 2, . . . , k} je mi (λ) počet těch složek rozkladu λ, které jsou
rovny i . Odtud plyne, že množina polynomů {pλ : λ ` k} tvǒŕı bázi vektorového
prostoru Λk

R[x1, x2, . . . , xn].

Důkaz.

Jestliže µ = (µ1, µ2, . . . , µκ) je rozklad č́ısla k takový, že rλµ 6= 0, pak podle
p̌redchoźıho tvrzeńı existuje alespoň jeden uspǒrádaný rozklad
π = (B1,B2, . . . ,Bκ) množiny č́ısel {1, 2, . . . , ς} takový, že plat́ı µj =

∑
i∈Bj

λi
pro všechna j = 1, 2, . . . ,κ. Vezměme kterékoliv č́ıslo t ∈ {1, 2, . . . , ς}.
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Necht’ Bi1 , . . . ,Biν jsou všechny ty vzájemně r̊uzné bloky uspǒrádaného rozkladu
π, které obsahuj́ı alespoň jedno z č́ıdel 1, 2, . . . , t. Z posledńı podḿınky uvedené
výše v tomto důkazu plyne, že µi1 + · · ·+ µiν > λ1 + λ2 + · · ·+ λt . Kromě toho
z faktu, že t > ν a µ1 > µ2 > · · · > µκ , žrejmě plyne, že
µ1 + µ2 + · · ·+ µt > µi1 + · · ·+ µiν . Dohromady tedy dostáváme, že
µ1 + µ2 + · · ·+ µt > λ1 + λ2 + · · ·+ λt . Poněvadž t bylo libovolné č́ıslo
z množiny {1, 2, . . . , ς}, celkem to dává, že λ 6 µ v uspǒrádáńı dominanćı.

Pokud jde o hodnotu rλλ, pak v úvahách z p̌redchoźıho odstavce pro p̌ŕıpad, že
µ = λ, žrejmě muśı být všechny bloky B1,B2, . . . ,Bκ uspǒrádaného rozkladu π
jednoprvkovými množinami (poznamenejme zde, že pak totiž κ = ς). Nav́ıc pro
každé j ∈ {1, 2, . . . ,κ} má platit, že µj = λi , kde i ∈ {1, 2, . . . , ς} je to č́ıslo, pro
něž Bj = {i}. Poněvadž nyńı µ = λ a nav́ıc máme λ1 > λ2 > · · · > λς , plyne
odtud, že uspǒrádaný rozklad π = (B1,B2, . . . ,Bκ) množiny č́ısel {1, 2, . . . , ς} se
od uspǒrádaného souboru množin ({1}, {2}, . . . , {ς}) může lǐsit nanejvýš nějakou
permutaćı prvńıch mk(λ) položek tvaru {i}, pro něž λi = k, potom nějakou
permutaćı následuj́ıćıch mk−1(λ) položek tvaru {i}, pro něž λi = k − 1, atd., až
nakonec nějakou permutaćı posledńıch m1(λ) položek tvaru {i}, pro něž λi = 1.
Celkem to dává m1(λ)! m2(λ)! · · · mk(λ)! možnost́ı, jak může vypadat
uspǒrádaný rozklad π, a tomuto počtu je pak také rovno č́ıslo rλλ.
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Konečně uvažme matici R =
(
rλµ
)
λ,µ∈Par(k). Indexy řádk̊u a sloupc̊u v této matici

necht’ jsou lineárně uspǒrádány lexikografickým uspǒrádáńım 4 množiny rozkladů
Par(k). Viděli jsme ďŕıve, že toto uspǒrádáńı je zúplněńım částečného uspǒrádáńı
6 dominanćı na této množině Par(k). Z prvńıho odstavce tohoto důkazu tak
plyne, že R je horńı trojúhelńıková matice. Z druhého odstavce tohoto důkazu pak
plyne, že všechny prvky na hlavńı diagonále matice R jsou nenulové. Dohromady
to ukazuje, že R je regulárńı matice. Z definice prvk̊u rλµ matice R je patrno, že
matice R je matićı p̌rechodu od soustavy polynomů {pλ : λ ` k} k soustavě
polynomů {mλ : λ ` k}. Ale, jak jsme už ďŕıve viděli, množina polynomů
{mλ : λ ` k} tvǒŕı bázi vektorového prostoru Λk

R[x1, x2, . . . , xn]. Z tohoto důvodu
také množina polynomů {pλ : λ ` k} tvǒŕı bázi vektorového prostoru
Λk
R[x1, x2, . . . , xn].

Z právě uvedené věty odvod́ıme ještě následuj́ıćı důsledek. Připomeňme, že až
dosud jsme p̌redpokládali, že k 6 n. Nyńı ale budeme pracovat se silněǰśım
p̌redpokladem. Budeme žádat, aby platilo k2 6 n. Pak obdrž́ıme následuj́ıćı fakt.
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Důsledek.

Ke každému symetrickému polynomu f z okruhu polynomů R[x1, x2, . . . , xn]
stupně nejvýše k existuje jediný polynom q v okruhu polynomů R[x1, x2, . . . , xk ]
stupně nejvýše k takový, že plat́ı f = q(s1, s2, . . . , sk).

Důkaz.
Již jsme viděli, že symetrický polynom f je součtem konečného počtu
homogenńıch symetrických polynomů r̊uzných stupňů, které nep̌revyšuj́ı
hodnotu k. Pokud dokážeme, že uvedený důsledek plat́ı pro všechny sč́ıtance
v tomto součtu, budeme ḿıt tento důsledek dokázán i pro samotný symetrický
polynom f . Můžeme tedy dále p̌redpokládat, že f je homogenńı symetrický
polynom stupně h, kde h 6 k . Kv̊uli jednoduchosti provedeme důkaz pouze
v p̌ŕıpadě, kdy h = k . Pro menš́ı hodnoty h by se důkaz vedl obdobně. Je tedy
nyńı f prvkem vektorového prostoru Λk

R[x1, x2, . . . , xn].

Podle p̌redchoźı věty je množina polynomů {pλ : λ ` k} báźı vektorového prostoru
Λk
R[x1, x2, . . . , xn]. Existuj́ı tedy jednoznačně určené prvky cλ tělesa R, kde λ

prob́ıhá všechny rozklady č́ısla k , takové, že plat́ı

f =
∑
λ`k

cλpλ.
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Ovšem polynomy pλ jsou podle definice rovny polynomům

pλ = sλ1sλ2 · · · sλς ,

kde λ = (λ1, λ2, . . . , λς) a ς = `(λ) je délka rozkladu λ. Poněvadž λ je rozklad
č́ısla k , máme λ1 6 k, λ2 6 k , . . . , λς 6 k . Vznikne tedy polynom sλ1sλ2 · · · sλς
dosazeńım polynomů s1, s2, . . . , sk za proměnné x1, x2, . . . , xk do člene
xλ1xλ2 · · · xλς . Tento posledńı člen je ovšem prvkem okruhu polynomů
R[x1, x2, . . . , xk ] stupně nejvýše k . Celkem to tedy znamená, že samotný polynom
f vznikne dosazeńım polynomů s1, s2, . . . , sk za proměnné x1, x2, . . . , xk do
polynomu

q =
∑
λ`k

cλ xλ1xλ2 · · · xλς ,

což je ale prvek okruhu polynomů R[x1, x2, . . . , xk ] stupně nejvýše k. Zbývá
ožrejmit, že tento polynom q je určen jednoznačně.

Bud’ tedy q̄ libovolný polynom z okruhu R[x1, x2, . . . , xk ] stupně nejvýše k takový,
že plat́ı f = q̄(s1, s2, . . . , sk). Uvažme libovolný člen xα1

1 xα2
2 · · · x

αk

k tohoto
polynomu; tento člen je ovšem stupně nejvýše k . Dosad’me do tohoto člene
polynomy s1, s2, . . . , sk za proměnné x1, x2, . . . , xk . Tak obdrž́ıme polynom
sα1
1 sα2

2 · · · s
αk

k stupně nejvýše k2.
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Pro každé celé č́ıslo i ∈ {0, 1, 2, . . . , k2} označme symbolem ri polynom, který
vznikne t́ım způsobem, že z polynomu q̄ vybereme sumu všech těch jeho členů
xα1
1 xα2

2 · · · x
αk

k i s jejich koeficienty, pro něž stupeň polynomu sα1
1 sα2

2 · · · s
αk

k je
roven právě i . Pak jistě plat́ı q̄ = r0 + r1 + r2 + · · ·+ rk2 . Poněvadž
f = q̄(s1, s2, . . . , sk) je homogenńı symetrický polynom stupně k, plyne odtud, že
pro každé i ∈ {0, 1, 2, . . . , k − 1, k + 1, . . . , k2} plat́ı ri (s1, s2, . . . , sk) = 0, zat́ımco
rk(s1, s2, . . . , sk) = f . Uvažme znovu kterýkoliv člen xα1

1 xα2
2 · · · x

αk

k jednoho
z polynomů ri pro i ∈ {0, 1, 2, . . . , k2}. Pak dostáváme

sα1
1 sα2

2 · · · s
αk

k = sαk

k s
αk−1

k−1 · · · s
α1
1 = sµ1sµ2 · · · sµκ ,

kde µ = (µ1, µ2, . . . , µκ) je ten rozklad č́ısla i , v němž prvńıch αk složek je
rovno k, daľśıch αk−1 složek je rovno k − 1, atd., až posledńıch α1 složek je
rovno 1. To znamená, že sα1

1 sα2
2 · · · s

αk

k je polynom pµ z vektorového prostoru
Λi
R[x1, x2, . . . , xn]. Je tedy polynom ri (s1, s2, . . . , sk) lineárńı kombinaćı polynomů

pµ pro nějaké rozklady µ č́ısla i . Přitom koeficienty v této lineárńı kombinaci jsou
koeficienty odpov́ıdaj́ıćıch členů xα1

1 xα2
2 · · · x

αk

k ve vyjáďreńı polynomu ri . Ovšem
poněvadž i 6 n, podle p̌redchoźı věty množina polynomů {pµ : µ ` i} tvǒŕı bázi
vektorového prostoru Λi

R[x1, x2, . . . , xn]. Je-li tedy i 6= k , takže
ri (s1, s2, . . . , sk) = 0, muśı všechny koeficienty v dotyčné lineárńı kombinaci být
nulové. To ale znamená, že všechny koeficienty v polynomu ri jsou nulové, takže ri
je nulový polynom pro všechna i ∈ {0, 1, 2, . . . , k − 1, k + 1, . . . , k2}.
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Zbývá tak už jenom polynom rk , pro nějž plat́ı rk(s1, s2, . . . , sk) = f . Analogická
úvaha jako p̌redt́ım ukazuje, že pak polynom rk(s1, s2, . . . , sk) je nějakou lineárńı
kombinaćı polynomů pλ pro některé rozklady λ č́ısla k . Přitom koeficienty v této
lineárńı kombinaci jsou koeficienty odpov́ıdaj́ıćıch členů xα1

1 xα2
2 · · · x

αk

k ve vyjáďreńı
polynomu rk . Podle p̌redchoźı věty ale množina polynomů {pλ : λ ` k} tvǒŕı bázi
vektorového prostoru Λk

R[x1, x2, . . . , xn]. To znamená, že dotyčné koeficienty ve
zḿıněné lineárńı kombinaci jsou určeny jednoznačně. Připomeňme znovu, že
máme rk(s1, s2, . . . , sk) = f . Vrát́ıme-li se nyńı k úvahám provedeným
v p̌redchoźım odstavci tohoto důkazu, vid́ıme, že tam jsme polynom f vyjáďrili
jako lineárńı kombinaci zḿıněných polynomů pλ s jistými koeficienty cλ, které
jsme následně použili v definici polynomu q. Ted’ z toho, že jsou tyto koeficienty
určeny jednoznačně, plyne rovnost polynomů rk = q. Celkem to nakonec dává
poťrebnou rovnost polynomů q̄ = q.

14 / 14


