Symetrické polynomy

Bud R[xi, X2, . . ., xn] okruh vdech polynomii n prom&nnych x1, o, ..., X,

s koeficienty, jimiZ jsou libovolné prvky t&lesa R viech redlnych &isel. Bud

p € R[x1, x2, . .., Xn] libovolny takovy polynom. P¥ejeme-li si zde zdiraznit, %e

p je polynom v prom&nnych xi, xa, ..., X,, piSeme obsirn&ji p(xi, xa, . .., X,) misto
pouhého p. Do takového polynomu miZeme déle dosadit libovolné polynomy
41,92, - - - qn z okruhu R[xy, x2, . . ., Xp] za jednotlivé prom&nné x1, xa, . .., Xp.
Vysledkem takového dosazeni je potom polynom z okruhu R[xq, %o, . .., x,], ktery
zaznamendvame zapisem p(q1, @2, ..., qn)- Rekneme, %e polynom p z okruhu
R[x1, X2, - . -, Xn] je symetricky, jestlize pro kaZdou permutaci o mnoZiny &isel
{1,2,..., n} plati rovnost p(Xs(1); Xo(2): - - - » Xo(n)) = P(X1, X2, ..., Xs). Ptiklady
symetrickych polynomii jsou sumy s, = xK + xX + - -+ + x¥ mocnin jednotlivych

promé&nnych pro libovolnd kladnd celd &isla k. Je-li p(x1, x2, ..., X,) libovolny
polynom z okruhu R[x1, Xz, ..., x,] a jsou-li g1, g2, ..., g, libovolné symetrické
polynomy z tohoto okruhu, pak polynom p(q1, g2, - ., qn) vznikly dosazenim je

symetricky polynom z tohoto okruhu.

1/14



Clen v proménnych xq, x5, ..., x, je libovolny sou¢in mocnin proménnych tvaru

X{1x52 - x@n, kde ag, g, . . ., @ jsou libovolnd nezdpornd celd &isla. Stupn&m
Clene x{" x5 - - - xS pak rozumime soudet aq + ap + - - - + @, exponenti u viech
jeho promé&nnych. Kazdy polynom p z okruhu R[xy, %2, ..., x,] je pak souttem

n&kolika ¢lenl opatfenych koeficienty, jimiZ jsou né&jaké prvky télesa R vyjma nuly.
Stupn&m nenulového polynomu p pak rozumime nejvétsi ze stupiit jeho
jednotlivych &lenti. Rekneme, Ze nenulovy polynom p z okruhu Rlx1, %2, ..., Xxn] je
homogenni, jestlize v8echny jeho &leny maji tentyZ stupefi. Stupn&m homogenniho
polynomu je pak oviem stupen kteréhokoliv z jeho jednotlivych €lenii. Je vidét, Ze
kazdy polynom p z okruhu R[x1, x2,. .., x,] je pak souttem n&kolika homogennich
polynom( riiznych stupiiti. Je-li tento polynom p symetricky, pak jednotlivé
homogenni polynomy riiznych stupiidi, které v souctu daji tento symetricky
polynom p, jsou samy o sobé& rovnéz symetrickymi polynomy. Dostdavdme se tak

k pojmu homogennich symetrickych polynomi. Pro kazdé kladné celé &islo k
ozna&me symbolem AX[xq, xa, ..., x,] mnoZinu vdech homogennich symetrickych
polynom( stupné& k s koeficienty, jimiZ jsou libovolné prvky télesa R. Pak mnoZina
/\Dk@[Xl, Xp, ..., Xn] tvoFi vektorovy podprostor ve vektorovém prostoru

R[x1, %2, ..., xn] nad télesem R viech redlnych &isel. Uvidime, Ze /\Dli[Xl,Xz, ey Xn)
je vektorovy prostor nad télesem R konecné dimenze, a najdeme jeho bazi.
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Rozkladem A nezdporného celého &isla k rozumime libovolnou posloupnost

A= (A1, A2, ..., As) kladnych celych &isel takovou, Ze Ay = Ap > -+ > A5 a

A1+ A2+ -+ As = k. Délkou rozkladu A rozumime pocet s jeho kladnych slozek
a znatime ji symbolem ¢()\). N&kdy p¥ipoustime, aby slozkami rozkladu X byly i
nuly, a nas pdvodni rozklad A = (A1, A2, ..., As) pak ztotoZiiujeme s kaZdou
posloupnosti tvaru (A1, Az, ..., As,0,0,...,0). Znatime symbolem Par(k)
mnoZinu viech rozkladi &isla k. Jestlize A € Par(k), piseme také A\ - k. Jest& pro
kazdé i € {1,2,..., k} oznatme symbolem m; = m;(\) potet téch slozek
rozkladu A, které jsou rovny i. Pak ovem plati my + ma + -+ + my = £()\) a

1my +2my + - -+ kmy = k.

Pro kazdé nezdporné celé &islo k definujeme &astedné usporddani < na mnoZin&
rozkladi Par(k), nazyvané uspofddani dominanci, nasledujicim zplisobem. Jsou-li
= (p1, p2y .o, pr) @ A= (A1, A2, ..., As) dva rozklady &isla k, pak klademe
< A, jestlize plati

prtpo+ g K AL A+ N pro véechna j > 1.

Dostdvame tak ¢dstetn& usporddanou mnozinu (Par(k), <).
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Budeme déle potfebovat n&jaké linedrni uspofddani mnoziny Par(k), které by bylo

kompatibilni s timto prédvé definovanym uspofadanim dominanci. P¥ikladem

takového linedrniho uspofadani je lexikografické uspo¥adani, které budeme znalit

symbolem <. Toto uspofadani je definovano nasledovné. Jestlize

o= (p1, pa,y oy fr) @ A= (A1, A2, ..., As) jsou dva rozklady &isla k, pak klademe
< A, jestlize bud'to = ), anebo pro n&jaké j > 1 plati

,LL1:)\1, ;1,2:)\2, ey ,Uj—lz/\j—la ,LLJ'<)\J'.

Dostavédme tak linedrn& uspofddanou mnoZzinu (Par(k), <). Je snadné se
presvédlit, Ze takto definované lexikografické uspofadani < je skutetné
kompatibilni s ¢asteénym uspofadanim dominanci <, totiZ Ze pro libovolné dva
rozklady p a A &isla k spliujici g < X plati o < A

Je-li A = (A1, A, ..., As) rozklad &isla k a je-li spIn&no £(\) < n, definujeme

homogenn{ symetricky polynom my(x1, X2, . .., X,) stupn& k v promé&nnych
X1, X2, . . ., Xn predpisem
(07
mx(x1, X2, .« s X E X{Ixg2 X
kde suma b&Zi pfes viechny vzdjemné& riizné permutace « = (g, a2, . . ., ap) slozek

posloupnosti A = (A1, Az,...,As,0,0,...,0), kterou bereme jako posloupnost
délky n. Polynom my(xy, xo, ..., X,) nazyvdme monomidlni symetricky polynom.
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Je-li nyni f libovolny homogenni symetricky polynom stupné k v promé&nnych

X1, X2, ..., Xp, takZze polynom f je prvkem vektorového podprostoru

A& [x1, X2, - - -, Xa], a je-li navic spln&no k < n, pak f je o&ividn& linedrni kombinacf
monomidlnich symetrickych polynomd my(x1, xa, ..., x,), kde A probihd viechny
rozklady &isla k, p¥i¢emZ koeficienty jsou néjaké prvky télesa R. Navic takové
vyjadfeni polynomu f ve tvaru linedrni kombinace monomialnich symetrickych
polynomi je jediné. Odtud plyne, Ze mnoZina monomialnich symetrickych
polynoma {my(xi, X2, ..., Xn) : A k} tvo¥i bazi vektorového prostoru

A& [x1, X2, - - ., xn]. Je tedy dimenze tohoto vektorového prostoru rovna po&tu prvkii
mnoZziny Par(k) vech rozkladi &isla k.

Definujme ted je$t& jinou mnoZinu homogennich symetrickych polynomii, zna¢me
je pa(x1, X2, ..., X,), kde X probihd mnoZinu Par(k) viech rozkladi &isla k,
nasledujicim zplsobem. Pfedpokldddme i nadale, Ze je splnéno k < n. Zaéneme

tim, Ze pfipomeneme, Ze pro kazdé kladné celé &islo h jsme definovali sumu
mocnin prom&nnych sp,, anebo podrobn&ji sp(xi, X2, . .., X,), predpisem

h o h h
Sh=Xp +Xp + -+ Xy,

Pak pro kazdy rozklad A = (A1, Aa, ..., Ac) daného &isla k, kde ¢ = £()\) je délka
rozkladu A, klademe

PA(X17X27 e >Xn) = S\ Sh SAc-
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Sméfujeme nyni k tomu ukdzat, Ze pak mnoZina symetrickych polynomi
{pr(x1,%2, ..., Xn) : A k} tvoHi jinou bazi nageho vektorového prostoru
NE[x1, X2, -+« s Xn]-

Bud M neprazdnd kone&nd mnoZina. Uspofddanym rozkladem této mnoZiny M
rozumime kaZdou posloupnost © = (By, Ba, . . ., B,,) neprazdnych vzdjemng
disjunktnich podmnoZin mnoziny M, jejichZ sjednocenim je celd mnoZina M, takze
pak soubor podmnoZin {By, Ba, ..., B,.} tvofi obvykly rozklad mnoZiny M.
PodmnoZiny By, Bs, ..., B,. nazyvdme bloky uspofadaného rozkladu 7.

Tvrzeni.

Necht X\ = (A1, A2, ..., \) je rozklad &isla k, kde s = {()\) je délka tohoto
rozkladu. PonévadZ? mnoZina polynomd {m,, : u & k} tvofi bdzi vektorového
prostoru N&[xi, xa, . . ., x,], existuji jednozna&né& uréens redina &isla M, kde
probihd vsechny rozklady Cisla k, takova, Ze plati

P\ = E PxpmMy.

pkek

Bud' pi = (p11, 12, - - -, 1) kterykoliv z téchto rozkladi &isla k, kde » = £(u) je
délka tohoto rozkladu. Pak ¢islo ry, je rovno poctu viech téch usporadanych
rozkladi m = (By, By, . .., B,.) mnoZiny &isel {1,2,...,c}, pro néZ plati
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Mj:ZA; pro vSechna j = 1,2,.. . .
iEBj

Dikaz.

P¥ipomeiime, Ze podle naseho predpokladu je k < n. Pak oviem mame ¢(u) < n,
&ili 3¢ < n. Je jasné, Ze pak &islo ry, je koeficientem &Elene x{" x4 ... x/x=
v soudinu py = Sy, Sx, * - - Sx., to jest v soutinu (3 X,-’\l) > x,-)‘Q) (X X,-’\‘).

Abychom dostali &len x{" x5 ... x%* v rozvoji tohoto sou&inu, vybereme pro kaZdé

j=1,2,... ¢ stitanec x,-;\j z Cinitele Zx{\j takovym zpisobem, aby bylo splnéno
I, x,.jf = xIxk | xl» Pro kazdé t = 1,2, ..., pak poloZme
B:={je{1,2,...,¢}:ij=t}. Potom m = (By, By, ..., B,.) bude usporadanym
rozkladem mnoZiny &isel {1,2,...,¢} spliiujicim posledni vyse uvedenou
podminku. Naopak zase kazdy takovy uspofadany rozklad 7w da popsanym
zplsobem vzniknout &lenu xj* x5 ... xtx. O

7/14



Véta.

Necht X\ = (A1, A2, ..., \) je rozklad &isla k, kde s = () je délka tohoto
rozkladu. Pak, jak uZ bylo Feceno vyse, existuji jednoznaéné uréend realnd &isla
I, kde p probihd véechny rozklady &isla k, takova, Ze plati

Px = Z PxpMy.

pk

Pak plati ry, = 0 s pFipadnou vyjimkou téch rozkladii yu ¢isla k, pro néZ je A < p.
Naproti tomu mame
NNy = ml(/\)| mz()\)l mk()\)',

kde pro kazdé i € {1,2,...,k} je m;i(\) pocet téch sloZek rozkladu A, které jsou
rovny i. Odtud plyne, Ze mnoZina polynomd {py : \ = k} tvoFi bazi vektorového
prostoru N&[xi, X2, - - ., Xp].

Diikaz.

Jestlize p = (p1, p2, - - ., ) je rozklad &isla k takovy, Ze ry,, # 0, pak podle
ptedchoziho tvrzeni existuje alespori jeden usporadany rozklad

m = (B, By,...,B,) mnoZiny &isel {1,2,...,¢} takovy, Ze plati u; = Ziesj Ai
pro vdechna j = 1,2, ..., 5. Vezm&me kterékoliv &islo t € {1,2,...,¢}.
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Necht B, ..., B;, jsou viechny ty vzdjemné& riizné bloky uspofddaného rozkladu
7, které obsahuji alespoi jedno z &idel 1,2,...,t. Z posledni podminky uvedené
vySe v tomto dilkazu plyne, Ze pj, + -+ pi, = A1+ A2+ -+ + A¢+. Kromé toho
z faktu, Ze t > v a g > o = -+ = [, zfejmé plyne, Ze

M1+ po 4o+ e = i + - - + pi, . Dohromady tedy dostdvame, ze

P+ o4 e = A1+ Ao+ - - - + A PonévadZ t bylo libovolné &islo

z mnoziny {1,2,...,¢}, celkem to dava, Zze A < pu v uspo¥dddni dominancf.

Pokud jde o hodnotu ryx, pak v tGvahich z pfedchoziho odstavce pro p¥ipad, Ze
@ = A\, zfejmé& musi byt viechny bloky By, B, ..., B,, usporddaného rozkladu m
jednoprvkovymi mnoZinami (poznamenejme zde, Ze pak totiZ » = ¢). Navic pro
kazdé j € {1,2,...,sc} md platit, Ze u; = \;, kde i € {1,2,...,6} je to &islo, pro
n&z Bj = {i}. Pon&vadZ nyni t = A a navic madme A; > Ao > --- > A, plyne
odtud, Ze uspofadany rozklad m = (By, By, . . ., B,.) mnoziny &isel {1,2,...,¢} se
od uspo¥idaného souboru mnozin ({1},{2},...,{s}) miZe ligit nanejvy¥ n&jakou
permutaci prvnich my()\) poloZek tvaru {i}, pro n& X\; = k, potom n&jakou
permutaci nisledujicich my_1(\) polozek tvaru {i}, pro n&z \; = k — 1, atd., az
nakonec né&jakou permutaci poslednich m;(\) poloZek tvaru {i}, pro n&z \; = 1.
Celkem to ddva my(A\)! ma(A)! - -+ mg(N\)! mozZnosti, jak miZe vypadat
usporadany rozklad 7, a tomuto po&tu je pak také rovno &islo ryy.
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Kone&né uvaZzme matici R = (rM) . Indexy ¥adki a sloupcl v této matici

X, u€Par(k)
necht jsou linedrn& usporadany lexikografickym usporddanim < mnoZiny rozkladi
Par(k). Vidé&li jsme dfive, Ze toto usporadani je zdplnénim Eastetného usporaddni
< dominanci na této mnoziné Par(k). Z prvniho odstavce tohoto ditkazu tak
plyne, Ze R je horni trojihelnikovd matice. Z druhého odstavce tohoto diikazu pak
plyne, Ze vSechny prvky na hlavni diagondle matice R jsou nenulové. Dohromady
to ukazuje, Ze R je reguldrni matice. Z definice prvkii ry, matice R je patrno, Ze
matice R je matici pfechodu od soustavy polynomi {py : A - k} k soustavé
polynomd {my : A F k}. Ale, jak jsme uZ dfive vidéli, mnoZina polynomi

{my : A k} tvo¥i bazi vektorového prostoru Ak[xi,x2,. .., x,]. Z tohoto diivodu
také mnoZina polynomd {p, : A - k} tvo¥i bazi vektorového prostoru
NE[x1, X2, -+« s Xn]- |

Z pravé uvedené véty odvodime jesté nasledujici disledek. P¥ipomerime, Ze aZ
dosud jsme predpoklddali, Ze k < n. Nyni ale budeme pracovat se siln&jsim
predpokladem. Budeme Zadat, aby platilo k? < n. Pak obdrzime nasledujici fakt.
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Dusledek.

Ke kazdému symetrickému polynomu f z okruhu polynomi R[xy, X, . . ., Xp]
stupné nejvyse k existuje jediny polynom q v okruhu polynomi R[xy, X, . . ., Xk]
stupné& nejvyse k takovy, Ze plati f = q(s1, %, - . ., Sk)-

Diikaz.

JiZ jsme vidéli, Ze symetricky polynom f je souttem kone&ného po&tu
homogennich symetrickych polynomi riiznych stupiil, které nepfevy3uji
hodnotu k. Pokud dokaZeme, Ze uvedeny disledek plati pro v8echny s&itance
v tomto souétu, budeme mit tento disledek dokazan i pro samotny symetricky
polynom f. MiZeme tedy ddle predpoklddat, Ze f je homogenni symetricky
polynom stupné& h, kde h < k. Kvdli jednoduchosti provedeme ditkaz pouze

v pfipadé, kdy h = k. Pro mensi hodnoty h by se dikaz vedl obdobn&. Je tedy
nyni f prvkem vektorového prostoru AK[x1, xa, ..., Xn).

Podle predchozi véty je mnoZina polynomi {py : A - k} bazi vektorového prostoru

/\H"{[xl,xz, ..., Xn]. Existuji tedy jednozna&n& ur&ené prvky c, télesa R, kde A
probihd vsechny rozklady &isla k, takové, Ze plati

f= Z CAPX-

Ak
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Ov&em polynomy p, jsou podle definice rovny polynomim

Px = S\ S, " SA.,

kde A = (A1, A2,...,Ac) a ¢ = 4(N) je délka rozkladu A. Pon&vadZ A je rozklad
¢isla k, mdme A\; < k, Ao < k, ..., A¢ < k. Vznikne tedy polynom sy, sy, - - - Sy
dosazenim polynomt si, S, ..., Sk za proménné xq, X2, ..., Xx do &lene

Xa Xx, -+ Xx_. Tento posledni ¢len je oviem prvkem okruhu polynomi

R[x1, X2, - - - , Xk] stupné& nejvyse k. Celkem to tedy znamend, Ze samotny polynom
f vznikne dosazenim polynomi si, s, ..., Sk za proménné xi, Xz, . .., Xk do
polynomu

<

q= E EX XN X0, Xy
Ak
co? je ale prvek okruhu polynomil R[xy, xo, . . ., x| stupn& nejvyde k. Zbyva
ozfejmit, Ze tento polynom g je uréen jednoznaéné.

Bud' tedy g libovolny polynom z okruhu R[x1, X2, . . ., x| stupn& nejvy3e k takovy,
ze plati f = q(s1,5,,...,5«). UvaZzme libovolny &len xi" x57 - - - x,'* tohoto
polynomu; tento &len je ovéem stupné nejvySe k. Dosad me do tohoto &lene
polynomy s, Sy, ..., Sk za proménné xi, Xa, ..., Xk. Tak obdrZzime polynom

s{sy? -+ s stupné nejvyse k2.
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Pro kazdé celé &islo i € {0,1,2,..., k?} oznatme symbolem r; polynom, ktery
vznikne tim zplsobem, Ze z polynomu g vybereme sumu v8ech téch jeho &leni

« (07 « H H NP Y e o . (0% H
XXy ~xk.k is Je-_j-ICh koeficienty, pro né€Z stupeli polynomu s;s,? - -- 5. je
roven pravé . Pak jisté platig=ro+rn +rn +--- + re. Ponévadz
f =4q(s1,%,...,sk) je homogenni symetricky polynom stupné k, plyne odtud, Ze
pro kazdé i € {0,1,2,...,k—1,k+1,..., k?} plati ri(s1, s, ...,5x) = 0, zatimco
rk(s1,,...,sk) = f. UvaZme znovu kterykoliv &len x; x5 - - - x,'* jednoho
z polynomii r; pro i € {0,1,2,..., k?}. Pak dostdvame

a1 00 o o Ok—1 a1

S ST ST TSk Sk—1 ST T SmSme " Sk
kde 1 = (p1, 2, - - -, 1) je ten rozklad &isla 7, v n&mZ prvnich oy sloZek je
rovno k, dalSich a_1 sloZek je rovno k — 1, atd., aZ poslednich a3 sloZek je
rovno 1. To znamend, Ze s;'s5? - - - s.'* je polynom p, z vektorového prostoru
Ng[x1,%2, . . ., Xa]. Je tedy polynom ri(s1, sz, ..., sk) linedrni kombinaci polynomi

Py pro néjaké rozklady p &isla i. Pfitom koeficienty v této linedrni kombinaci jsou
koeficienty odpovidajicich ¢lend x;" x5 - - - x,** ve vyjad¥eni polynomu r;. Oviem
ponévadz i < n, podle pfedchozi véty mnoZina polynomi {p, : pu = i} tvofi bazi
vektorového prostoru Ag[x1,x2, . .., Xa|. Je-li tedy i # k, takze

ri(s1,%,...,5¢) = 0, musi v8echny koeficienty v doty¢né linedrni kombinaci byt
nulové. To ale znamend, Ze viechny koeficienty v polynomu r; jsou nulové, takze r;
je nulovy polynom pro véechna i € {0,1,2,... .,k — 1, k+1,..., k?}.
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Zbyva tak uz jenom polynom rg, pro n&jz plati r(s1, s, ..., sk) = f. Analogicka
dvaha jako predtim ukazuje, Ze pak polynom ri(s1, sy, ..., sk) je n&jakou linedrni
kombinaci polynomi py pro n&které rozklady A &isla k. P¥itom koeficienty v této
linedrni kombinaci jsou koeficienty odpovidajicich ¢lend x;' x5 - - - x,** ve vyjad¥eni
polynomu r,. Podle p¥edchozi véty ale mnoZina polynomd {p, : A - k} tvo¥i bazi
vektorového prostoru AK[x1, xa, . . ., x,]. To znamend, Ze doty&né koeficienty ve
zminéné linedrni kombinaci jsou uréeny jednoznaéné. P¥ipomeiime znovu, Ze
mame rx(s1, Sz, .-, k) = f. Vratime-li se nyni k tivahdm provedenym

v predchozim odstavci tohoto dilkazu, vidime, Ze tam jsme polynom f vyjadFili
jako linedrni kombinaci zminénych polynoma py s jistymi koeficienty cy, které
jsme n3sledng& pouzili v definici polynomu g. Ted z toho, Ze jsou tyto koeficienty
uréeny jednoznaénég, plyne rovnost polynomi ry = q. Celkem to nakonec déava

potfebnou rovnost polynomi g = q. ]
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