Kompozice permutacnich grup

Za&néme p¥ipomenutim n&kolika pojm(i z teorie grup. Necht H a K jsou libovolné
grupy. Symbolem Aut H zna&ime grupu v3ech automorfismi grupy H. Budeme
aplikovat automorfismy grupy H na prvky grupy H zprava. To znamend, Ze pro
libovolny prvek h € H a pro libovolny automorfismus « grupy H budeme obraz
prvku h po aplikaci automorfismu « zna&it symbolem ha. Tomu také bude
odpovidat potadi skladdni automorfismi v grup& Aut H. TotiZ soucinem « e 3
dvou automorfismi v a 8 grupy H budeme rozumét automorfismus grupy H
dany pro libovolny prvek h € H predpisem h(a e 3) = (ha)B. Necht déle

@ K — Aut H je n&jaky homomorfismus grupy K do grupy Aut H. Pak na
mnozing& K x H definujeme bindrni operaci a nasledujicim p¥edpisem. Pro
libovolné prvky h, W' € H a k, k' € K klademe

(k,h) a (K H)= (kK ho(K')- H).

P¥imo |ze ovéFit, Ze pak mnoZina K x H spolu s bindrni operaci a tvofi grupu.
Tuto grupu znadime symbolem K x H a nazyvame ji obracenym polopFfimym
soutinem grup H a K uréenym homomorfismem .

Necht ddle M a N jsou libovolné neprazdné mnoZiny. Predpokladejme, Ze H je
n&jakad podgrupa grupy Sy vech permutaci mnoZiny M a Ze K je n&jakd
podgrupa grupy Sy viech permutaci mnoZiny N.
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Uvazme déle mocninu HN grupy H. Jejimi prvky jsou viechny soubory prvkii
(0p)pen grupy H indexované prvky mnoZiny N, takze o, € H pro v3echna p € N.
Tato mocnina H" je vybavena bindrni operaci nisobeni definovanou po slozkach
ptedpisem

(op)pen - (U,/J)peN = (0opo U;)peN-

Spolu s touto operaci tvo¥ mocnina HY grupu, nazyvanou p¥ima mocnina
grupy H. Pro libovolny prvek 7 € K uvazme zobrazeni (1) : HY — HN dané
predpisem

((p)pen)¥(r) = (Uf(p))peN-

P¥imo Ize ov&¥it, %e pak (7) je automorfismus mocniny HN grupy H. Vznika tak
zobrazeni ¢ : K — Aut HV p¥ifazujici kazdému prvku 7 € K automorfismus ()
grupy HN. Rovn&Z p¥imo Ize ovéFit, Ze toto zobrazeni ¢ je homomorfismus grupy
K do grupy Aut HV. Tato situace kone&n& umoZiiuje uvaZovat o obraceném
polop¥imém soutinu grup K x HN ur&eném homomorfismem 1. Tento obraceny
polop¥imy soutin budeme znatit symbolem K[H] a budeme ho nazyvat kompozici
permutalnich grup H a K. Z teorie grup je tato kompozice K[H] grup H a K
zndma jako obrdceny v&ncity soucin (reverse wreath product) permuta&nich grup
Ha K.
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Grupy H a K byly permuta&nimi grupami, totiz byly podgrupami grup Sy a Sy
vdech permutaci mnoZin M a N. UkdZeme, ?e i jejich kompozici K[H] lze
reprezentovat jako permutalni grupu, a to jako podgrupu grupy Syxpm viech
permutaci mnoZziny N x M. Prvky kompozice K[H], to jest prvky obraceného
polop¥imého soutinu K « HV, jsou tvaru (7, (0p)pen), kde 7 € K a 0, € H pro
v8echna p € N. Ke kazdému takovému prvku (7, (0p)pen) uvaZzme zobrazeni
[[7', (op)peNﬂ N x M — N x M dané pro kazdd a € M a g € N predpisem

[7. (@p)pen]l(a.2) = (7(q), 04(a))-

Je snadné nahlédnout, Ze pak takto definované zobrazeni [[7, (c,)pen]] je

permutaci mnoZiny N x M. Navic zobrazeni ¢ : K[H] — Snxm dané predpisem
C(Ta (Up)pEN) = [[Tv (Up)pGNﬂ

je prosty homomorfismus grupy K[H] do grupy Snyxm. Je snadné ovéfit, Ze toto

zobrazeni ( je prosté. UkdZeme, Ze ¢ je homomorfismus grup. K tomu je tfeba
ukazat, Ze plati

[(7. (p)een) & (7', (op)pen) | = [ (p)oen] o [[7's (o7 )pen] -

Ale (7, (0p)pen) & (7', (0))pen) = (T o7, (00/(p) © 0h)pen). TakZe mame ukdzat,
Ze plati

[[T ot (0r(p) © J;/J)pGN]] = [[T’ (UP)PGNH © [[T/’ (J;J)PGNH'
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OvéFime, Ze zobrazeni na obou strandch dévaji tutéz hodnotu na kazdé dvojici
(g,a), kde a€ M a g € N. Ale skutetng

[[T or, (UT’(P) ° U;J)PEN]] (q’ a) = ((T ° T/)(q)v (U‘r’(q) © U;)(a))
= (17(7'(9)), 7+(q)(94(a))),

zatimco
[ (@p)pen]] ([ (0p)pen]] (a, 2)) = [[7: (op)pen]] (7'(), o5(a))
= (7(7'(9)), 0(q)(04(a)))-

Celkem je tedy zobrazeni ¢ : K[H] — Snxm vnotenim grupy K[H] do grupy
permutaci Syx . Lze tedy kompozici K[H] grup H a K vnimat jako podgrupu
grupy Syxm vsech permutaci mnoziny N x M.

Bude nas déle zajimat cyklovy index Z(K[H]) kompozice K[H] grup H a K
v pfipadé&, Ze mnoziny M a N jsou kone¢né, a tedy i permutaéni grupy H a K
jsou konecné. V tom p¥ipadé predpoklddejme, Ze mnozina M ma m prvki
a mnozina N ma n prvkd. V takovém piipad& je pak i kompozice K[H] konenou
grupou, na kterou lze rovnéz nahlizet jako na permutaéni grupu vySe popsanym
zplGsobem. P¥islusnd mnoZina N x M, na niZ se permutace odehravaji, pak ma
mn prvki. Cyklovy index Z(K[H]) grupy K[H] je pak polynomem v promé&nych
t1, toy .« ., tmn, ktery vyjdd¥ime pomoci cyklovych indexd Z(H) a Z(K) grup H
a K nasledujicim zpisobem.
4/15



Véta.
Pro cyklovy index Z(K[H]) grupy K[H] plati rovnost

Z(K[H]; t1, to, -y tmn) = Z(K; Z(H; ty, ta, ooy tm),
Z(H;t, ta, ... tom), -, Z(H; tay tony -« 5 tmn))-

Viyraz vpravo vznikne tak, Ze do cyklového indexu Z(K; ty, ta, . .., t,) dosadime
pro kazdé £ =1,2,...,n vyraz Z(H; ty, tog, . . ., tme) za proménnou t;.

Dikaz.

Bud Y libovolnd kone¢nd dostateén& velkd mnoZina majici  prvkii. Je mozné si
pfimo predstavit, Ze Y je mnoZina &isel {1,2,...,n}. Pfipomefime znovu, Ze pak
pro kazdé kladné celé &islo k jsme oznalili symbolem s, sumu mocnin proménnych
XXk 4+ Xf;. Vy3e uvedenou rovnost cyklovych indexd grup dokazeme tak,

Ze ukdZeme, Ze plati rovnost polynomil v proménnych xi, xo, ..., x;,, kterd vznikne,
kdyZ do shora uvedené rovnosti polynomi v proménnych t;, to, ..., tn, dosadime
pro kaZzdy index k =1,2,..., mn sumu s, za proménnou tx. Z posledniho

disledku uvedeného v predchozim paragrafu plyne, Ze toto skutetné sta&i k tomu,
abychom ové¥ili shora uvedenou rovnost cyklovych indexd grup.
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Chystdme se tedy dokdzat, Ze plati rovnost polynomi
Z(K[H); 51,92,y Smn) = Z(K; Z(H; 51,92, - - -5 Sm),
Z(H;,88,.-ym)y -y Z(H; Sny Sany -« - s Smn))-

Podle Pélyovy véty je polynom Z(K[H]; s1, %2, - - -, Smn) Stojici nalevo v této
rovnosti roven enumeratoru y(YV*M K[H]). Pottebujeme tedy ukazat, Ze
také polynom stojici napravo v této rovnosti je roven témuZ enumeratoru
Y(YN*M K[H]). Oznatili jsme symbolem DMy wxm k(1 MnoZinu viech orbit
libovolnych zobrazeni N x M — Y v podgrupé EXIH]. Pak podle definice
enumerdtoru mame pro zminény enumerator rovnost

y(YVMKIH) = Y v(0).
OemYNXM,K[H]

Stitaji se zde Eleny v(O) pres viechny orbity O € Mywxm (). Stardme se

tedy déle o orbity libovolnych zobrazeni N x M — Y v podgrupé EXIF. Bud

f:Nx M — Y libovolné takové zobrazeni. Pak pro jeho orbitu v podgrupé
EKIH kterou znatime symbolem fK[H], mdme vztah

fK[H] = {fop:pe K[H]}
= {fo[[r,(op)pen]] : T € K, 0, € H pro vSechna p € N}.
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P¥itom pro libovolnd a € M a g € N mdme

(o [[m: (@p)pen]) (g, 2) = F([[7: (op)pen]l (g, 2)) = F(7(q), 74())-

P¥irad me k naSemu zobrazeni f : N x M — Y soubor zobrazeni (f,),cn, kde pro
kazdé p € N je f, : M — Y zobrazeni dané predpisem f,(a) = f(p, a) pro viechna
a € M. Vezmé&me ddle k danému zobrazeni f orbity zobrazeni f, v podgrupé (B
pro viechna p € N. Pro tyto orbity, které zna¢ime f,H, mdme vztah

fobH={f,0¢:¢ € H}.

Oznatili jsme symbolem My wm 1 mnoZinu viech orbit libovolnych zobrazenf

M — Y v podgrupg& E". Uvazme konetn& zobrazen{ f : N — Mym y dané pro
kazdé p € N predpisem ?(p) = f,H. Vezméme k tomuto zobrazenf{ f jeho orbitu
v podgrup& EX. Tuto orbitu zna&ime symbolem fK a mame pro ni vztah

fK={for:7eK}.

Pro mnoZinu v3ech orbit libovolnych zobrazeni N — 9ywm v podgrupé EX

mame oznaleni Myyw . Orbita FK je prvkem této posledni mnoZiny orbit.
VAT g
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Abychom se vyhnuli komplikovanému znaceni, zavedeme pro mnoZinu orbit
Mywm py krdtké oznaceni Q). Pak orbita fK je prvkem mnoZiny orbit Myw k.

UkéaZeme, Ze pak existuje vzajemné& jednoznaéna korespondence
N mnyM,K[H] — 9)7@/\/7,(

definovand formuli _
x(fK[H]) = fK

pro libovolna zobrazeni f : N x M — Y. Je ov8em tfeba zprvu ukazat, Ze tato
definice je korektni.

Necht tedy f,g : N x M — Y jsou dv& zobrazeni naleZejici té%e orbité

v podgrupg EXIH takze g =fo [[7. (op)pen]] pro n&jakd 7 € K a o, € H,
kde p € N. Pak pro kazdé p € N jsou f,, g, : M — Y zobrazeni dand predpisy
fr(a) = f(p,a) a go(a) = g(p, a) pro viechna a € M. OvZem vid&li jsme vy3e,
Ze pak gp(a) = g(p, a) = f(7(p), 95(a)) = f(p)(0p(a)) pro viechna a € M,
takZe dostdvdme rovnost g, = f;(,) © o, platnou pro viechna p € N. Déle
pfipomeiime, Ze zobrazeni ?,E i N — Mywm yy jsou pro kazdé p € N dana
predpisy f(p) = fobH={f,oc:c€ H} ag(p) =g,H={gp05:5 € H}.
Krom& toho vime, Ye fK = {fod: 9 € K} agK ={god:0 € K}.
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Odvodime odtud, ¥e fK = gK. Mé&me tedy libovolné zobrazeni tvaru g o, kde
¥ € K, které ndleZi orbité gK. Pak pro kazdé p € N plati

(& 09)(p) = &(9(p)) = 8o(p)H = {8o(p) < : s € H}
{fr@w(p)) © Tv(p) ©S 15 € HY = {fr vy 05 1 € H}
= fr(o(e ))H:?(T(ﬁ( ))) = (For0v)(p).

TakZe dostadvame rovnost g o) = forod. Ovdem 709 € K, takZe zobrazeni
forod nle orbit& fK, a tedy i zobrazeni g o ¢ naleZi orbit& FK. Dokazali jsme
tak inkluzi gK C fK. Obrécens inkluze se dokaZe analogicky, takZze celkem platf
rovnost fK = gK. Je tedy vySe uvedend definice korespondence x korektni.

UkdZeme dale, Ze korespondence x je prosté zobrazeni. Necht tedy

f,~g : N x M — Y jsou dvé& zobrazeni takovd, e fK = gK. To znamen3, Ze
{fov:9e K}={god:9 € K}. Zejména tedy existuje T € K takové, ze

g = f o 7. Tak¥e pro kazdé p € N mame rovnost g(p) = f(7(p)), &ili

goH = fr(p)H, a tedy {gp0c :c € H} = {f,(5) o5 : ¢ € H}. Zejména tedy pro
kazdé p € N existuje o, € H takové, Ze g, = f;(,) o 0p. Odtud pro kazdé a € M
a pro kazdé p € N plyne, Ze g(p, a) = gp(a) = fr(p)(0p(a)) = f(7(p), op(a)).
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vvvvvv

nalezend 7 € K a 0, € H, kde p € N. NaleZeji tedy obé zobrazenfi f, g téze
orbité v podgrupg EXIH] takze plati, e fK[H] = gK[H]. To doklada prostotu
zobrazeni x.

UkaZeme nakonec, Ze korespondence  je surjektivni zobrazeni. Necht tedy Q je
libovolnd orbita v mnoZing Myyn k. Tato orbita se sklddad z n&jakych zobrazeni
N — Mym . Zvolme libovolné zobrazeni h: N — Mywm 1 z této orbity Q.

Pro kazdé p € N je h(p) n&jaka orbita v mnoZin& Mywm . Tato orbita se zase
skldda z néjakych zobrazeni M — Y. Zvolme pro kazdé p € N néjaké zobrazeni
fo : M — Y z orbity h(p). Definujme kone&né& zobrazeni f : N x M — Y pro
kazdd a € M a p € N predpisem f(p, a) = f,(a). Ukdzeme, Ze pak plati fK=0.
K tomu staci ukdzat, Ze fe 9. My ukaZeme, Ze ve skutecnosti plati rovnost

f = h, kde h je odpotdtku zvolené zobrazeni z orbity Q. Ale pro kazdé p € N
mame f(p) = f,H = h(p), nebot f, je zobrazeni z orbity h(p). TakZe skutetng&
mame rovnost f = h. To potvrzuje surjektivitu zobrazeni .

Bud nyni O libovolna orbita v mnoZin& Mywxm k(). Tato orbita je tvaru fK[H]

pro n&jaké zobrazeni f : N x M — Y. Clen v(O) je urcen jako &len v(f), a tento
posledni &len je definovdn jako sou&in proménnych
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Rozepisme tento soudin ve tvaru

v() = TT(TI %t )-

peEN aeM

Zavedeme-li stejné jako vySe zobrazen{ f, : M — Y pro vSechna p € N predpisem
fr(a) = f(p, a) pro vechna a € M, miZeme posledni soutin je¥t& pfepsat ve tvaru

v(f) = TT(IT %e)-

peEN aeM

Vnit¥ni sou&in v zavorkach Ize ale nyni vnimat jako ¢len v(f,), a to je &len v(f,H),
kde f,H je orbita zobrazenfi f, v podgrupé E". To je ale orbita v mnoZiné Mym p.
Dostavame tak vyjadreni

v(f) =TT v(%).

peN

vvvvvv

Podle naseho dFivéjsiho zjisté&ni mame vzdjemné jednoz~naénou korespondenci
Xt Mywxm ki — Myn k danou formuli X(fK[H]) = K.
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Nasi shora vybrané orbit€ O z mnoZiny Mywxm k) tak odpovida orbita x(0)
z mnoZiny My . Nade piivodni orbita O byla tvaru fK[H] pro n&jaké
zobrazeni f, nae nyn&jsi orbita x(O) je tvaru fK pro totéz zobrazeni f.
P¥ipometime, Ze zobrazeni FiN— Mywm 1 je ddno pro kazdé p € N predpisem
?(p) = f,H. P¥itad me nyni kazdé orbité¢ R v mnoZin& Mywm 1y n&jakou novou
promé&nnou Xz . Pak bychom mohli uvaZovat pro zobrazen( f o &lenu

v(f) = H XF(p)"

peN

Tento ¢len V(f) by bylo mozno vzit jako ¢len V(x(O)). Tim by v3ak byl definovdn
¢len V(Q) pro kazdou orbitu Q € My . Déle bychom mohli zavést enumerator

OV K) = > v(Q).

QeEMyn i

Pro tento enumerdtor bychom pak oviem méli rovnost

OV, K) = Y v(x(0)).

OEMynxM ki
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Podle Pdélyovy véty pro tento enumerdtor plati rovnost
— o N — _
¥V, K) = Z(K;351,52,--,5n),

kde pro kazdé £ =1,2,...,nje s, = ZRGEUIYM,HY%' Porovnejme nyni mezi

sebou enumeratory v(YVN*M K[H]) ve vyjadFeni uvedeném zkraje tohoto diikazu
a (", K) ve vyjadreni uvedeném v predminulé formuli. V obou p¥ipadech se
stitd pres vdechny orbity O € Mywxm kpy. V prvnim ptipadé se stitaji Eleny v(O),
ve druhém ptipadg se stitaji ¢leny V(x(O)). Je-li orbita O tvaru fK[H] pro n&jaké
zobrazeni f, pak orbita x(O) je tvaru fK pro totéz zobrazeni f. P¥islu$ny &len
v(O) je pak roven &lenu v(fK[H]), to jest &lenu v(f), kdezto ¢len v(x(O)) je pak
roven &lenu V(fK), to jest &lenu V(). Kone&n& porovnejme nyni mezi sebou tyto

&leny v(f) a v(f) ve vyjdd¥enich uvedenych vyse v tomto dilkazu:

vi) =TI vh)  a v =]]%u,

peN peN

Vidime, Ze &len v(f) vznikne dosazenim &lent v(f,) za prom&nné X7(p) do Elene

V(f) pro viechna p € N. Je tfeba zde oviem pfipomenout, Ze v(f,) = v(f,,H)
a f(p) = f,H, kde f,H je orbita zobrazeni f, v podgrup& E", tedy orbita
v mnoziné Mywm . Navic odtud vyplyva nasledujici zavér.
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Posledni pozorovani ohledn& dosazovani Ize preformulovat nasledovng. Clen v(f)
vznikne dosazenim &lenii v(R) za prom&nné X do &lene V(f) pro viechny orbity
R € Mywm . Provedeme-li toto dosazeni ve viech stitancich enumerdtoru
F(DN, K), dosp&jeme nakonec k zvéru, Ze enumerator (Y N*M K[H]) vznikne
dosazenim &lendi v(R) za prom&nné Xz do enumerdtoru (PN, K) pro viechny
orbity R € QJTyM - Vratme se nyni k vySe uvedenému vztahu vyjadfujicimu
enumerdator 7(2) , K) prostfednictvim cyklového indexu Z(K) grupy K

a prostfednictvim sum mocnin proménnych 51,55, ...,5,. Dosadime-li pro dané
£=1,2,...,n¢leny v(R) za proménné X do polynomu 3, pro viechny orbity
R € Mywm yy, prejde tak polynom 5, v sumu ZReimYM,H Vi(R). Pro £ =1 se
jednd o sumu ZnemvaH v(R). To je ale podle definice enumeratoru pravé

enumerator (Y™ H). Pro n&j podle Pélyovy v&ty mame rovnost
V(YM H) = Z(H; 51,5, ., 5m)-

Pro obecné ¢ = 1,2, ..., n pak vznikne suma ZRefmyM ., vi(R) ze sumy

. . Xy YN £
ZRGSWYM_H v(R) dosazenim mocnin promé&nnych xi, X5, ..., x, za promé&nné

X1, X2, -, Xy To znamend, Ze suma > pcon vi(R) vznikne takovymto

dosazenim z enumeratoru y(YM, H).

14 /15



Vzhledem k predchozimu vyjadreni enumeratoru v(YM, H) to pak m4 za
nasledek, Ze doty¢énd suma je rovna polynomu

Z(H; S0,520y -+, sz).

Celkem to znamend, Ze enumerator v(YN*M K[H]) vznikne nahrazenim
polynom(i 51,35, ...,5, v enumeratoru 7(", K) postupné polynomy
Z(H;s1,%,...,5m), Z(H; 52,58, ,Som)s « -y Z(H; Sny S2ny - - - 5 Smn)-
Vzhledem k vy%e uvedené podobé enumerdtoru F(QV, K) to ale ¥ika, Ze

enumerétor v(YV*M K[H]) vznikne dosazenim polynomii Z(H; s1, 2, - -, Sm),
Z(H; 5,84, y5m)s ---s Z(H; Sn, Sony - - -, Smn) za proménné ty, to, ..., t, do
polynomu Z(K; ty, to, ..., t,). To je ale ta skute€nost, kterou bylo potfeba
dokazat.
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