Obarveni nékolika rulet

Na kulatém stole podél jeho okraje je v kruhu umisténo n rulet. Kazda ruleta ma
tvar kola rozdéleného do m sektorii. K dispozici je k barev, kterymi |ze obarvit
jednotlivé sektory vsech rulet. Klademe otdzku, kolik soustav obarvenych rulet
takto miZe vzniknout, povaZujeme-li za stejnd kazda takova dvé obarveni, z nichz
jedno vznikne z druhého né&jakym pootolenim stolu a n&jakymi pootolenimi
jednotlivych rulet.

Uvidime, Ze jde o situaci, kterou lze postihnout konstrukci kompozice
permuta&nich grup popsanou v pfedchozim paragrafu. MnoZinou M zde bude
mnozina viech m sektorl jedné rulety. MnoZinou N zde bude mnoZina vsech

n pozic u okraje kulatého stolu, na nichZ jsou umistény jednotlivé rulety. MnoZinu
N x M lze pak vnimat jako mnoZinu viech sektor( viech rulet rozmist&nych okolo
stolu. MnoZinou Y zde bude mnoZina viech k pouZitych barev. Obarveni viech
sektorl v8ech rulet témito barvami Ize interpretovat jako libovolnd zobrazeni
mnoziny N X M do mnoziny Y. Podgrupou H grupy Sy zde bude grupa vech
otoleni jedné rulety. Pak H bude cyklickd grupa ¥ddu m na mnozin& M, kterou
jsme znatili symbolem Cp. Podgrupou K grupy Sy zde bude grupa viech oto&eni
kulatého stolu. Pak K bude cyklicka grupa ¥adu n na mnoziné& N, kterou jsme

znadili symbolem Cy.
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Zastavme se u kompozice K[H] permutaZnich grup H a K, to jest u kompozice
Cn[Cwm] cyklickych grup Cp a Cy. Pak Cy[Cum] je permutalni grupa na mnoZing
N x M vSech sektorii viech rulet. Kazda permutace [[7, (0,)pen]] z grupy Cn[Cum]
kazdému sektoru (g, a) € N x M kaZzdé rulety, to jest sektoru a rulety na pozici g,
predepisuje, do které rulety, to jest do rulety na které pozici 7(q) se ruleta s timto
sektorem otodi, a v zdvislosti na tom, na které pozici g byla pdvodni ruleta
obsahujici tento sektor a, pak do kterého sektoru o4(a) se tento sektor pootodi.
Je jasné, Ze takova permutace je kompozici n&jakého otoleni kulatého stolu

s naslednymi pootogenimi jednotlivych rulet umisténych kolem stolu. Vystihuje
tedy kompozice Cy[Cum] cyklickych grup Cp a Cy plné situaci popsanou v nasi
dloze. Orbity libovolnych zobrazeni N x M — Y v podgrupé EVCH] pak budou
odpovidat navzajem odlisnym obarvenim sektorii vsech rulet, kdyZ nerozliSujeme
mezi obarvenimi, kterd mohou na sebe navzdjem prejit néjakym otocenim
kulatého stolu a néjakymi pootocenimi jednotlivych rulet.

Ptame se tedy na pocet orbit libovolnych zobrazeni N x M — Y v podgrupé
ENICu], to jest na potet orbit v mnoZin& Mywxm cy(c,)- S tim souvisi otizka
ohledng p¥islugného enumeratoru (Y N*M Cy[Cp]). Ovéem podle Pélyovy véty
méame pro tento enumerdtor vztah

Y(YNM Cy[Cm]) = Z(Cn[Cm); 51,52, - - -+ Smn)s

kde pro kazdé £ =1,2,...,mn je sy = x{ + x5 + -+ + x{, nebot mnoZina Y

obsahuje k barev.
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Vime, Ze potet orbit v mnoZiné Mynxm c,[c,] dostaneme, kdyZ dosadime hodnotu

1 za vSechny proménné do enumerdtoru. Kromé& toho na zakladé& dst¥edni véty
z minulého paragrafu vime, Ze pro cyklové indexy permuta&nich grup obsaZenych
v predchozim vyjadveni enumerdtoru v(YN*M_ Cy[Cu]) plati rovnost

Z(Cn[Cm)iti, to, ..oy tmn) = Z(Cni Z(Cuis ta, b, ooy tm),
Z(CMv t27 t47 sy t2m)> DRI Z(CM, tm t2n7 sy tmn))~

Dosazenim sum sy, S, ..., Smn za proménné ti, to, ..., tm, do této rovnosti
obdrZime vztah

Z(CN[CM];51752a . -75mn) = Z(CN;Z(CM;S].7S27' .t )Sm)7
Z(CM;527547"‘7S2IT1)7~"7Z(CM;SH752n:~~~7smn))~

Dosazenim z tohoto vztahu do vztahu pro enumerator v(YN*M Cy[Cp]), ktery
byl uveden vy3e, obdrzime rovnost

Y(YNM CulCm]) = Z(Cni; Z(Cui; 51,92, - - - 5 Sm),s
Z(CpM;S2,S8y -+ 35m)s -+ Z(CMi Sny S2ns - - - » Smn))-

Dosazenim hodnoty 1 za v8echny proménné do kterékoliv z uvedenych sum

Sp = Xf + Xf +---+xt, kde £ =1,2,..., mn, dostaneme pokazdé hodnotu k.
TakZe timto dosazenim do enumeratoru (Y N*M Cy[Cp]) ndm pro polet orbit
v mnoZiné Mywnxm ¢, (¢, Vyide vztah
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| My wxm cuicn| = Z(Cni Z(Cui ks k-, k),
Z(Cui ko ky oo k)y o Z(Cups ko ks, K)).

NN XY

Zbyva hodnotu napravo v této rovnosti vypoditat. Z d¥ivéjska vime, Ze cyklovy
index Z(Cpym) cyklické grupy Cp ¥adu m ma tvar

Z(Cu) = Ztﬂ

Odtud plyne, Ze 1
Z(Cpik, k... k)= — ke
( My Ky Ky ) ) mz<p(c)
cim

Rovn&z vime, Ze cyklovy index Z(Cpu) cyklické grupy Cy ¥ddu n m3 tvar

_1 Fl
= Z o(d) tg
d|n

Do tohoto cyklového indexu nasledné dosazujeme vyse vypoétenou hodnotu
Z(Cpm; k, k, ..., k) za viechny prom&nné t, pro d|n. Tak obdrZime rovnost

n

1 1 )’
[ Mywxm cyicul| = - Z‘P(d) (m Z‘P(C) kc) .
d|n

clm
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Tolik je tedy vSech navzdjem odliSitelnych obarveni sektor(i rulet umisténych po
obvodu kulatého stolu, nezaleZi-li ndm na otaleni stolu a na otaéeni jednotlivych
rulet.
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