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Př́ıklad 2.4. Rozděleńı výběrového rozptylu a výběrové směrodatné odchylky
Na základ simulačńı studie ověřte, že pokud náhodná veličina X ∼ N(µ, σ2), potom pro výběrový rozptyl S2

n a
výběrovou směrodatnou odchylku Sn plat́ı

(a) S2
n ∼ Γ(n2 ,

2σ2

n ) exaktně;

(b) S2
n ∼ N(σ2, 2σ4

n ) asymptoticky;

(c) Sn ∼ ΓG(
√

2σ2

n , 2, n2 ) exaktně;

(d) Sn ∼ N(σ, σ
2

2n ) asymptoticky.

Vygenerujte M = 1000 náhodných výběr̊u z normálńıho rozděleńı N(µ, σ2) o rozsahu n, kde µ = 0 a σ2 = 4.
Pro každý náhodný výběr vypoč́ıtejte výběrový rozptyl S2

ni
, i = 1, . . . ,M . Rozptyly vykreslete pomoćı histogramu

a superponujte je křivkami hustoty exaktńıho i asymptotického rozděleńı statistiky S2
n. Dále pro každý náhodný

výběr vypoč́ıtejte výběrovou směrodatnou odchylku Sni , i = 1, . . . ,M . Odchylky zaneste vykreslete do histogramu a
superponujte je křivkami hustoty asymptotického a exaktńıho rozděleńı statistiky Sn. Vytvořte animaci zobrazuj́ıćı
konvergenci asymptotického rozděleńı obou statistik k exaktńımu rozděleńı při zvětšuj́ıćım se rozsahu náhodných
výběr̊u n. Hodnoty rozsahu n volte 5, 10, 50, 100, 500, 1000.

Obrázek 4: Exaktńı a asymptotické rozděleńı (a) vyběrového rozptylu S2
n; (b) vyběrové směrodatné odchylky Sn

Teorie k př́ıkladu 2.5

� nominálńı pravděpodobnost pokryt́ı (spolehlivost) . . . teoretická pravděpodobnost pokryt́ı (spolehlivost)
1− α (jaká by teoreticky měla být)

� aktuálńı pravděpodobnost pokryt́ı (spolehlivost) . . . skutečná pravděpodobnost pokryt́ı (spolehlivost)
1− α̂ (jaká ve skutečnosti je)

� Př́ıklad: Předokládáme, že nominálńı spolehlivost námi zvoleného intervalu spolehlivosti (IS) (např. o µ když
σ2 známe) je 1−α = 0.95. Naměř́ıme (nagenerujeme) data, a na základě nich vypoč́ıtáme aktuálńı spolehlivost
1 − α̂. Pokud dodrž́ıme předpoklady (naměřená (nagenerovaná) data budou pocházet z normálńıho rozděleńı,
všechny se stejným rozptylem σ2), bude aktuálńı spolehlivost 1− α̂ .

= 0.95. Nicméně, pokud předpoklady (at’ už
vědomě či nevědomě) poruš́ıme, m̊uže se aktuálńı spolehlivost 1− α̂ od nominálńı spolehlivosti 1− α výrazně
lǐsit.
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Př́ıklad 2.5. Nezávislost µ a σ2; pravděpodobnost pokryt́ı
Necht’ X ∼ N(µ, σ2), kde µ = 150 a σ2 = 102. Pomoćı simulačńı studie ověřte nezávislost výběrového pr̊uměru X̄
a výběrové směrodatné odchylky S = Sn−1.

Nakreslete rozptylový graf (x̄m, sm), m = 1, 2, . . . ,M , kde M = 2000. Barvu bod̊u zvolte šedou. Vypoč́ıtejte hod-
notu Pearsonova korelačńıho koeficientu rX̄,S . Červenou barvou dále vyznačte v grafu takové body (x̄m, sm), pro

které plat́ı µ ∈ ISm = (dhm;hhm) =
(
x̄m − tn−1(1− α/2) s√

n
; x̄m − tn−1(α/2) s√

n

)
. Nav́ıc vykreslete hranice defi-

nované body (x̄m, sm), jež splňuj́ı vztah dhm = hhm = µ. Vypoč́ıtejte pravděpodobnost pokryt́ı 95 % DIS pro µ

jako pod́ıl
∑

m I(µ∈ISm)

M . Zvolte (a) n = 5, (b) n = 50 a (c) n = 100.

Simulaci proved’te také za předpokladu, že data pocháźı ze smı́̌seného rozděleńı X ∼ [pN(µ, σ2) + (1− p)N(µ, σ2
2)],

kde p = 0.9, µ = 150, σ2 = 102 a σ2
2 = 202.
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Obrázek 5: Nezávislost výběrového pr̊uměru X̄ a výběrové směrodatné odchylky Sn−1
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Teorie k př́ıkladu 2.6

� konzervativńı IS . . . interval spolehlivosti, jehož aktuálńı (skutečná) pravděpodobnost pokryt́ı 1 − α̂ je
větš́ı než nominálńı pravděpodobnost pokryt́ı 1 − α, se nazývá konzervativńı IS (IS obsahuje θ s větš́ı
pravděpodobnost́ı, než bychom předpokládali).

� liberálńı IS . . . interval spolehlivosti, jehož aktuálńı (skutečná) pravděpodobnost pokryt́ı 1− α̂ je menš́ı než
nominálńı pravděpodobnost pokryt́ı 1 − α, se nazývá liberálńı IS (IS obsahuje θ s menš́ı pravděpodobnost́ı,
než bychom předpokládali).

Př́ıklad 2.6. Odhad koeficientu spolehlivosti 1−α Waldova empirického DIS pro parametr µ normálńıho
rozděleńı při známém rozptylu σ2

Necht’ X ∼ N(5, 15). Pomoćı simulačńı studie (M = 100) stanovte Monte Carlo (MC) odhad koeficientu spolehli-
vosti (pravděpodobnosti pokryt́ı) 95 % Waldova exaktńıho empirického DIS pro parametr µ normálńıho rozděleńı
při známém rozptylu σ2.

Vygenerujte M = 100 náhodných výběr̊u z normálńıho rozděleńı N(5, 10) a na základě každého náhodného výběru
vypoč́ıtejte 95 % DIS pro parametr µ. Všechny DIS vykreslete do jednoho grafu jako svislé šedé úsečky. Červenou
barvou dále vyznačte v grafu ty DIS, které nepokrývaj́ı středńı hodnotu µ = 5 a černou barvou vyznačte horizontálńı

referenčńı čáru v bodě µ. Dále vypoč́ıtejte aktuálńı pravděpodobnost pokryt́ı 95 % DIS pro µ jako pod́ıl
∑

m I(µ∈ISm)

M
a porovnejte ji s nominálńı pravděpodobnost́ı pokryt́ı 1−α. Rozsah náhodných výběr̊u volte (a) n = 50; (b) n = 1000.

Simulaci proved’te také za předpokladu, že data pocháźı ze smı́̌seného rozděleńı X ∼ pN(5, 15) + (1− p)N(5, 152),
kde p = 0.9, resp. ze smı́̌seného rozděleńı X ∼ pN(5, 15) + (1− p)N(3, 15), kde p = 0.9.
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Obrázek 6: Pravděpodobnost pokryt́ı 95 % Waldových exaktńıch empirických DIS pro parametr µ normálńıho
rozděleńı při známém rozptylu σ2

Zopakujeme-li několikrát simulačńı studii, vid́ıme, že pocháźı-li náhodné výběry z normálńıho rozděleńı, pohybuje se
aktuálńı pravděpodobnost pokryt́ı okolo nominálńı pravděpodobnosti pokryt́ı 1−α. V př́ıpadě, že náhodné výběry
pocháźı ze směsi dvou normálńıch rozděleńı, které se lǐśı pouze v rozptylech, docháźı s rostoućım rozd́ılem mezi
oběma rozptyly k postupnému sńıžováńı aktuálńı pravděpodobnosti pokryt́ı, a tedy ke zvýšeńı aktuálńı hladiny
významnosti. Aby se však tento trend projevil, museli bychom hodnotu rozptylu σ2

2 pozměnit opravdu výrazně
(viz např. σ2

1 = 15 vs σ2
2 = 152). Podobná situace nastává v př́ıpadě, že náhodné výběry pocháźı ze směsi dvou

normálńıch rozděleńı, které se lǐśı středńı hodnotou. Zde docháźı k postupnému sńıžováńı aktuálńı pravděpodobnosti
pokryt́ı, a tedy ke zvyšováńı aktuálńı hladiny významnosti s rostoućım rozsahem náhodných výběr̊u n.

(4. března 2021)
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Obrázek 7: Pravděpodobnost pokryt́ı 95 % Waldových exaktńıch empirických DIS pro parametr µ normálńıho
rozděleńı při známém rozptylu σ2 za předpokladu, že náhodný výběr pocháźı ze smı́̌seného rozděleńı pN(5, 15) +
(1− p)N(5, 152), p = 0.9
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Obrázek 8: Pravděpodobnost pokryt́ı 95 % Waldových exaktńıch empirických DIS pro parametr µ normálńıho
rozděleńı při známém rozptylu σ2 za předpokladu, že náhodný výběr pocháźı ze smı́̌seného rozděleńı pN(5, 15) +
(1− p)N(3, 15), p = 0.9

Tabulka 1: Pravděpodobnost pokryt́ı 95 % Waldových empirických DIS pro parametr µ normálńıho rozděleńı při
neznámém rozptylu σ2

1− α 1− α̂ dhα hhα

normálni r.: n = 50 0.9500 0.9900 0.9705 1.0095
normálni r.: n = 1000 0.9500 0.9300 0.8800 0.9800
smı́̌sené r. s rozd́ılnými σ2

1 a σ2
2 : n = 50 0.9500 0.7800 0.6988 0.8612

smı́̌sené r. s rozd́ılnými σ2
1 a σ2

2 : n = 1000 0.9500 0.7600 0.6763 0.8437
smı́̌sené r. s rozd́ılnými µ1 a µ2: n = 50 0.9500 0.9300 0.8800 0.9800
smı́̌sené r. s rozd́ılnými µ1 a µ2: n = 1000 0.9500 0.7100 0.6211 0.7989
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