4. domaci dloha z MIN401, jaro 2024

Priklad 1. Dokazte, Ze mnoZzina RxR* (kde R* = R~.{0}) spole¢né s operaci definovanou
predpisem (a, s) - (b,t) = (a + sb, st) tvoii grupu. Je tato grupa komutativni?
Reseni. Asociativita:
((a,s) - (b,t)) - (c,u) = (a+ sb, st) - (c,u) = (a + sb+ stc, stu)
(a,s)-((b,t)-(c,u)) = (a,s) - (b+te,tu) = (a + s(b+ tc), stu)
a tyto vyrazy se rovnaji. Jednotkou je (0, 1), protoZe
(0,1) - (b,t) = (04 1b,1t) = (b, )
(a,s)-(0,1) = (a+ s0,s1) = (a,s)
ainverze k (a, s) je (—s'a, s™!), protoze
(a,5) (=s7a,s7") = (a+s(=s""a),ss7") = (0,1)
(—s'a,s7") - (a,s) = (—s'a+s7'a,s7's) = (0,1).
Komutativni neni, protoze

(b,t) - (a,s) = (b+ta,ts) # (a+ sb, st) = (a,s) - (b, 1)

(napiiklad proa =b=s =1,t # 1). O
Priklad 2. Uvazujme grupu S,, vSech permutaci mnoziny {1, ...,n} adale grupu S/, v§ech
permutaci mnoziny {n + 1,...,n + m}. Definujme zobrazeni

/ , o) 1<n

(tedy o U 7 provadi permutaci ¢ na prvnich n prvcich a permutaci 7 na poslednich m prv-
cich). DokaZzte, Ze se jedna o injektivni homomorfismus, ale nikoliv o isomorfismus (s vy-
jimkou pftipadi, kdy n = 0 nebo m = 0; doporucuji spocitat prvky na obou stranich).
BONUS: UvaZujte podmnoZinu
Shy ={m € Spim|m(1) < - <7w(n),7(n+1)<---<7w(n+m)}

tzv. (n, m)-shuffli. Dokazte, Ze Sh,, ,, obsahuje pravé jeden prvek z kazdé tfidy rozkladu
Sptm/(Sn x S!), kde chdpeme S,, x S/ jako podgrupu S, ., skrze homomorfismus LI,
takze 1ze psdt Sy /(Sn x SI,) = Sh,, . Jaké jsou poéty prvki mnoZin na obou strandch?

Reseni. Je potzeba ukazat, Ze LI zachovava ndsobent, tj. rovnost nasledujicich dvou vyrazi
U((o1,71) - (02,72)) = U(o1 009,71 073) = (07 0 09) U (77 079)
LU(oq,71) o U(og, T2) = (01 U 1) 0 (09 U Ty)

Pfitom na prvnich n prvcich provadi prvni permutace o, o o9, stejn€ tak druha:

(arUm) o (o U)(i) = (Jluﬂ)((ffzuﬁ)(i)l) = (01Un)(02(4)) = 01(02(i)) = 71 005(7)
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(protoZe oo(i) opét patii mezi prvnich n prvki) a analogicky na poslednich m prvcich obé
provadi 7y o 75. PoCet prvki S, x S!. je n! - m!, zatimco pocet prvki S, ., je (n +m)! a
tedy vetsi (viz bonus).

BONUS: Necht’ 7(.S,,x.S},) je libovolnd tfida. Je-li m(k,) < --- < m(k,) sefazeni prvnich
n hodnot 7w a m(kp41) < -+ < w(kn+m) sefazeni poslednich m hodnot, pak o(i) = k; a
7(1) = k; jsou prvky o € S,,, 7 € S/, jediné takové, Ze w o (o L 7) € Sh,, ., protoze

oy ety =) i<n
melrn) {w<f<z'>>=w<ki> izntl

a tyto hodnoty jsou podle definice sefazené. Pocet prvka S,,.,/(S, X S!) je roven (n +
m)!/(n!-m!) = ("T™), to stejné tedy plati i pro pocet prvki Sh,, ,,, (k tomu Ize také dospét

tak, Ze prvek m € Sh,,,, je jednozna¢né ur¢en mnozinou hodnot {7(1),...,m(n)}, tedy
vybérem této n-prvkové pomnoziny mnoziny {1,...,n + m}). O

Priklad 3. Necht' G je grupa. Pak kazdy prvek g € G zaddvd automorfismus ¢,: G — G
grupy G predpisem
co(z) = grg™".

Ukazte, Ze se vskutku jednd o automorfismus grupy GG. Déle ukazte, Ze zobrazeni
G — Aut(G), g~ ¢
je homomorfismus grup (zde Aut(G) je grupa vzhledem ke skladani, jednickou je tak id).
Jaké je jeho jadro?
BONUS: Ukazte, Ze obraz tohoto homomorfismu je normalni podgrupa — konkrétné pro
libovolny automorfismus ¢: G — G ukaZte, Ze pc,p~! = ¢;, pro néjaky prvek h € G
urceny prvkem ¢ a automorfismem .

Reseni. Prvné ukdZeme, Ze cq je homomorfismus grup, tj. Ze zachovava nasobeni:
co(w)eg(y) = (9ug™")(gyg™") = gayg™" = cy(y).
Nyni ukdZeme, Ze c¢: G — Aut(G) ze zadan{ zachovava nasobeni:
cg 0 cn(z) = cy(en()) = cy(hzh™) = glhah™)g™' = (gh)x(gh) ™" = c n(z).
Zejména pak ¢, o g1 = ¢, = id a stejné v opaném poradi, tedy ¢, je inverzi k ¢  a ¢, je

vskutku automorfismus.
BONUS: ProtoZe je ¢ homomorfismus grup, plati

pege(x) = (g (2)g™") = w(g)ze(g) ™" = cp)().



