4. domaci dloha z MIN401, jaro 2024

Priklad 1. Dokazte, Ze mnoZina RxR* (kde R* = R~ {0}) spole¢né s operaci definovanou
predpisem (a, s) - (b,t) = (a + sb, st) tvoii grupu. Je tato grupa komutativni?

Priklad 2. Uvazujme grupu S,, v8ech permutaci mnoZziny {1, ...,n} addle grupu S/, vSech
permutaci mnoziny {n + 1,...,n + m}. Definujme zobrazeni

o(i) i<n

U: S xS — Snim, OuT(i):{T(i) i>nil

(tedy o U 7 provadi permutaci ¢ na prvnich n prvcich a permutaci 7 na poslednich m prv-

cich). DokaZzte, Ze se jednd o injektivni homomorfismus, ale nikoliv o isomorfismus (s vy-

jimkou piipadt, kdy n = 0 nebo m = 0; doporucuji spocitat prvky na obou strandch).
BONUS: Uvazujte podmnoZinu

Shy,p={re€Spim|m(l)<---<7m(n),7(n+1)<---<m(n+m)}

tzv. (n, m)-shuffli. Dokazte, Ze Sh,, ,, obsahuje pravé jeden prvek z kazdé tfidy rozkladu
Spim/(Sp x S!), kde chdpeme S,, x S’ jako podgrupu S, ., skrze homomorfismus LI,
takze 1ze psdt Sy ym/(Sn x SI.) = Sh,, . Jaké jsou poéty prvkii mnoZin na obou strandch?

Priklad 3. Necht' G je grupa. Pak kazdy prvek g € G zaddvd automorfismus ¢,: G — G
grupy G predpisem
cg(7) = grg™".

Ukazte, Ze se vskutku jednd o automorfismus grupy G. Déle ukazte, Ze zobrazeni
G —= Aut(G), g—¢

je homomorfismus grup (zde Aut(G) je grupa vzhledem ke sklddani, jednic¢kou je tak id).
Jaké je jeho jadro?

BONUS: Ukazte, zZe obraz tohoto homomorfismu je normalni podgrupa — konkrétné pro
libovolny automorfismus ¢: G — G ukaite, Ze @c,o ' = c;, pro n&jaky prvek h € G
uréeny prvkem ¢ a automorfismem .



