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Autonomni systém v roviné

Definice

Vektorova diferencialni rovnice

kde
x = (21(t), 22(t))"

f(x) = (fi(z1,22), fa(21,22))"

je definovana na oblasti Q C R2, se nazyva autonomni systém v roviné.
Oblast 2 se nazyva fazovy prostor, proménné t se nazyva cas.
)

Umluva

Pokud nebude teceno jinak, tak f1 i fo jsou spojité funkce a pocatecni
problém (1), x(t9) = X je jednozna¢ny pro libovolné [tg,xp] € R x €.
Resenim se rozumi tuplné feseni.
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Trajektorie a zakladni vlastnost

ReSeni x = (t) systému (1) mitzeme interpretovat jako
1. graf funkce x = ¢(t) v prostoru R x ;

2. kiivku v prostoru © danou parametricky x = ¢(t).

V druhém piipadé se tato kiivka nazyva trajektorie. Jedna se vlastné o
kolmy prumét grafu funkce x = ¢(t) z R x £ do .

Uzavtena trajektorie se nazyva cyklus.

Lemma

Je-li x = @(t) Teseni rovnice (1), pak i x = ¢(t + ¢) je FeSeni rovnice

(1).
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Trti zakladni otazky

1. Existuji rovnovazné hodnoty
x* = (a1,23)"

takové, Ze x(t) = x* je feSenim (1)?
2. Necht ¢(t) je Teseni (1). Pfedpokladejme, Ze () je druhé FeSent

(1) takoveé, ze ¥(0) je velmi blizko ¢(0). Zistane 1 (t) blizko ¢(t) i
v budoucnu nebo se ¥(t) odchyli od ¢(t) pro t — co?

3. Co se stane s feSenim x(t) pro t — oco? Bude se blizit n&jakému
rovnovaznému stavu? Nebo alespon tieba néjakému periodickému
FeSeni?
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Prvni otazka = stacionarni bod

Definice

Bod x* takovy, ze f(x*) = o, se nazyva staciondrni bod (kriticky, sin-
gularni, rovnovazny). Prislusné feseni x(¢) = x* se pak nazyva stacio-
ndrni fesent (rovnovazng).

Stacionarni bod je tedy feSenim soustavy rovnic
fi(z1,22) =0

fa(x1,22) =0

MnoZina feSeni kazdé libovolné rovnice fi(x1,x2) = 0 se nazyva k-td
nulklina.
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Druhé otazka = stabilita

Definice

Regeni xo rovnice (1) se nazyva stabilni, kdyz ke kazdému € > 0 exis-
tuje 0 = d(e) > 0 tak, ze kazdé FeSeni x rovnice (1) vyhovujici pod-
mince

|x(0) — x0(0)| < o

spliiuje
|x(t) —x0(t)| < €.

Neni-li feSeni x( stabilni, fekneme, Ze je nestabilni.

PIné vyteseno pro

kde A je konstantni matice.
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Véta

a) Kazdé resent rovnice (2) je stabilni, kdyZ vsechna vlastni ¢isla ma-
tice A maji zdpornou redlnou c¢dst.

b) Predpoklidedejme, Ze vSechna vlastni ¢isla matice A maji nezdpor-
nou redlnou édst a \y = ioq,..., N\ = i0y, jsou kofeny s nulovou
redlnou cdsti, pricemz koren \j md ndsobnost kj. Potom kaZdé Te-
Sent rovnice (2) je stabilni, kdyZ matice A md k; linedrné nezdvis-
lijch vlastnich vektori pro kaZdé vlastni cislo \;.

ova univi Autonomni systémy v roviné 13.02.2023 7/11



Treti otazka = vlastnosti trajektorii a charakteristika
stacionarnich bodu

Véta

Necht ¢, 9 jsou FeSeni rovnice (1). Pak jejich trajektorie bud spljvaji,
nebo nemagji ani jeden bod spolecnyi.

Véta

Necht x = ¢(t) je feseni (1). Jestlize p(to +T') = p(to) pro néjaké ty a
T >0, potom p(t+T) = ¢(t).

v
Autonomni systém (1) tedy muze mit trajektorie trojiho typu:

1. Singularni body (odpovidaji konstantnim FeSenim).

2. Cykly (odpovidaji nekonstantnim periodickym fesenim).

3. Trajektorie, které samy sebe neprotinaji.
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Typy singularnich bodu

Singularni bod z( rovnice (1) se nazyva
stred, kdyz existuje ryzi okoli U bodu xg takové, ze kazdym a € U
prochézi jediné uzaviena trajektorie, kterd obsahuje zg ve svém
vnittku;

ohnisko, kdyz existuje ryzi okoli U bodu zg takové, ze bod z(t)
trajektorie x vychazejici z libovolného bodu a € U méa tu vlastnost,
ze konverguje pro t — oo nebo t = —o0o k x¢, a to tak, Ze velikost
orientovaného thlu vektoru :on(t; od néjakého pevného vektoru
Toxi méa nevlastnf limitu;
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uzel, kdyZ existuje ryzi okoli U bodu xg takové, Zze pro bod x(t)
trajektorie & vychazejici z libovolného bodu a € U plati

tlgglo z(t) = xo nebo tl}l}loox(t) =1z

a velikost orientovaného uhlu vektoru xom(t; od néjakého pevného
vektoru roxi ma vlastni limitu;

sedlo, kdyz existuje jen koneény pocet trajektorii x(t) takovych, ze

tlggo x(t) = xo nebo tilr}loox(t) =1z

bod rotace, jestlize v libovolném okoli bodu xg existuje alespoii
jeden cykl, obsahujici ve svém vnitfku bod xg.
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Linearni autonomni systém

Uvazujme linearni autonomni systém, tj.

Véta
Necht A je requldrni matice systému (3) a necht A1, Ay jsou vlastni
¢isla matice A. Staciondrni bod [0,0] je

o nestabilni uzel, jsou-li A1, Ao ER a A1 > Ay > 0;

o stabilni uzel, jsou-li A1, Ao € R a A\ < Ao < 0;

o sedlo, jsou-li A1, Ag €R a A; <0 < Ag;

e nestabilni ohnisko, jsou-li A2 = a £ i a a > 0;

o stabilni ohnisko, jsou-li \1p = a £ i aa <0;

o stred, jsou-li A1 = £f51i.
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