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Linearni diferenc¢ni rovnice 1. fadu

Definice

Necht p(n) a r(n) jsou posloupnosti, pficemz p(n) # 0 pro vSechna n.
Rovnici tvaru

y(n+1) = p(n)y(n) = r(n). (1)

nazyvame linedrni diferencni rovnice proniho fddu. Je-li r(n) = 0, na-
ZyVa se rovnice

y(n+1) —p(n)y(n) = 0. (2)
homogenni.

ReSenim rovnice (1) rozumime posloupnost y(n) = a(n) takovou, ze

a(n+1) —p(n)a(n) = r(n).

Obecnym feSenim rovnice (1) rozumime posloupnost, ktera je FeSenim
dané rovnice a zavisi na konstanté c.
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Véta
Necht posloupnost y = a(n) je fesenim rovnice (2), pak také posloup-
nost y = c-a(n), c € R, je resenim rovnice (2).

Véta
Necht p(n) # 0. Je-lin > 1, pak FeSenim rovnice (2) je posloupnost

u(n) = u(1) [T n(k). 3)

v

Véta

Necht p(n) # 0. Potom vSechna FeSeni rovnice (1) jsou tvaru

yl) = ) [ s o]

kde ¢ € R a u(n) je posloupnost dand (3).
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Linearni diferenc¢ni rovnice k-tého radu s konstantnimi
koeficienty

Definice

Diferen¢ni rovnici tvaru
aoy(n) + a1y(n+ 1)+ --- + apy(n + k) = u(n) (4)

kde u(n) je libovolna posloupnost, a; € Rproi = 1,...,k, ag # 0,
nazyvame linedrni diferencni rovnice k-tého Tddu s konstantnimi koefi-
cienty. Je-li u(n) = 0 pro v8echna n € N fikdme, Ze rovnice

aoy(n) + ary(n+1)+ - +ary(n +k) =0 (5)

je homogenni.

Véta
Necht @1(n) a pa(n) jsou FeSeni rovnice (5) a necht ¢1, ca € R libo-
volné. Pak y(n) = c1p1(n) + capa(n) je také resent rovnice (5).

Petr Liska (Masarykova univerzita) Matematicka analyza 4 17.04.2023 4/9



Definice

Rekneme, 7e posloupnosti ¢1(n), pa(n), . . ., @r(n) jsou linedrni zdvislé
v N, jestlize existuje alespon jedna konstanta ¢; # 0,i = 1,2,...,k
takova, ze pro vSechna n € N je splnéna rovnice

c1p1(n) + capa(n) + -+ - + cppr(n) =0.

V opaéném piipadé fekneme, Ze posloupnosti ¢ (n),. .., ¢r(n) jsou
linedarné nezdvislé v N.

Definice

Rikame, ze posloupnosti ¢ (n),...pr(n), které jsou partikularnim fe-
Senim rovnice (5), tvoli fundamentdlni systém FeSend, jestlize posloup-
nosti ¢i(n),...pr(n) jsou linearné nezavislé v N.
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Véta

Posloupnosti p1(n), . .. or(n) jsou linedrné nezdvislé v N prdvé tehdy,
kdyz existuje ng € N takové, Ze

e1(no) p2(no) e ¢r(no)
p1(no +1 pa(no+1) -+ pr(no+1)
C= : : ( : ( : # 0
oi(no+k—1) wa(no+k—1) -+ pr(no+k—1)
Véta
Necht posloupnosti 1(n), ... pr(n) tvofi fundamentdlni systém teSent

rovnice (5) v N. Pak obecné Feseni rovnice (5) je tvaru

y(n) = c1p1(n) + cap2(n) + - - - + crpr(n),

kde c1, co,...,c; € R.
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Definice
Algebraickou rovnici

a+aA+---+aA* =0 (6)

nazyvame charakteristickou rovnici diferen¢ni rovnice (5).

Véta
Necht A1, Ao, ..., Ak, Ni € R, N # X, kde i # 7, 4,5 =1,2,...,k, jsou
koteny rovnice (6). Pak rovnice (5) md v N obecné Feseni

y(n) = c1p1(n) + capa(n) + -+ + crpr(n)

kde c1, co,...,ci € R.
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Véta
Necht md rovnice (6) imagindrni kofeny A 2 = r(cosw £ isinw). Pak
mda rovnice (5) linedrné nezdvisld partikuldrni feSent

p1(n) = r" coswn, p2(n) =r"sinwn.

Véta
Necht md charakteristickd rovnice (6) s-ndsobny koren A1, 1 < s < k.
Pak rovnice (5) tato linedrné nezdvislda partikuldrni resent

p1(n) = AT, wi(n) =nA}, ..., ei(n) =n"TIAT
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Véta
Necht y(n) je obecné iesené rovnice (5) a z(n) je partikuldrni feSend
rovnice (4). Potom posloupnost y(n)+z(n) je obecné Feseni rovnice (4).

Véta

Necht u(n) = Pn(n)q"™ cosan v rovnici (4), kde Py,(n) je polynom
stupné m.

1. Necht md rovnice (6) kofeny \; # q(cosa +isina). Pak je partiku-
ldrnim Tesenim rovnice (4) posloupnost

z(n) = [Qm(n)sinan + R,,(n) cosan] q",

kde Qm(n) a Ry (n) jsou jisté polynomy stupné m.
2. Necht md rovnice (6) néktery koren \; = q(cosa + isina) a to
s-ndsobny. Pak je partikuldrnim feSenim rovnice (4) posloupnost

z2(n) = n® [Qm(n)sinan + Ry, (n) cosan| ¢,

kde Qm(n) a Ry, (n) jsou jisté polynomy stupné m.
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