Seminar z matematiky II — jaro 2025 — 8. pisemka

Ptimo z definice spojitosti a vlastnosti suprem a infim na realnych ¢islech dokazte,
ze redlné funkce spojita na intervalu (0, 1) nabyva na tomto intervalu v néjakém bodé
nejmensi hodnoty.

ReSeni:

Mgjme spojitou funkei f: (0,1) — R. Uvazme mnoZinu

M ={xe(0,1)|Vye (z,1): fly) = f(x)},

ktera je neprazdnd, nebot obsahuje 1. Polozme a = inf M € (0, 1).
Ukazeme sporem, ze v bodé a nabyva f minima, tj.

Vz € (0,1): f(2) > f(a).

Pokud tomu tak neni, existuje b € (0, 1) spliwyjici f(b) < f(a). Nagim cilem je ukazat, ze
posledni bod, v némz hodnota funkce f nepiekroé¢i f(b), patii do mnoziny M, a proto
lezi napravo od a, coz neni v souladu s tim, ze diky spojitosti funkce f patii a do M.
Jelikoz mnozina

N={ye(01)]fly) <fb)}
je neprazdnd, muzeme polozit ¢ = sup N € (0,1).
Nejprve vyuzijeme spojitosti funkce f v bodé ¢ k ovéfeni, ze f(c) < f(b). Postupu-
jeme sporem. Predpoklddame, ze f(c) > f(b), a zvolime € = f(c) — f(b). Potom existuje
0 > 0 takové, ze

Vy € (c—0d,0): fly) > f(c) —e = f(b),

coz je ve sporu s tim, zZe ¢ je supremem mnoziny N.

JelikoZ ¢ = sup N, tak pro vSechna y € (¢, 1) plati f(y) > f(b) > f(c), coz dokazuje,
ze ¢ patii do mnoziny M. Jelikoz a = inf M, dostavame tedy a < ¢. Navic vime, ze
f(e) < f(b) < f(a). Nyni ovéfime, Ze existence takového bodu ¢ je vylou¢ena diky
spojitosti funkce f v bodé a. Zvolme ¢ = f(a) — f(c). Potom existuje § > 0 takové, ze

Vo € (a,a+9): f(z) > fla) —e = f(c).

To mimo jiné znamena, Ze ¢ > a+ 9. Proto vSechny prvky x € (a,a+ ) spliuji soucasné
x < ca f(c) < f(x), takze nenélezeji do M, coz je ve sporu s tim, Ze a je infimem
mnoziny M.



