Globalni vlastnosti rovinnych kiivek: rotac¢ni index

Definice. Mnozina C' C FEj se nazyva vloZend krivka tridy C", r > 1, jestlize existuje
regularni pohyb f : I — E, tfidy C" takovy, ze C' = f(I) pro néjaky otevieny interval
I CR.

Vlozena kiivka C' C FE, se nazyva uzaviend vloZend krivka tridy C”, jestlize existuje
parametrizace f : [a,b] = Es, a,b € R takova, ze f([a,b]) = C, f(a) = f(b) a déle f|p —
Es je regularni pohyb t¥idy C” a plati ff)(a) = fﬁi)(b), i<,

Jestlize jsou navic zobrazeni flj.p) a fl(ap injektivni, C' se nazyva jednoduchd uzaviend
vlioZend krivka.

Pro jednoduchost budeme v této kapitole mluvit jen o uzavrengch a jednoduchiyjch uzavie-
nych kiivkach (které budeme implicitné uvazovat jako vlozené). V tomto kontextu budeme
pouzivat novou definici kiivosti, pro kterou budeme uvazovat Fs jako orientovany Eukli-
dovsky prostor:

Definice. V kazdém bodé kiivky f(t) definujeme orientovany Frenetiv repér (f(t); e1(t), éa(t))

tak, ze e;(t) = H?ﬁ a (e1(t),ex(t)) je kladna ortonormalni baze. Je-li f(s) parametrizace
obloukem, ¢islo &(s) € R spliaujici €] (s) = R(s)éz(s) budeme nazyvat orientovand kiivost v

bodé f(s).

Frenetovy vzorce jsou podobné jako v neorientované verzi: €|(s) = k(s)ex(s) a eh(s) =
—R(s)er(s). Uvédomte si ale, ze kiivost mize byt i zaporna. Rozmyslete si konkrétni priklady!

Tvrzeni. Necht' f : [a,b] — FE3 je uzaviena kiivka C' t¥idy C". Pak existuje funkce 6 :
[a,b] — R tiidy C" takova, ze e1(t) = (cosf(t),sind(t)), a plati &'(t) = &(¢)||f'(t)||. Navic
rozdil 6(b) — 6(a) nezavisi na volbé funkee 6.

Diikaz. Existence funkce 6 je evidentni: zvolime §(a) tak, ze e;(a) = (cos6(a),sinf(a)) a pak
rozsifime 6 spojité na interval [a, b]. Pfesnéji, pii parametrizaci obloukem méame cosf(s) =
(e1(s),e1) asinf(s) = —(ea(s),e1), kde &1 je prvni bazovy vektor standardni béaze. Tedy 6(s)
je tfidy C". (Potfebujeme k tomu oba predchozi vztahy? Rozmyslete si detaily!) Derivaci
pak dostaneme, ze §'(s) = &(s). Reparametrizaci s = s(t), 2 > 0 pak odvodime ¢'(t) =
RIS @)

Abychom ukazali nezavislost rozdilu 6(b) — 6(a) na volbé funkce 6, predpokladjme, Ze
©(t) je jind funkce spliwjici Tvrzeni. Pak 6(t) — ¢(t) = 2k(t)m pro néjakou spojitou funkci
k(t) € Z. Ze spojitosti plyne, ze k(t) je konstanta. O

Tedy rozdil 6(b) — 0(a) je uréen volbou parametrizace vlozené f : [a,b] — E, uzaviené
kiivky (ale pak uz nezavisi na reparametrizaci). Rozmyslete si rizné parametrizace kruznice
(cost,sint), kde bud t € [0, 27] nebo t € [0, 47].

Definice. Cislo n¢ := 5= [0(b) — 0(a)] se nazyvé rotacni index uzaviené kiivky C' z pred-
choziho Tvrzeni.

Piiklad. Krivka f(t) = (cos2nt,sin 27t) pro ¢t € [0, m], m € N ma rota¢ni index m. Jedna
se samoziejme o kruznici. Rozmyslete si piiklady uzavienych kiivek, jejichz rota¢ni index je
< 0!
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Véta. Plati ng = 5= [ E(t)||f'(t)||dt.
Navic ng nezdvisi na reparametrizaci zachovdvajici orientaci. Reparametrizace ménici
orientaci prevraci znaménko ne.

Diikaz. Prvni ¢ast plyne ze vztahu '(t) = £(t)|| f'(t)||. Zavislost na reparametrizaci t = ()
se plyne z tvaru integralu na pravé strané po substituci ¢t = (7). O

Piipomenme, %e konvexni podmnozina T C R? spliiuje, Ze je-li z1,2o € T pak také
T122 C T, kde 7175 oznacuje tsecku s krajnimi body z1 a x».

Lemma. Necht 7' C R je konvexni podmnozina a e : T — S* funkce tiidy C". Pak existuje
funkce 6 : T'— R tiidy C" spliujici e(z) = (cosé(z),sinf(z)) pro € T. Navic, jsou-li 0(x)
a @(x) dvé takové funkce, pak se lisi o 2k7 pro né&jaké k € Z.

Symbolem S' oznac¢ujeme kruznici. Uvédomte si, Ze toto technické Lemma je dvouroz-
mérnd verze predchoziho Tvrzeni! (Dikaz jsme si neuvadéli.)

Nésledujici Véta je hlavnim vysledkem této kapitoly:

Véta (Hopf’s Umlaufsatz). Je-li f : [a,b] — Ey jednoduchd uzaviend kiivka C, pak nc =
+1.

Opacnéa implikace neplati. Rozmyslete si priklady!

Diikaz. Muzeme predpokladat a = 0 a ze f je parametrizovana obloukem. Polozme A =
{(s,%) | 0 < s < b} C R? a definujeme funkci h: A — S! predpisem

e1(s) s=t
h(s,t) =4 —ei(0)  (5,8) = (0,0)
F()—=F(s) jinak.
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Mnozina A je konvexni a funkce h(s,t) je spojitad. Dale muzeme predpokladat, ze f(0) =
(0,0) a ze toto je “nejnizsi” bod na kiivce, tj. Ze tento bod ma nejmensi y-novou soufadnici.
Pak e1(0) je az na znamnko prvni bazovy vektor standardni baze, tj. e;(0) = +e; a déle
budeme predpokladat e;(0) = £; (tim se muZe zménit orientace!).

Podle Lemmatu plati h(s,t) = (cos 0(s,t),sin é(s,t)) pro spojitou funkei 6 : A — R.
Je-li (s) funkce z Tvrzeni, pak podle predchoi Véty plati

1 [t 1 1 - .
ne = 5 K(s)ds = %(Q(b) - 6(0)) = %(O(b b) — 6(0,0)) =
= [0 0)) + (6(b,5) — 8(0,1))]-

Zde Ny := 6(0,b) — 6(0,0) je thel, o ktery se méni vektor pravodice. Tedy Ny = m, nebot
kiivka je v horni poloroviné. Podobné Ny = 0(b, b) — 6(0,b) je uhel, o ktery se méni vektor
opacny k pruvodici, tj Ny = w. Tedy ne = 1. O



