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Zakladni pojmy
FI Komunikacni systém je mechamismus, ktery
zprostredkovava prenos informace od zdroje zpravy az k
zarfizeni, které tuto informaci zpracovava. Obecné sestava z
kodéru, sdélovaciho (komunika¢niho) kanalu a nasledné
dekodeéru.
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Zakladni pojmy
FI Komunikacni systém je mechamismus, ktery
zprostredkovava prenos informace od zdroje zpravy az k
zarfizeni, které tuto informaci zpracovava. Obecné sestava z
kodéru, sdélovaciho (komunika¢niho) kanalu a nasledné
dekodeéru.

P Komunikacni Y
vstu Kodér Dekodér - Vystup |

kanal

Obrazek 1: Blokovy diagram obecného sdélovaciho systému.
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FI Komunikacni systém je mechamismus, ktery
zprostredkovava prenos informace od zdroje zpravy az k
zarfizeni, které tuto informaci zpracovava. Obecné sestava z
kodéru, sdélovaciho (komunika¢niho) kanalu a nasledné

dekodéru.

_vstup | odér

Komunikacni

kanal

Dekodér

vystup

Obrazek 1: Blokovy diagram obecného sdélovaciho systému.

Zdrojova zprava je obvykle v podobé sekvence binarnich nebo
desitkovych Cislic, nebo sekvence abecednich znakl
prevedenych do technicky zpracovatelné podoby.
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Komunikacni Y
_vstup | Kodér — kanal |l Dekodér - Vystup |

Koédovaci zatizeni prevadi tyto zpravy na signaly kompatibilni
se vstupem kanalu — obvykle se jedna o elektrické signaly,
které maji jista omezeni na velikost napéti, Sitku pasma a délku
trvani impulzu.
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Komunikaénf] i Y
_vstup | Kodér — kanal |l Dekodér - Vystup |

Koédovaci zatizeni prevadi tyto zpravy na signaly kompatibilni
se vstupem kanalu — obvykle se jedna o elektrické signaly,
které maji jista omezeni na velikost napéti, Sitku pasma a délku
trvani impulzu.

Takto upravené pak vstupuji do sdélovaciho kanalu a jsou
vystaveny Sumu (tj. moznosti vzniku chyby). Vystup z kanalu
vstupuje do dekodéru, jehoz funkci je rozhodnout, jakou
podobu méla plvodni zdrojova zprava, a tu pak privést na
vystup celého sdélovaciho systému.
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Zakladni pojmy

Vétsina komunikaénich kanali ma konecnou kapacitu prenosu
informace, tj. miru schopnosti pfenaset informaci méfenou v
bitech za sekundu nebo bitech na symbol.
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Vétsina komunikaénich kanali ma konecnou kapacitu prenosu
informace, tj. miru schopnosti pfenaset informaci méfenou v
bitech za sekundu nebo bitech na symbol.

Diky vynikajici teoretické praci Shannona (r. 1948) se da
ukézat, ze pokud je primérna rychlost pfrenosu informace
mensi nez kapacita kanalu, je mozné vybrat mnozinu signalt
(kédovych slov) takovou, ze pravdépodobnost vyskytu chyby pfi
dekddovani bude libovolné mala.
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Vétsina komunikaénich kanali ma konecnou kapacitu prenosu
informace, tj. miru schopnosti pfenaset informaci méfenou v
bitech za sekundu nebo bitech na symbol.

Diky vynikajici teoretické praci Shannona (r. 1948) se da
ukézat, ze pokud je primérna rychlost pfrenosu informace
mensi nez kapacita kanalu, je mozné vybrat mnozinu signalt
(kédovych slov) takovou, ze pravdépodobnost vyskytu chyby pfi
dekddovani bude libovolné mala.

Nicméné jakkoliv je tato teorie mocna, vysledek nevypovida nic
o tom, jak tyto signdly volit, ani zda je mozné je pomoci
soucasnych technickych prostredkd konstruovat.

Pouzivani samoopravnych kédu je pokusem vySe uvedené dva
problémy obejit.
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Ovsem cely prenos informace od zdroje az po zpracovani neni
tak jednoduchy, jak znazornuje (obr.4). Sestava z
komplexnéjSiho sdélovaciho systému; jednu takovou moznost
nabizi (obr.2).

vstup Vstup—bin. Bin.—bin. Modultor
Prevodnik Kodér odutator
Komunikaéni
kanal
vystup | Bin.—vystup Bin.—bin. O dulat
Prevodnik Dekodér emoaulaton

Obrazek 2: Konkrétni sdélovaci systém.
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Kodéry (pfevodniky) prevadi znaky jedné abecedy na znaky
abecedy jiné. Obvykle maji obé abecedy pomérné malou
mohutnost — typicky pfevod muze byt z desitkové do dvojkové

soustavy.
vstup Vstup—bin. Bin.—bin. i
| Prevodnik Kodér Modulator *J
Komunikaéni
kanal
vystup | Bin.—vystup Bin.—bin. ) J
| Prevodnik Dekodér | Pemodulator
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na vstupu pfijima jednotlivé znaky a ke kazdému
znaku vytvari proudovy impuls, ktery vstupuje do kanalu. Tato
operace s kazdym znakem zvlast je omezenim pfi pfenosu
informace a zpusobi tak ztratu kapacity kanalu.

vstup Vstup-bin. Bin.—bin.
Prevodnik Kodér —J
Komunikaéni
kanal
vystup | Bin.—vystup Bin.—bin. ) J
PFevodnik Dekodér | Pemodulator
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provadi inverzni operaci. Ke kazdému
obdrzenému impulsu hleda znak tak, aby pravdépodobnost
prenosové chyby byla co nejmensi. A opét jako pfi modulaci, i
zde individualni modulace zpusobuje ztratu kapacity.

vstup Vstup—bin. Bin.—bin. Modulat
Prevodnik Kodér odultator —J
Komunikaéni
kanal
vystup | Bin.—vystup Bin.—bin. J
Prevodnik Dekodér
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Definice r-té rozsiteni kanalu

Zakladni pojmy

FI Ve svém nejSirS§im smyslu Ize komunika¢ni kanal povazovat
za Cernou skrinku, kterd akceptuje fetézce symboll ze vstupni
abecedy Y ¢ a vysila fetézce symboll z vystupni abecedy ¥».
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Zakladni pojmy

FI Ve svém nejSirS§im smyslu Ize komunika¢ni kanal povazovat
za Cernou skrinku, kterd akceptuje fetézce symboll ze vstupni
abecedy Y ¢ a vysila fetézce symboll z vystupni abecedy ¥».

Muzeme zfejmeé tvrdit jen malo o takovéto strukture. Omezme
pozornost na diskrétni kanal bez paméti, ktery je

charakterizovan vstupni abecedou ¥ = {ay,...,an},
vystupni abecedou ¥, = {by,..., by} a matici P kanalu
P11 P12 ... ... Pip—1 Pin
Pat P22 ... ... Pont P2n
P= : : : :
Pm-11 Pm-12 ... ... Pm—1n—1 Pm-1n
Pm1 Pmz R Pmn—1 Pmn
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Zpusob pouzivani kanalu je nasledujici: kazda posloupnost
(uy, Us, ..., uyn) symboll ze vstupni abecedy ¥ 1 na vstupu se
prevede na posloupnost (vy, va, ..., vy) téZe délky symboll z
vystupni abecedy ¥, na vystup tak, ze

P(vk:bj|uk:a,-):p,-j (1 <i<mA1 gjgn),

a to nezavisle pro kazdeé k.
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Zakladni pojmy

Zpusob pouzivani kanalu je nasledujici: kazda posloupnost
(uy, Us, ..., uyn) symboll ze vstupni abecedy ¥ 1 na vstupu se
prevede na posloupnost (vy, va, ..., vy) téZe délky symboll z
vystupni abecedy ¥, na vystup tak, ze

P(vk:bj|uk:a,-):p,-j (1 <i<mA1 gjgn),

a to nezavisle pro kazdeé k.

Implicitné je ve vySe uvedeném obsazeno, ze pro kazdé i,

1 <i< mplati
Zpij:1'
J
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Matice P s nezapornymi hodnotami takova,
Ze soucet prvku v kazdém radku je roven 1,
se nazyva stochasticka matice.
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Matice P s nezapornymi hodnotami takova,
Ze soucet prvku v kazdém radku je roven 1,
se nazyva stochasticka matice.

V teorii nahodnych procesu mluvime o ma-
tici prechodu markovského fetézce.
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Matice P s nezapornymi hodnotami takova, /
Ze soucet prvku v kazdém radku je roven 1,
se nazyva stochasticka matice.

Q)
V teorii nahodnych procesu mluvime o ma- \
tici prechodu markovského retézce. ® x
/
[
-

Je Casto uziteCné reprezentovat kanal po-
moci diagramu, jako je tomu napf v nasle- 1
dujicim Pfikladu 2.1.
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Piklady

Priklad 2.1

Binarni vypoustéci kanal ma vstupni abecedu ¥1 = {0, 1},
vystupni abecedou ¥, = {0, 1, x} a matici P kanalu

1—¢ 0 €
P_< 0 1—¢ 5)'

To odpovida situaci, pro kterou ma kazdy symbol
pravdépodobnost ¢, Ze se spatné prenese a to na . Ale jak 1
tak 0 nelze navzajem zaménit.
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Piklady

Ptiklad 2.2

Nejpouzivanéjsi kanal v tomto modelu komunikace binarni
symetricky kanal ma vstupni abecedu X1 = {0, 1}, vystupni
abecedou ¥ 1 = {0,1} a matici P kanalu

F,:<1—p p )
p 1-p
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Priklad 2.2

Nejpouzivanéjsi kanal v tomto modelu komunikace binarni
symetricky kanal ma vstupni abecedu X1 = {0, 1}, vystupni
abecedou ¥ 1 = {0,1} a matici P kanalu

_ Oe
P= < 1=p p ) .
p 1-p
Diagram odpovidajici tomuto
kanalu ma tvar

1— .0

1e

Jinak feceno, to odpovida situaci, pro kterou ma kazdy symbol
X pravdepodobnost p, Ze se $patne prenese atonal — x.
Casto budeme psat g = 1 — p bez dalsiho komentare.

I EEEEEEEEEEEEEEEEERESEEEEEEEEEEEEENEEESESESES=S———S—GmGSm—m—..
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RozsSireni diskrétnich kanall bez paméti

Uvazme diskrétni kanal bez paméti se vstupni abecedu ¥4,

vystupni abecedou ¥, a matici P kanalu . r-té rozsifeni tohoto
kanalu je diskrétni kanal bez paméti se vstupni abecedu Zsr),
vystupni abecedou ) a matici P\") kanalu , ktera je
definovana nasledovné:

Soutadnice (/, j) matice P(") odpovidajici vstupu

Oj = a1Qa...Qr
S ak € X1, avystupu

7= P1P2... Br
S Bk € X, je

(PD)i = p(B1]e1)p(Balaz) . . . p(Brlar),
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Definice r-té rozsiteni kanalu

RozsSireni diskrétnich kanall bez paméti

Soutadnice (/, j) matice P(") odpovidajici vstupu
oi=a10p...ar
S ak € X1, avystupu
7= P1B2...Br
S Bk € Lo, je
(PU))j = p(Bi1lar)p(Balaz) . .. p(Brlar),

kde p(Sk|ak) je pravdépodobnost, Zze v kanélu s matici P je
obdrzen symbol 3y za predpokladu odeslani ay.
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Priklad - Druhé rozsireni

Priklad 2.3
Druhé rozsifeni binarniho symetrického kanalu s matici P

kanalu
~(32)
P q
ma tvar
% qp pq P
p2_| a0 @ P° pq :<qP pP>'
pq p° G* qp pP gqP
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RozsSireni diskrétnich kanall bez paméti

Alternativni zplsob jak mGzeme pfemyslet o r-tém rozsiteni je,
ze kanal C povazujeme za r kopii C operujicich nezavisle a
paralelné dle nize uvedeného.

input output

(aviap...ar) (Braz...5r)

Obrazek 3: r-té rozsiteni
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RozSireni diskrétnich kanalt bez paméti - CviCeni

@ Zprava sestavajici z N binarnich cislic je prenesena
binarnim symetrickym kanalem majici pravdépodobnost
chyby prenosu p. UkaZte, Ze ocekavany pocet chyb je Np.




Spojeni zdroje s kanalem

Obsah

Q Spojeni zdroje s kanalem
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Zakladni pojmy

FI Uvazme nasleduijici situaci: mame zdroj bez paméti S,
ktery vysila symboly (zdrojové slova) sq,...,Sy S
pravdépodobnostmi p, ..., pn.

Zdroj je spojen s binarnim symetrickym kanalem s
pravdépodobnosti chyby nasledovné:

Oe ﬂ, 0
: | Kédovaci zatizeni Dekddovaci
V4 Si
" | do binarniho kédu | N | zatizeni
1-p

1Te — > o1.




Spojeni zdroje s kanalem

Zakladni pojmy

Budeme predpokladat, Ze zakdédovani do binarniho kédu
probéhne bez Sumu a Ze zplsob zakdédovani je znam
dekddovacimu zafizeni.

Predpokladejme pro jednoduchost, ze N = 8; za symboly
muzZeme povazovat napf. pismena abecedy, rizné mény nebo
cokoliv jiného. Efektivni (tj. kompaktni) zakédovani ve smyslu
predchoziho odstavce je pak

T O e

000 100 010 o001 110 101 O11 111.
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Zakladni pojmy

Zprava je fetézec zdrojovych slov s;, ktera jsou postupné
zakodovand, prenesena a pak dekdédovana. Tudiz, dle vyse
uvedeného kédovaciho schématu, je pravdépodobnost, ze jisté
slovo je spravné preneseno, rovna g°. Pravdépodobnost, ze
zprava o n slovech je korekiné pfenesena, je g°".




Spojeni zdroje s kanalem

Zakladni pojmy

Zprava je fetézec zdrojovych slov s;, ktera jsou postupné
zakodovand, prenesena a pak dekdédovana. Tudiz, dle vyse
uvedeného kédovaciho schématu, je pravdépodobnost, ze jisté
slovo je spravné preneseno, rovna g°. Pravdépodobnost, ze
zprava o n slovech je korekiné pfenesena, je g°".

Lze to provést Iépe? Odpoved je samoziejmé ano, jinak
bychom se viubec neptali. Zajimavé otazky jsou (a) jak moc
lépe a (b) na ¢i naklady?
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Piklady

Priklad 3.1

UvazZme vyse uvedeny priklad s osmi stejné pravdépodobnymi
zdrojovymi slovy a predpokladejme, Ze pouZijeme zdvojené
zakdédovani nasledovné:

S, S3 Sy Ss, Se S7 Sg

1 R A A A

000000 100100 010010 001001 110110 101101 011011 111111,

Pokud dekddovaci zarfizeni prijme pravidlo, Ze bude pouze
dekodovat v pripadée, Ze prvni tfi symboly a druhé tfi symboly
jsou totoZné, a jinak "zavola o pomoc", pravdépodobnost, Ze se
vyskytne chyba a zlstane neobjevena, se drasticky redukuje.
Zajisté budeme platit podstatnou cenu tim, Ze jsme sniZili
pomeér prenosu faktorem 2.




Spojeni zdroje s kanalem

Piklady

Priklad 3.1 (PokraCovani)

Navic se jedna o Cisté detekcni systém, ktery nebude
vyuzitelny v pfipade, Ze se dekddovaci zafizeni nemize
kontaktovat s kédovacim zafizenim a poZadat ho o
znovuposlani slova, u kterého byla detekovana chyba.

A
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Piklady

Priklad 3.1 (PokraCovani)

Navic se jedna o Cisté detekcni systém, ktery nebude
vyuzitelny v pfipade, Ze se dekddovaci zafizeni nemize
kontaktovat s kédovacim zafizenim a poZadat ho o
znovuposlani slova, u kterého byla detekovana chyba.

Zbyvajici cast této kapitoly je vénovana zpusobu ziskani
dostatecné miry prenosu kanalu se Sumem bez pfilis velkého
prodlouZeni zpravy.

A




Spojeni zdroje s kanalem

Cviceni

Cviceni 3.2

Jednoduchy zpusob detekovani nejvyse jedné chyby je pouZit
zafizeni pridavajiciho kontrolu parity, abychom méli zajisteno,
Ze soucet Cisel v pfenaseném slové je sudy. Tedy kontrola
parity z vyse uvedeného prikladu ma tvar

11171

0000 1001 0101 0011 1100 1010 0110 1111.
Ukazte, Ze jestlize pfeneseme kdd s kontrolou parity binarnim
symetrickym kandlem, pravdépodobnost, Ze neni objevena
chyba, je rovna 6p*(1 — p)? + p*, kde p je pravdépodobnost
vyskytu chyby pfi pfenosu kanalem.

v
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Dekédovani Hammingova vzdale-
Optimalizace nost

@ Hammingova vzdalenost

@ Kodovani a dekodovaci
pravidla
@ Dekodovani
@ Optimalizace



Dekédovaci pravidla ) ,, :
P Dekaédovani Hammingova vzdale-

Optimalizace nost

Dekddovaci pravidla

FI Bud dan kanal bez paméti se vstupni abecedou

Yy ={ay,...,am} avystupni abecedou X, = {by,..., bx}. Kod
délky n je libovolny systém C rGznych posloupnosti délky n
symbolu ze ¥ 4. Prvky z C se nazyvaji kodova slova.
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P Dekaédovani Hammingova vzdale-

Optimalizace nost

Dekddovaci pravidla

FI Bud dan kanal bez paméti se vstupni abecedou

Yy ={ay,...,am} avystupni abecedou X, = {by,..., bx}. Kod
délky n je libovolny systém C rGznych posloupnosti délky n
symbolu ze ¥ 4. Prvky z C se nazyvaji kodova slova.

Je-li dan kod C délky n s kédovymi slovy ¢4, ¢€o, . .., Cp,
dekodovaci pravidlo je libovolny rozklad mnoziny moznych
obdrzenych posloupnosti do disjunktnich mnozin

Ry, Ro, ..., Ry se ziejmou interpretaci toho, Ze je-li obdrzena
posloupnost y prvkem mnoziny R, je y dekddovano jako
kodoveé slovo c;.



Dekédovaci pravidla . - .
P Dekaédovani Hammingova vzdale-
Optimalizace nost

Dekddovaci pravidla

Formalné vzato, predpokladame-li, ze kdéd C neobsahuje napf.
symbol "?"jakozto kédové slovo, rozhodovaci (dekédovaci)
pravidlo pro kéd C je funkce f: X7 — C U {?}. Aplikaci
dekddovaciho pravidla nazyvame dekddovani.




Dekédovaci pravidla ) ,, :
P Dekaédovani Hammingova vzdale-

Optimalizace nost

Dekddovaci pravidla

Formalné vzato, predpokladame-li, ze kdéd C neobsahuje napf.
symbol "?"jakozto kédové slovo, rozhodovaci (dekédovaci)
pravidlo pro kéd C je funkce f: X7 — C U {?}. Aplikaci
dekddovaciho pravidla nazyvame dekddovani.

Je-liy (obdrzené) slovo v X7, pak rozhodovaci pravidlo
dekdduje y jakozto kédové slovo f(y) nebo v opacném piipadé
nahlasi dekddovaci chybu, jestlize f(y) =7.




Dekédovaci pravidla ) ,, :
P Dekaédovani Hammingova vzdale-

Optimalizace nost

Dekddovaci pravidla

Formalné vzato, predpokladame-li, ze kdéd C neobsahuje napf.
symbol "?"jakozto kédové slovo, rozhodovaci (dekédovaci)
pravidlo pro kéd C je funkce f: X7 — C U {?}. Aplikaci
dekddovaciho pravidla nazyvame dekddovani.

Je-liy (obdrzené) slovo v X7, pak rozhodovaci pravidlo
dekdduje y jakozto kédové slovo f(y) nebo v opacném piipadé
nahlasi dekddovaci chybu, jestlize f(y) =7.

Vybér dekdédovaciho pravidla je podstatny k Uspéchu kazdého
komunikacniho systému. Jako extrémni pfiklad je snadné

zkonstruovat dekédovaci pravidlo, které zcela znici
bezchybnost kanalu bez Sumu.



Dekddovaci pravidla ) ,, : :
Dekédovani Hammingova vzdale-

Optimalizace nost

Priklad - dekddovaci pravidla

Piiklad 4.1

Predpokladejme, Ze mame zdroj s praveé dvéma zdrojovymi
slovy sy a s,, ktery muZeme zakddovat pro prfenos binarnim
symetrickym kanalem jako

Ss1 — 000 = ¢4, So— 111 = ¢o.
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Optimalizace nost

Priklad - dekddovaci pravidla

Piiklad 4.1

Predpokladejme, Ze mame zdroj s praveé dvéma zdrojovymi
slovy sy a s,, ktery muZeme zakddovat pro prfenos binarnim
symetrickym kanalem jako

Ss1 — 000 = ¢4, So— 111 = ¢o.

Mame pak osm moZnych obdrZenych zprav. MoZné dekodovaci
pravidlo by mohlo byt dekoédovat zpravu jako sq, pokud
obsahuje vice nul neZ jednicek.




Dekédovaci pravidla
vac pravi Dekoédovani Hammingova vzdale-

Optimalizace nost

Priklad - dekddovaci pravidla

Piiklad 4.1

Predpokladejme, Ze mame zdroj s praveé dvéma zdrojovymi
slovy sy a s,, ktery muZeme zakddovat pro prfenos binarnim
symetrickym kanalem jako

Ss1 — 000 = ¢4, So— 111 = ¢o.

Mame pak osm moZnych obdrZenych zprav. MoZné dekodovaci
pravidlo by mohlo byt dekoédovat zpravu jako sq, pokud
obsahuje vice nul neZ jednicek.

Meéné citlivé pravidlo by mohlo byt dekddovat zpravu jako s1,
pouze kdyZ obdrzena zprava byla 000. A priori, kaZzdé z techto
pravidel ma stejnou vahu, i s pravidlem: dekodujte kaZzdé

obdrzené slovo i’ako Si /
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Dekddovaci pravidla

Nasi snahou bude najit dekédovaci pravidlo, které maximalizuje
pravdépodobnost spravného dekédovani tj. pravdépodobnost,
Zze x = f(y) je opravdu to kédové slovo ¢, které bylo odeslano.
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Dekddovaci pravidla

Nasi snahou bude najit dekédovaci pravidlo, které maximalizuje
pravdépodobnost spravného dekédovani tj. pravdépodobnost,
Zze x = f(y) je opravdu to kédové slovo ¢, které bylo odeslano.

Poznamenejme, ze pfijemce nema zadnou moznost zjistit, zdali
dekddovaci proces opravdu dekddoval spravné.
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Dekddovaci pravidla

Nasi snahou bude najit dekédovaci pravidlo, které maximalizuje
pravdépodobnost spravného dekédovani tj. pravdépodobnost,
Zze x = f(y) je opravdu to kédové slovo ¢, které bylo odeslano.

Poznamenejme, ze pfijemce nema zadnou moznost zjistit, zdali
dekddovaci proces opravdu dekddoval spravné.

Pravdépodobnost spravného dekédovani Ize vyjadfit mnoha
zpusoby. Pouzijeme-li napfiklad formuli Gpiné
pravdépodobnosti, obdrzime nasledujici dva vztahy:

P(spravné dekédovani) = Z P(spravné dekodovéani|c odeslano)P(c odeslano), (4.1)
ceC

vztahujeme-li podminku na mnozinu kédovych slov resp.
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Dekddovaci pravidla

P(sprévné dekédovani) = »  P(spravné dekédovanily obdrzeno)P(y obdrzeno),
yexy]
(4.2)

vztahujeme-li podminku na mnozinu slov ze %7.
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Dekddovaci pravidla

P(sprévné dekédovani) = »  P(spravné dekédovanily obdrzeno)P(y obdrzeno),
yexy]
(4.2)

vztahujeme-li podminku na mnozinu slov ze %7.

Poznamenejme, Ze vztah (4.1) explicitné obsahuje
pravdépodobnosti P(c odeslano), ze rizna kédova slova byla
poslana pomoci kanélu.
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Dekddovaci pravidla

P(sprévné dekédovani) = »  P(spravné dekédovanily obdrzeno)P(y obdrzeno),
yexy]
(4.2)

vztahujeme-li podminku na mnozinu slov ze %7.

Poznamenejme, Ze vztah (4.1) explicitné obsahuje
pravdépodobnosti P(c odeslano), ze rizna kédova slova byla
poslana pomoci kanélu.

Tyto pravdépodobnosti nejsou nic jiného nez pravdépodobnosti
zdroje C. Mluvime pak o vstupnim rozdéleni kanalu.
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Dekddovaci pravidla

P(sprévné dekédovani) = »  P(spravné dekédovanily obdrzeno)P(y obdrzeno),
yexy]
(4.2)

vztahujeme-li podminku na mnozinu slov ze %7.

Poznamenejme, Ze vztah (4.1) explicitné obsahuje
pravdépodobnosti P(c odeslano), ze rizna kédova slova byla
poslana pomoci kanélu.

Tyto pravdépodobnosti nejsou nic jiného nez pravdépodobnosti
zdroje C. Mluvime pak o vstupnim rozdéleni kanalu.

Pfitom (4.2) rovnéz obsahuje vstupni rozdéleni, protoze
pravdépodobnost, Zze dané slovo y je obdrzeno, obvykle zavisi
na tom, které kédové slovo bylo odeslano.
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Dekddovaci pravidla

Necht f je dekdédovaci pravidlo pro kéd C. Je-li odeslano
kodoveé slovo ¢, pak spravné dekoédovani nastane pravée tehdy,
kdyz f(y) = ¢ pro obdrzené slovo y. Plati tedy

P(spravné dekodovani|c odeslano) = Z P(y obdrzeno|c odeslano). (4.3)
yexy,f(y)=c
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Dekddovaci pravidla

Necht f je dekdédovaci pravidlo pro kéd C. Je-li odeslano
kodoveé slovo ¢, pak spravné dekoédovani nastane pravée tehdy,
kdyz f(y) = ¢ pro obdrzené slovo y. Plati tedy

P(spravné dekodovani|c odeslano) = Z P(y obdrzeno|c odeslano). (4.3)
yexy,f(y)=c

Provedeme-li substituci do (4.1), obdrzime

P(spravné dekodovani) = Z P(y obdrzeno|c odeslano)P(c odeslano).
cec,yex f(y)=c
(4.4)
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Dekddovaci pravidla

Tato dvojnasobna suma neni vSak vzdy zcela pfihodna. Pfitom
vztah (4.2) nam podavéa vhodnéjsi navod, jak obdrzet dobré
dekddovaci pravidlo.




Dekédovaci pravidla . ) .
P Dekédovani Hammingova vzdale-

Optimalizace nost

Dekddovaci pravidla

Tato dvojnasobna suma neni vSak vzdy zcela pfihodna. Pfitom
vztah (4.2) nam podavéa vhodnéjsi navod, jak obdrzet dobré
dekddovaci pravidlo.

Podle dekdédovaciho pravidla f je obdrzené slovo y dekédovano
spravné, jestlize odeslané slovo bylo f(y).
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Dekddovaci pravidla

Tato dvojnasobna suma neni vSak vzdy zcela pfihodna. Pfitom
vztah (4.2) nam podavéa vhodnéjsi navod, jak obdrzet dobré
dekddovaci pravidlo.

Podle dekdédovaciho pravidla f je obdrzené slovo y dekédovano
spravné, jestlize odeslané slovo bylo f(y).

Plati tedy

P(spravné dekodovéani| y obdrzeno)=P(f(y) odeslano| y obdrzeno) (4.5)

a pritom se ve vySe uvedeném vyrazu nevyskytuje zadna suma.
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Dekddovaci pravidla

Dosad'me do vztahu (4.2). Pak mame

P(spravné dekddovani) = Z P(f(y) odeslanoly obdrzeno)P(y obdrzeno). (4.6)
yeT]
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Dekddovaci pravidla

Dosad'me do vztahu (4.2). Pak mame

P(spravné dekddovani) = Z P(f(y) odeslanoly obdrzeno)P(y obdrzeno). (4.6)
yeT]

Pravdépodobnost spravného kédovani Ize maximalizovat tim,
Ze budeme postupovat podle takového dekddovaciho pravidla,
které maximalizuje kazdou z podminénych pravdépodobnosti

P(f(y) odeslanoly obdrzeno).
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Pravidlo idealniho pozorovatele

Jinak fec¢eno, za predpokladu, ze jsme obdrzeli y, rozhodneme
se tak, Zze kddové slovo, které bylo poslano, je to
nejpravdépodobnéjsi, které mohlo byt odeslano. To jde
konkrétné zajistit tak, ze se prochazime zpétnymi kanalovymi
pravdépodobnostmi

P(c1 odeslanoly obdrzeno), ..., P(cy odeslanoly obdrzeno)

’ )

a vybereme kddové slovo c¢; s nejvétsi pravdépodobnosti.
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Pravidlo idealniho pozorovatele

Jinak fec¢eno, za predpokladu, ze jsme obdrzeli y, rozhodneme
se tak, Zze kddové slovo, které bylo poslano, je to
nejpravdépodobnéjsi, které mohlo byt odeslano. To jde
konkrétné zajistit tak, ze se prochazime zpétnymi kanalovymi
pravdépodobnostmi

P(c1 odeslanoly obdrzeno), ..., P(cy odeslanoly obdrzeno)

’ )

a vybereme kddové slovo c¢; s nejvétsi pravdépodobnosti.

Toto pravidlo se nazyva pravidlo idealniho pozorovatele
neboli pravidlo minimalni chyby.
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Pravidlo idealniho pozorovatele

Nicméné, prepis téchto podminénych pravdépodobnosti nam
ukazuije, ze tyto podminéné pravdépodobnosti nelze pouzit bez
znalosti pravdépodobnosti vyskytu kédovych slov c;.

Mame totiz podle Bayesovy véty:

P(y obdrzeno|c odeslano)P(c odeslano)

P(c odeslano|y obdrzeno) =

EQJ P(y obdrzeno|c, odeslano)P(cy odeslano)’
(4.7)
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Pravidlo idealniho pozorovatele

Nicméné, prepis téchto podminénych pravdépodobnosti nam
ukazuije, ze tyto podminéné pravdépodobnosti nelze pouzit bez
znalosti pravdépodobnosti vyskytu kédovych slov c;.

Mame totiz podle Bayesovy véty:

P(y obdrzeno|c odeslano)P(c odeslano)

QJ P(y obdrzeno|cy odeslano)P(ck odesla’mo)(;1 -

P(c odeslano|y obdrzeno) =

V praxi je to vazna nevyhoda. Totiz, abychom urcili dekédovaci
funkci, musime znat, s jakou pravdépodobnosti jsou kédova
slova posilana pomoci kanalu, tj. musime znat jistou informaci
0 zprave, coz neni zrovna vzdy mozné.
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Pravidlo maximalni pravdépodobnosti

Toto, spolecné se skuteCnosti, Ze neni snadné toto pravidlo
aplikovat v pripadé, kdy mame velky pocet kddovych slov,
opraviuje uziti nasledujiciho pravidla nazyvaného pravidlem
maximalni pravdépodobnosti (maximum-likelihood (ML)).
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Pravidlo maximalni pravdépodobnosti

Toto, spolecné se skuteCnosti, Ze neni snadné toto pravidlo
aplikovat v pripadé, kdy mame velky pocet kddovych slov,
opraviuje uziti nasledujiciho pravidla nazyvaného pravidlem
maximalni pravdépodobnosti (maximum-likelihood (ML)).

Toto pravidlo dekdduje kazdy obdrzeny vektor y do kédového
slova c; tak, ze maximalizuje

P(y obdrzeno|c; odeslano). (4.8)

Pro ty, ktefi jsou obeznameni s odhady maximalni
pravdépodobnosti ve statistice, je analogie zfejma.
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Splynuti obou pravidel

Za predpokladu nedostatku informace o pravdépodobnostech
rliznych kédovych slov mame nasleduijici:

Maji-li kédova slova stejnou pravdépodobnost, pak
pravidlo maximalni pravdéepodobnosti splyva s pravi-  (4.9)
dlem idealniho pozorovatele.
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Splynuti obou pravidel

Za predpokladu nedostatku informace o pravdépodobnostech
rliznych kédovych slov mame nasleduijici:

Maji-li kédova slova stejnou pravdépodobnost, pak
pravidlo maximalni pravdéepodobnosti splyva s pravi-  (4.9)
dlem idealniho pozorovatele.

Duiikaz je snadny. Totiz plati P(c odeslano) = 4. Tedy plati dle
(4.7)

P(c odeslanoly obdrzeno) = P(y obdrZenojc odeslano) (4.10)

SN, p(y obdrzenoic, odeslano)
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Splynuti obou pravidel

Za predpokladu nedostatku informace o pravdépodobnostech
rliznych kédovych slov mame nasleduijici:

Maji-li kédova slova stejnou pravdépodobnost, pak
pravidlo maximalni pravdéepodobnosti splyva s pravi-  (4.9)
dlem idealniho pozorovatele.

Duiikaz je snadny. Totiz plati P(c odeslano) = 4. Tedy plati dle
(4.7)

P(y obdrzeno|c odeslano) (4.10)

P(c odeslanoly obdrzeno) = >N, P(y obdrzenoic, odeslano)

Odtud pak mame, Ze maximum na pravé strané obdrzime
praveé tehdy, kdyz budeme mit maximum na levé strané.
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Hammingova vzdalenost

V hlavni Casti této pfednasky budeme pracovat s binarnim
symetrickym kanalem. Pro tento kanal ma pravidlo maximalni
pravdépodobnosti obzvlast snadnou implementaci.




Dekédovaci pravidla
vaci pravi Dekodovani Hammingova vzdale-

Optimalizace nost

Hammingova vzdalenost

V hlavni Casti této pfednasky budeme pracovat s binarnim
symetrickym kanalem. Pro tento kanal ma pravidlo maximalni
pravdépodobnosti obzvlast snadnou implementaci.

Necht V,, oznacuje mnozinu v§ech posloupnosti délky n
slozenych z nul a jedniCek a, pokud to bude nutné, povazujme
V,, za vektorovy n-dimenzionalni prostor nad télesem celych
Cisel modulo 2.




Dekédovaci pravidla
vaci pravi Dekodovani Hammingova vzdale-
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Hammingova vzdalenost

V hlavni Casti této pfednasky budeme pracovat s binarnim
symetrickym kanalem. Pro tento kanal ma pravidlo maximalni
pravdépodobnosti obzvlast snadnou implementaci.

Necht V,, oznacuje mnozinu v§ech posloupnosti délky n
slozenych z nul a jedniCek a, pokud to bude nutné, povazujme
V,, za vektorovy n-dimenzionalni prostor nad télesem celych
Cisel modulo 2.

Jsou-li x a y vektory z V), definujme Hammingovu vzdalenost
d(x,y) mezi x a 'y jako pocet mist, ve kterych se x a y lisi.
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Pravidlo minimalni vzdalenosti

Pro binarni symetricky kanal je pfirozenym dekdédovacim
pravidlem pravidlo minimalni vzdalenosti, totiz: dekddujme
kazdy obdrzeny vektor y do kédového slova c;, které ma
minimalni Hammingovu vzdalenost od y: pokud je vicero
takovych slov, vybereme c; libovolne.

P(y obdrzeno|c; odeslano). (4.11)
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Pravidlo minimalni vzdalenosti

Pro binarni symetricky kanal je pfirozenym dekdédovacim
pravidlem pravidlo minimalni vzdalenosti, totiz: dekddujme
kazdy obdrzeny vektor y do kédového slova c;, které ma
minimalni Hammingovu vzdalenost od y: pokud je vicero
takovych slov, vybereme c; libovolne.

P(y obdrzeno|c; odeslano). (4.11)

Nasledujici snadny vysledek nam tvrdi:

Pro binarni symetricky kanal s pravdépodobnosti chyby p < %
Je dekodovaci pravidlo minimalni vzdalenosti ekvivalentni k
pravidlu maximalni pravdépodobnosti.
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Dikaz Véty 4.2

Pro vSechny vektory x ay z V,, s vlastnosti d(x,y) = d plati

P(y bylo obdrzeno|x bylo odeslano) = p?q"¢.
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Dikaz Véty 4.2

Pro vSechny vektory x ay z V,, s vlastnosti d(x,y) = d plati

P(y bylo obdrzeno|x bylo odeslano) = p9q"¢.

Pokud p < % tento vyraz nabyva maxima, je-li d minimalni. To
ale zfejmeé staci k tomu, Ze pevné slovo y dekédujeme jako to
kodove slovo, které ma nejmensi vzdalenost od slova y.
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Dikaz Véty 4.2

Pro vSechny vektory x ay z V,, s vlastnosti d(x,y) = d plati

P(y bylo obdrzeno|x bylo odeslano) = p9q"¢.

Pokud p < % tento vyraz nabyva maxima, je-li d minimalni. To
ale zfejmeé staci k tomu, Ze pevné slovo y dekédujeme jako to
kodove slovo, které ma nejmensi vzdalenost od slova y.

Obracené, vezmeme-li jako rozkédovani pevného slova y
koédové slovo minimalni vzdalenosti, je vySe uvedena
pravdépodobnost maximailni.
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Cviceni

@ Necht kod sestava ze Etyr kodovych slov ¢ = 1000,
¢, = 0110, c3 = 0001 ac4 = 1111. Pravdépodobnosti
vyskytu téchto kédovych slov jsou dany jako

Pler) = Ple2) = 5. P(es) = Ples) = &
Pouzivate-li pro pfenos binarni symetricky kanal s
pravdépodobnosti chyby 1‘—0 a obdrZzite na vystup vektor
1001, jak by jste se rozhodoval pfi

@ pouziti pravidla idealniho pozorovatele,

@ pouzitim pravidla maximalni pravdépodobnosti?
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Kapacita kanalu

@ Zakladni pojmy
@ Binarni symetricky kanal
° r-té rozsireni

e Kapacita kanélu



Zakladni pojmy

Kapacita kanalu ; ’ . . e
Binarni symetricky kanal  r-té rozsireni

Kapacita kanalu - Definice

FI Jak uz napovida jméno, kapacita komunikacniho kanalu je
mira jeho schopnosti pfenaset informaci. Formalni definice je
motivovana nize uvedenym:

Predpokladejme, Ze mame diskrétni kanal bez paméti se
vstupni abecedou X4 = {ay, ..., am}, vystupni abecedou

Yo ={bq,...,by} amatici P kanalu

P = [pj] = P(b; obdrzeno|a; odeslano).
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Kapacita kanalu o ’ . . e
Binarni symetricky kanal  r-té rozsireni

Kapacita kanalu - Definice

FI Jak uz napovida jméno, kapacita komunikacniho kanalu je
mira jeho schopnosti pfenaset informaci. Formalni definice je
motivovana nize uvedenym:

Predpokladejme, Ze mame diskrétni kanal bez paméti se
vstupni abecedou X4 = {ay, ..., am}, vystupni abecedou

Yo ={bq,...,by} amatici P kanalu

P = [pj] = P(b; obdrzeno|a; odeslano).

Pridame-Ili k tomuto kanalu zdroj S bez paméti, ktery vysila
symboly ay, ..., amn s pravdépodobnostmi py, ..., pm, pak
vystup kanalu mizeme povazovat za zdroj 7 bez paméti.



Zakladni pojmy

Kapacita kanalu ; ’ . . e
Binarni symetricky kanal  r-té rozsireni

Kapacita kanalu - Definice
Ten vysila symboly by, ..., b, s pravdépodobnostmi qy, . . ., gn,
kde ¢ = Z% P(b; obdrzeno|a; odeslano)P(a; odeslano)
= 2i=1PiPj-




Zakladni pojmy

Kapacita kanalu o ’ . . e
Binarni symetricky kanal  r-té rozsireni

Kapacita kanalu - Definice

Ten vysila symboly by, ..., b, s pravdépodobnostmi qy, . . ., gn,

kde g, = >, P(b; obdrzenola; odeslano)P(a; odeslano)
= X1 Pipj-

Informace o S podana pomoci 7, definovana v kapitole 1, je

rovna
I(8|T7) = H(S) = H(S|T) = H(S) + H(J) — H(S, T)
a je to funkce, ktera zavisi pouze na pravdépodobnostnim

rozdéleni py, ..., pm, @ matici kanalu P. Je proto pfirozené
definovat kapacitu C kanélu jako
C = sup I(S|7). (5.1)

kde supremum je brano pres vSechny zdroje bez paméti S,
nebo, jesté presnéji, nad vSemi moznymi rozdélenimi
pravdépodobnosti (py, .. ., Pn).
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Kapacita kanalu o ’ . . e
Binarni symetricky kanal  r-té rozsireni

Kapacita kanalu - Definice

Nejdfive si pfipomefnme, ze C je dobfe definovano v tom
smyslu, Ze pouze hledame supremum funkce f(p), kde f je
spojita funkce na uzaviené a ohrani¢ené podmnoziné mnoziny
R a dle zakladni véty analyzy ma f maximum v néjakém
bodé. Mizeme tedy 5.1 prepsat jako

C = max I(S|7), (5.2)

Dale si uvédomme, ze C je kvantitativni veli¢ina uréena pouze
matici kanélu P. Mdzeme ji zhruba povazovat za konduktanci
(vodivost) odporu v teorii elektrickych obvodu. Jeji jednotky
jsou pak jednotky informace nebo entropie, totiz "bity za
sekundu" nebo "bity na symbol" v zavislosti na kontextu.
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Kapacita binarniho symetrického kanalu

Ukazme priklad, jak Ize najit kapacitu kanalu.

Véta 5.1

Kapacita binarniho symetrického kanalu s pravdépodobnosti
chyby pfenosu p je urcena vztahem

C(p) =1+ plogp+qloggq, (5.3)

kdeg=1-p.
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Kapacita kanalu . . : e
P Binarni symetricky kanal  r-té rozsireni

Kapacita - Dukaz Véty 5.1

K usnadnéni oznaceni predpokladejme, Ze zdroj S emituje O s
pravdépodobnosti «v a 1 s pravdépodobnosti 8 = 1 — a. Pak vystup J
ma rozdélen{

0 s pravdépodobnosti aq + Sp, 1 s pravdépodobnosti 3q + ap.

Je tedy H(S, J) pravé entropie rozdéleni (aq, ap, 89, 5q). Po
jednoduché dpravé

I(S|7) = plogp+ qlogq— (aq+ Bp)log(aq + Bp)
—(ap + Bq) log(ap + 59)

Derivujme dle . Pak obdrzime, e I(S]J) md maximum v piipadg,
%e o = } a obdrzime pak 5.3. ml

—_ === —
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Kapacita kanalu . : e
P Binarni symetricky kanal  r-té rozsireni

Vlastnosti kapacity

Poznamenejme, Ze kapacita ma ocekavané vlastnosti — C(p) je
monotonni funkce p, 0 < p< 1, a

C(0) =1, C(

coz odpovida intuici, ze, pokud p = % kanal se stane
dokonalym rusiCem, ale Ze, pokud p = 0, mame dokonaly
prenos.
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Kapacita kanalu . : e
P Binarni symetricky kanal  r-té rozsireni

Vlastnosti kapacity

Poznamenejme, Ze kapacita ma ocekavané vlastnosti — C(p) je
monotonni funkce p, 0 < p< 1, a

C(0) =1, C(

coz odpovida intuici, ze, pokud p = % kanal se stane
dokonalym rusiCem, ale Ze, pokud p = 0, mame dokonaly
prenos.

Zjisténi kapacity obecnych kanall je netrivialni zalezitost. V
pripadé, ze kanal nema néjakou specialni vlastnost nebo neni
odvozen z kanalu, jehoz kapacita je zndma, jediny zpUsob, jak
muzeme vypocitat kapacitu, je vyfeSeni problému optimalizace
s omezenimi, a to zejména metodou Lagrangeovych
multiplikatoru.
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Kapacita kanalu L : . . .
Binarni symetricky kanal  r-té rozSireni

Kapacita r-tého rozSireni
Prikladem prvni z téchto technik je nasledujici vysledek.

Véta 5.2

v rv

Ma&-Ii kanal S bez paméti kapacitu C, mé jeho r-té rozsiteni S\
kapacitu rC.

Dlkaz.

Oznacme jako c kapacitu r—tého rozsifeni tak, Ze
C() = supy H(X) — H(X|Y), (5.4)

kde X = (Xi,...,Xy)a¥Y = (Yi,...,Y;) jsou vstupni a vystupni
dvojice. Mame ale

H(X) — H(X|Y) = H(Y) — H(Y|X). (5.5) |



Zakladni pojmy

Kapacita kanalu
p Binarni symetricky kanal  r-té rozsiteni

Dikaz Véty 5.2
Pokracovani diukazu.

Zaroven

H(YIX) = " p(x)H(Y|X = x).
X
Protoze se jedna o kanal bez paméti, mame

H(Y|X =x) = ZH YiX =x) =) H(Yi|Xi = x;).
i

Zejména

H(Y|X)=>_x P(X)H(Yi|X; = X;)
=i 22y HYilX; = u) - P(X; = u).
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Binarni symetricky kanal  r-té rozsiteni

Kapacita kanalu

Dikaz Véty 5.2
Pokracovani dukazu.
Tedy
H(Y|X) = ZH Yi|X)). (5.6)
Obecné plati

H(Y) < H(Y1) + -+ H(Y)),

a tedy celkem C(") < rC. Pfipomefime, Ze rovnost nastava
prave tehdy, kdyz Yi,..., Y, jsou nezavisla. Toho lze
dosahnout tim, Ze zvolime Xi, ..., X; jako nezavislé a vybranim
rozdéleni, pri kterém bylo dosazeno kapacity C kanalu. 1
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Kapacita kanalu S ’ . z o
p Binarni symetricky kanal  r-té rozsiteni

Cviceni
Cviceni 5.3

@ Vypoctéte kapacitu bindrniho vypoustéciho kanalu s
pravdépodobnosti chyby e.

©Q UvaZujeme-li kanal bez paméti s matici

10
0o 1|,
0 1

ukaZzte, Ze kapacity Ize dosahnout vice neZ jednim
rozdélenim na vstupu. UkaZte, Ze rozsifenim 2. fadu
muzeme dosahnout kapacity pomoci rozdéleni na vstupu,
které neni soucinem rozdéleni na vstupu ptvodniho
kanalu.

(Feinstein, 1958)
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Kédovani se Sumem

@ Véta o kodovani se sumem
@ Shannonova véta




Shannonova véta
Kédovani se Sumem

Véta o kédovani se Sumem

FI Jiz dfive jsme vidéli, ze mizeme dosahnou libovolné velké
spolehlivosti pouze dostatecné castym opakovanim kazdého
zdrojového symbolu. Zfejme je tato metoda velmi ¢asove
narocna a hlavnim G¢elem tohoto odstavce je dokazat
prekrasné tvrzeni C. Shannona (1948), které tvrdi, Ze za
predpokladu, Ze rychlost (mira) pfenosu je pod kapacitou
kanalu, Ize dosahnout libovolné velké spolehlivosti.




Shannonova véta
Kédovani se Sumem

Véta o kédovani se Sumem

FI Jiz dfive jsme vidéli, ze mizeme dosahnou libovolné velké
spolehlivosti pouze dostatecné castym opakovanim kazdého
zdrojového symbolu. Zfejme je tato metoda velmi ¢asove
narocna a hlavnim G¢elem tohoto odstavce je dokazat
prekrasné tvrzeni C. Shannona (1948), které tvrdi, Ze za
predpokladu, Ze rychlost (mira) pfenosu je pod kapacitou
kanalu, Ize dosahnout libovolné velké spolehlivosti.

Budeme se koncentrovat na binarni symetricky kanal. Tyto
mySlenky Ize rozSifit na podstatné komplikovanéjsi kanaly, ale
dulezitgjsi je plné porozumét nosnym principlim, nez se
obklopit matematickymi detaily.
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Véta o kédovani se Sumem

Bud' dan kéd C a dekddovaci schéma pro C.

Pravdepodobnost chyby e(C) je obvykle definovana jako
primeérna pravdépodobnost chyby za predpokladu, ze v§echna
kodova slova byla vyslana se stejnou pravdépodobnosti.

Jinak fe¢eno, mame-li M kédovych slov ¢y, ..., ¢y z C, pak plati

M
e(C) = 1ﬂ ,2 P(nastala chybalc; bylo pfeneseno).

V ptipadé binarnich kodi muzeme predpokladat, pokud

nebude jinak uvedeno, ze pouzivame dekddovaci pravidlo

maximalni pravdépodobnosti (=pravidlo minimalni vzdalenosti),

a tudiz se Casto budeme odvolavat na pravdépodobnost chyby

koédovani bez specifického pripomenuti dekédovaciho pravidla.
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Véta o kédovani se Sumem

Budeme se snazit najit kédy s malou primérnou
pravdépodobnosti chyby. AvS§ak, podstatné silngjSim
pozadavkem je, aby maximalni pravdépodobnost chyby je
mald. Jak Ize oCekavat, ta je definovana jako

€(C) = max;P(nastala chybalc; bylo pfreneseno),

a evidentné
é>e.

Predpokladejme proto, ze mame binarni symetricky kanal s
pravdépodobnosti chyby p a tudiz kapacitou C uréenou

C=C(p)=1+plogp+(1—p)log(1—p).



Shannonova véta
Kédovani se Sumem

Véta o kédovani se Sumem

Dokazme nasledujici verzi Shannonovy véty.

Theorem 6.1

Shannonova véta o kodovani se Sumem Bud’ dan binarni
symetricky kanal kapacity C a libovolné R, 0 < R < C. Pak pro
kaZdou posloupnost (My, : 1 < n < o) pfirozenych Cisel
splrujicich

1<M,<2f" (1 <n< ),

a vsechna kladna « > 0, existuje posloupnost kédu
(Ch:1 < n< o0) apfirozené cislo Ny(¢) tak, Ze C, ma M,
kédovych slov délky n a maximalni pravdépodobnost chyby

e(Cn) <e

pro vsechna n > Ny(¢).
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Véta o kédovani se Sumem

Jakym zpusobem funguije tato véta. Pfredpokladejme, ze
pravdépodobnost chyby takovéhoto kandlu je takova, ze
kapacita kanalu C(p) = 0.8. Pak, je-li nade zprava fetézec nul a
jednicek, vime, Ze pro dostatecné velké n, polozime-li

R = 0.75, existuje mnozina 2075 kédovych slov délky n, ktera
maji pravdépodobnost chyby mens§i nez libovolné pfedem
predepsana hranice.
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Véta o kédovani se Sumem

Jakym zpusobem funguije tato véta. Pfredpokladejme, ze

pravdépodobnost chyby takovéhoto kandlu je takova, ze

kapacita kanalu C(p) = 0.8. Pak, je-li nade zprava fetézec nul a

jednicek, vime, Ze pro dostatecné velké n, polozime-li

R = 0.75, existuje mnozina 2°-7°" kédovych slov délky n, ktera

maji pravdépodobnost chyby mens§i nez libovolné pfedem

predepsana hranice. Tudiz, abychom zakddovali zpravu ze

zdroje, postup je nasleduijici:

(a) Rozdélte zpravu do bloku délky m, pficemz m je takové, ze
3[%1 =m> No({-:).

(b) Zakéduijte kazdy z téchto m-blokl do kédu C, tak, ze
pouZzijete kodové slovo délky 4 pro kazdy m-blok.

(b) Preneste nové zakédovanou posloupnost kanalem.
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Véta o kédovani se Sumem

Ceho jsme dosahli? Podstatné redukce pravdépodobnosti
chyby. Na ¢i naklady? Komplexnosti zakédovani a mensi miry
prenosu: zaroven vSak bohuzel doposud neznamé zakdédovani.
Sila Shannonovy véty spociva v tom, zZe existuji takovéto kady.
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Véta o kédovani se Sumem

Ceho jsme dosahli? Podstatné redukce pravdépodobnosti
chyby. Na ¢i naklady? Komplexnosti zakédovani a mensi miry
prenosu: zaroven vSak bohuzel doposud neznamé zakdédovani.
Sila Shannonovy véty spociva v tom, zZe existuji takovéto kady.
MA Duikaz Shannonovy véty, ktery chceme provést nize,
zavisi na dvou nerovnostech — z nich prvni je velmi dobfe
znama — jeji dukaz Ize najit v kazdém elementarnim textu z
teorie pravdépodobnosti.

Cebysevova nerovnost

Je-li X libovolna nahodna proménna tak, ze ma konec¢nou
variaci (odchylku) var(X) = D(X), pak pro kazdé a > 0 mame

P(IX — E(X)| > a) < D(X)/&. (6.1)
e 4 4444
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Véta o kédovani se Sumem

Druha nerovnost je méné znama a ma rovnéz
pravdépodobnostni interpretaci; Ize ji vyslovit nasledovné.

Omezena nerovnost
Pro vechna \, 0 < \ < §, plati

[An]

3 < Z) < 2nh(v), (6.2)

k=0

kde h(\) = —[Alog A + (1 — A) log (1 — A)]-
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Dukaz Omezené nerovnosti

Polozme m = | \n|.
Plati 12, < 1. Tedy pro 0 < k < m < An mame

- <) <[—) <1.
=) =) =) <
Pak mUzeme psat n

== 2 S ()M -

= - (1) (&)
> 01—V (1)
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Dukaz Omezené nerovnosti

Pokracovani.
Tudiz
o (1 (1-3) h(x)

An n(1—X) _ »n
Z(k>§)\ (1-21) = 2mMK),
k=0
logaritmujeme-li pfi zakladu 2 a pak znovu umocnime. 1
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Dikaz véty o kédovani se Sumem

Dlkaz Véty 6.1.

Nejprve popiSme hruby smér dikazu.
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Dikaz véty o kédovani se Sumem

Dlkaz Véty 6.1.
Nejprve popiSme hruby smér dikazu.

Zvolme si pevné prirozené Cislo n, a pro dany okamzik,
pracujme s binarnimi kédy ve V,,. Predpokladejme, ze se
pokousime najit k6d s M kédovymi slovy ¢; € V.
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Dikaz véty o kédovani se Sumem

Dlkaz Véty 6.1.

Nejprve popiSme hruby smér dikazu.

Zvolme si pevné prirozené Cislo n, a pro dany okamzik,
pracujme s binarnimi kédy ve V,,. Predpokladejme, ze se
pokousime najit k6d s M kédovymi slovy ¢; € V.

Vybereme ta kédova slova ¢; trochu blaznivou metodou
vybranim vektorli z V,, ndahodné a nezavisle na i, (1 < i < M).
Tomuto kédovani fikame nahodné kodovani.
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Dikaz véty o kédovani se Sumem

Dlkaz Véty 6.1.
Nejprve popiSme hruby smér dikazu.

Zvolme si pevné prirozené Cislo n, a pro dany okamzik,
pracujme s binarnimi kédy ve V,,. Predpokladejme, ze se
pokousime najit k6d s M kédovymi slovy ¢; € V.

Vybereme ta kédova slova ¢; trochu blaznivou metodou
vybranim vektorli z V,, ndahodné a nezavisle na i, (1 < i < M).
Tomuto kédovani fikdme nahodné kodovani.

Budeme kdédovat nasledujicim zptsobem: zvolme r > 0 a
necht S,(y) definuje r-sféru se stfedem vy, {j.

Si(y)={z:z€ V,,d(y,z) <r}.
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Pokracovani dikazu véty o kédovani se Sumem

Dlkaz Véty 6.1.

Pak, je-li y obdrzeny vektor, mizeme dekddovat y jako kodové
slovo c;, je-li ¢; jediné kddove slovo v S,(y); jinak budeme
dekddovat y jako libovolné jiné kédové slovo, napf. ¢;.
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Pokracovani dikazu véty o kédovani se Sumem

Dlkaz Véty 6.1.

Pak, je-li y obdrzeny vektor, mizeme dekddovat y jako kodové
slovo c;, je-li ¢; jediné kddove slovo v S,(y); jinak budeme
dekddovat y jako libovolné jiné kédové slovo, napf. ¢;.

Zactnéme nyni s vlastnim dukazem. Necht Y je vektor, ktery
obdrzime, kdyz je prenaseno kédové slovo ¢ a E bud’ udalost,
Ze nastala chyba.
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Pokracovani dikazu véty o kédovani se Sumem

Dlkaz Véty 6.1.

Pak, je-li y obdrzeny vektor, mizeme dekddovat y jako kodové
slovo c;, je-li ¢; jediné kddove slovo v S,(y); jinak budeme
dekddovat y jako libovolné jiné kédové slovo, napf. ¢;.

Zactnéme nyni s vlastnim dukazem. Necht Y je vektor, ktery
obdrzime, kdyz je prenaseno kédové slovo ¢ a E bud’ udalost,
Ze nastala chyba.

Pritom chyba mlZze nastat prave tehdy, kdyz bud
(a) dic,Y)>r

nebo

(b) d(e,Y)<rad(c’,Y) < rpro néjaké jiné kédove slovo c’. I)
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Pokracovani dikazu véty o kédovani se Sumem

Dlkaz Véty 6.1.

Oznacme po fadé A a B udalosti popsané (a) a (b). Pak
E=AUBatudiz

P(E) = P(AUB) < P(A) + P(B).

UvaZzme udalost B. Ta nastane, pokud plati zaroven
(i) Ne vice nez r chyb nastalo pfi pfenosu,

(i) jedno z kddovych slov raznych od ¢ je ve vzdalenosti
nejvyse r od obdrzeného vektoru Y. |




Shannonova véta

Kédovani se Sumem

Pokracovani dikazu véty o kédovani se Sumem

Dlkaz Véty 6.1.

Oznacime-li po fadé tyto udalosti B; a Bo, mame pak, protoze
B=BinNBy,

P(B) < P(B,). 6.3)

Uvazme nyni By; protoze kédova slova jsou vybrana nahodné,
pravdépodobnost, ze ¢; ma vzdalenost mensi nebo rovnu r od
Y je N-(n)/2", kde

Ny (n) = Zr: ( Z) (6.4)

k=0

je pocet vektorl z V), které lezi v S/(y). 1
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Pokracovani dikazu véty o kédovani se Sumem

Dlkaz Véty 6.1.

Tudiz pravdépodobnost, Ze alespon jedno ze zbyvajicich M — 1
kddovych slov (riznych od ¢) méa vzdalenost mensi nebo rovnu
r od obdrzeného slova Y splnuje

PE) < Moy (Z) (6.5)

k=0

Polozme tudiz, pro vSechna ¢ > 0,

r=|np+ ne|

jakozto maximalni celé Cislo ne vétSi nez np + ne. |
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Pokracovani dikazu véty o kédovani se Sumem

Dlkaz Véty 6.1.

Obdrzime pak z 6.3, 6.4, 6.5 a omezené nerovnosti, ze

P(B) < gznh(p+e) _ ppo-nli—h(p+e)] (6.6)
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Pokracovani dikazu véty o kédovani se Sumem

Dlkaz Véty 6.1.

Obdrzime pak z 6.3, 6.4, 6.5 a omezené nerovnosti, ze

P(B) < gznh(p+e) _ ppo-nli—h(p+e)] (6.6)

Vénujme se nyni druhému typu chyb zplsobenému jevem A.
Poznamenejme, Ze, je-li U (ndhodny) pocet chybnych symbolU
vzniklych pfi prenosu kddového slova ¢, pak mame

P(A) = P(U > r)

a U je nahodna proménna s binomialnim rozdélenim s
parametry na p. |
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Pokracovani dikazu véty o kédovani se Sumem
Dlkaz Véty 6.1.

Tudiz

P(A)=P(U>np+ne) < P(U-—np|> ne)
D(U)/n?e2,

IA

dle Cebysevovy nerovnosti.
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Pokracovani dikazu véty o kédovani se Sumem
Dlkaz Véty 6.1.

Tudiz

P(A)=P(U>np+ne) < P(U-—np|> ne)
D(U)/n?e2,

IA

dle Cebysevovy nerovnosti.

Protoze U je ndhodna proménna s binomialnim rozdélenim,
mame
D(U) = npq

a tedy Uplna pravdépodobnost chyby je

P(E) < Pq + Mo—nlt—h(p+e)]
~ ne?

pro dostatecné velka n. 1
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Pokracovani dikazu véty o kédovani se Sumem

Dlkaz Véty 6.1.

Protoze kapacita C(p+¢) =1 — h(p + €), mame pak

PE) < P9 | pmo-ncp+e),
= ne?
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Pokracovani dikazu véty o kédovani se Sumem

Dlkaz Véty 6.1.

Protoze kapacita C(p+¢) =1 — h(p + €), mame pak

PE) < P9 | pmo-ncp+e),
= ne?

Protoze £ > 0, Ize pravdépodobnost chyby zvolit libovolné
malou pro dostate¢né velké n, za predpokladu, Zze M jakozto
funkce n, neroste rychleji nez 27¢(P).




Shannonova véta
Kédovani se Sumem

Pokracovani dikazu véty o kédovani se Sumem

Dlkaz Véty 6.1.

Protoze kapacita C(p+¢) =1 — h(p + €), mame pak

P(E) < BT 4 mo-nClp+e),
ne
Protoze £ > 0, Ize pravdépodobnost chyby zvolit libovolné
malou pro dostate¢né velké n, za predpokladu, Zze M jakozto
funkce n, neroste rychleji nez 27¢(P).

Dokézali jsme tedy vétu o kddovani se Sumem az na to, ze
jsme omezili primérnou pravdépodobnost chyby a ne
maximalni pravdépodobnost chyby.

K dokonc&eni dikazu potfebujeme dokazat, ze existuji kody C, s
M, kédovymi slovy, kde M, < 2F" a majici maximalni
pravdépodobnost chyby < e. |




Shannonova véta
Kédovani se Sumem

Pokracovani dikazu véty o kédovani se Sumem
Dlkaz Véty 6.1.
Polozme proto ¢’ = 1e a M}, = 2M,,.
Poznamenejme, Ze protoze M, < 2P" a R < C, musi existovat
R’ tak, ze R < R’ < C, a Nj tak, Ze pro v8echna n > N{ plati

M, < 2"R'

a tudiz existuje posloupnost koédu C}, tak, ze Cj, ma Mj,
kddovych slov a prumérnou pravdépodobnost chyby < &’ pro
n> Nj.

Jsou-li X1, ..., Xy kédova slova z C},, znamena to, ze

M; M;
1 n n
—_— i) = i) ) = < /.
o EH:P(EX,) §i1:P(E|x,) P(x;) = P(E) <



Shannonova véta
Kédovani se Sumem

Pokracovani dikazu véty o kédovani se Sumem

Dlkaz Véty 6.1.

Tedy alespon polovina téchto kédovych slov x; musi splfiovat

P(E|x;)) < 2¢' =e. (6.7)

Bud C, kdd sestavajici z M, kddovych slov splfiujicich 6.7; pak
mame nas pozadovany kéd s maximalni pravdépodobnosti < e.
|

V.




Shannonova véta
Kédovani se Sumem

Pokracovani dikazu véty o kédovani se Sumem

Dlkaz Véty 6.1.

Tedy alespon polovina téchto kédovych slov x; musi splfiovat

P(E|x;) < 2¢' =e. (6.7)

Bud C, kdd sestavajici z M, kddovych slov splfiujicich 6.7; pak
mame nas pozadovany kéd s maximalni pravdépodobnosti < e.
|

V.

Shannonovu vétu Ize rozsifit i pro obecné kandly bez paméti s
libovolnou vstupni a vystupni abecedou. Hlavni myslenka
dukazu se neméni, totiz

(a) zakddujme zpravy nahodné,

(a) dekddujme procedurou maximalni pravdépodobnosti.



Shannonova véta
Kédovani se Sumem

Zesileni véty o kddovani se Sumem

Technické obtize jsou zplsobeny zejména obecnym tvarem
kapacity kanalu, pokud se nejedna o symetricky kanal.
Ptipadny zajemce muze najit Uplny dikaz (ve skuteCnosti dva)
pro tuto obecnou situaci v ¢lanku Ashe (1965) nebo Gallagera
(1968).




Shannonova véta
Kédovani se Sumem

Zesileni véty o kddovani se Sumem

Technické obtize jsou zplsobeny zejména obecnym tvarem
kapacity kanalu, pokud se nejedna o symetricky kanal.
Ptipadny zajemce muze najit Uplny dikaz (ve skuteCnosti dva)
pro tuto obecnou situaci v ¢lanku Ashe (1965) nebo Gallagera
(1968).

Méli bychom se téz zminit o dllezitosti zlepSeni hranic
pravdépodobnosti vzniku chyby. V nasem dikazu nahore nas
pouze zajimalo to, ze pravdépodobnost nastani chyby Ize
dosahnout libovolné malou. K tomuto problému existuje bohata
a dostateCné technicka literatura.



Shannonova véta

Kédovani se Sumem

Zesileni véty o kddovani se Sumem
Napriklad nasledujici silnejSi vysledek uvedeny bez dukazu
prinalezi Shannonovi (1957).

Véta 6.2

Bud'’ dan diskrétni kanal bez paméti kapacity C a libovolné R,
0 < R < C. Pak existuje posloupnost kédi (Cp : 1 < n < o0)
tak, Ze:
(a) C, ma | 27| kédovych slov délky n
(b) maximalini pravdépodobnost chyby e(C) kédovani Cp,
splnuje

é(cn) < AeiBna

pficemz A a B zavisi pouze na kanalu a na R.

Jinak re¢eno, neexistuji pouze dobré kody, ale navic existuji
kody, jejichz pravdépodobnost chyby klesa exponencialné.



Shannonova véta
Kédovani se Sumem

Véta o kédovani se Sumem - Cviceni

@ Bindrni symetricky kanal majici pravdépodobnost chyby
prenosu p = 0.05 mdze prenést 800 binarnich cislic za
sekundu. Kolik bitd muZe prenést bez chyby za sekundu?

@ Binarni symetricky kanal s fyzikalni kapacitou pfenosu 800
Cislic za sekundu muze prenést 500 Cislic za sekundu s
libovolné malou pravdépodobnosti chyby. Co nam to
vypovida o pravdépodobnosti chyby tohoto kanalu?




Kapacita jako hranice

Nemoznost prenosu

e Kapacita jako hranice
spolehlivé komunikace
@ Nemoznost prfenosu




Kapacita jako hranice

Nemoznost pfenosu

Kapacita jako hranice spolehlivé komunikace

FI Predpokladejme, Zze mame diskrétni kanal bez paméti o
kapacité C bit(. Predpokladejme, Ze tento kanal ma
mechanickou rychlost jednoho bitu za sekundu.

Dokazeme nyni obraceni Shannonovy véty tim, ze ukazeme
nemoznost prenosu presné informace rychlosti vy$si nebo
rovné nez je C bitd za sekundu.

Presnéji, dokaZzeme nasledujici zakladni vysledek.




Kapacita jako hranice

Nemoznost pfenosu

Kapacita jako hranice spolehlivé komunikace
Véta 7.1

Pro kanal bez paméti o kapacité C a pro kazdé R > C
neexistuje posloupnost kodu (Cn : 1 < n < o0) tak, Ze:
@ (¢, ma2f" kédovych slov délky n,

@ pravdépodobnost chyby e(Cp) kédovani C, konverguje k
nule pro n — oc.




Kapacita jako hranice

Nemoznost pfenosu

Kapacita jako hranice spolehlivé komunikace

Véta 7.1

Pro kanal bez paméti o kapacité C a pro kazdé R > C
neexistuje posloupnost kodu (Cn : 1 < n < o0) tak, Ze:
@ (¢, ma2f" kédovych slov délky n,

@ pravdépodobnost chyby e(Cp) kédovani C, konverguje k
nule pro n — oc.

Ve skuteCnosti Wolfowitz v roce 1961 dokazal mnohem silng;si

vysledek — totiz, za stejnych podminek, maximalni

pravdépodobnost chyby konverguje k 1 pro n — oo. My v8ak

ukézeme slabsi verzi, abychom dokazali, ze Shannonova véta

je nejlepsi mozna. Pro dilkaz véty potfebujeme nasleduijici

lemmata.
e 4 4444



Kapacita jako hranice

Nemoznost pfenosu

Kapacita jako hranice spolehlivé komunikace

Buad' U,V, W nahodné vektory. Pak plati

H(U|V) < H(U|V, W) + H(W).

v

Méame dle zakladni identity, ze

HU|V) = H(U,V)—H(V)
= H(U,V,W) — H(W|U,V) — H(V)
< H(U,W|V),

protoZe entropie je nezaporna. |




Kapacita jako hranice

Nemoznost pfenosu

Kapacita jako hranice spolehlivé komunikace

Pokracovani diikazu Lemmatu 7.2.

Ale zaroven

H(U, W|V)

H(U,V, W) — H(V, W) + H(V, W) — H(V)
= H(UV,W) + H(W|V)
< H(U|V,W) + H(W),

coz se mélo dokazat. 1




Kapacita jako hranice

Nemoznost pfenosu

Fanova nerovnost

Lemma 7.3

Fanova nerovnost Bud' C kéd s M kodovymi slovy
{€1,...,cm} pro dany kanal bez pameti.

Bud' X nahodny vektor nabyvajici hodnoty v mnoziné kédovych
slov.

Necht' Y obsahuje nahodny vektorovy vystup, v pfipadé, Ze X je
preneseno kanalem a dekddovano.

Pak, je-li pe pravdépodobnost chyby (totiz pe = P(X #Y)),
mame

H(X]Y) < H(pe, ge) + pe log (M — 1), (7.1)
kde ge =1 —pe.




Kapacita jako hranice

Nemoznost pfenosu

Fanova nerovnost

Ddkaz Lemmatu 7.3.

Definujme novou ndhodnou proménnou Z jakozto

Z_ 0 pokud X=Y
1 1 pokud X #Y.

Je tedy specialné entropie nahodné proménné Z rovna
H(pe, ge). Uvazme nyni uspofadanou dvojici (Y, Z). Zfejme
pak

H(X|(Y.Z) = (y,0)) = 0.

Zaroven, pokud (Y, Z) = (y, 1), je nahodna proménna X
rozlozena mezi (M — 1) k6dovymi slovy, ktera nejsou rovnay.
1




Kapacita jako hranice

Nemoznost pfenosu

Fanova nerovnost

Pokracovani dukazu Lemmatu 7.3.

Zejména tedy
HX|(Y,Z) = (y, 1)) < logs(M —1).
a

H(X|(Y, 2)) >y HX|(Y, 2) = (v, 1)) - P((Y, Z) = (y,1))

logo(M —1) 32y -P((Y, Z) = (v, 1))
pe - logy(M —1).

IAIA I

Polozme pak U =X,V=YaW = Z. Zlemmatu 7.2 mame
Fanovu nerovnost.
|




Kapacita jako hranice

Nemoznost pfenosu

Dikaz Véty 7.1

Predpokladejme, Ze takovato posloupnost kédu existuje.
Uvazme pak nahodny vektor X, ktery nabyva hodnot v kédu C,
tak, ze pokud polozime R = C + ¢, ¢ > 0, mame

H(X) = n(C + ¢).
Totiz |Cp| = 27" a vzdy jde najit n-rozmérny nadhodny vektor X s
prislusnym rovnomérnym rozdélenim pravdédobnosti.
Protoze kapacita kanalu je C, mame pak pro kédova slova
délky n, Zze odpovidajici kapacita rozSifeni bez paméti je nC a
tedy, oznacime-li Y ndhodny vektor vystupu odpovidajici
vstupnimu nahodnému vektoru X, mame nerovnost

H(X) — H(X]Y) < nC,

takze
ne = n(C+¢) — nC < H(X|Y).



Kapacita jako hranice

Nemoznost pfenosu

Didkaz Véty 7.1 - pokraCovani

Aplikujeme-li Fanovu nerovnost, pak z toho, Zze mame dle
predpokladu 27(€+<) kédovych slov, je

ne < H(XY) < H(pe, Ge)+pe log (M — 1) < H(pe, ge)+pen(C-+2),

t.
ne — H(pe, qe)
< .
nCte —FE

Nechame-li n konvergovat k nekonec¢nu, pak zcela jisté pe
nekonverguje k nule. Tedy takovato posloupnost kéda C,
nemuze existovat.




Zpracovani dat
Markovulv fetézec Nerovnost

e Nerovnost pfi zpracovani
dat

@ Markovlv fetézec
@ Nerovnost



Zpracovani dat
Markoviv fetézec Nerovnost

Markovuv retézec |

Nerovnost pii zpracovani dat muze byt pouzita k prokazani, ze
zadna chytra manipulace s daty nemuze zlepsit zavery, které
Ize ziskat z dat.




Zpracovani dat
Markoviv fetézec Nerovnost

Markovuv retézec |

Nerovnost pii zpracovani dat muze byt pouzita k prokazani, ze
zadna chytra manipulace s daty nemuze zlepsit zavery, které
Ize ziskat z dat.

Rekneme, Ze nahodné proménné X, Y a Z tvori Markovuv
fetézec v tomto poradi (oznaceny X — Y — Z), pokud
podminéné rozdeéleni Z zavisi pouze na Y a je podminéné
nezavislé na X. Pfesnéji, X, Y a Z tvofi Markovuv fetézec

X — Y — Z, pokud Ize zapsat sdruZzenou pravdépodobnostni
funkci jakozto

p(x.y,z) = p(x)p(y|x)p(z]y).



Zpracovani dat
Markoviv fetézec Nerovnost

Markovuv retézec Il
Lemma 8.1

@ X — Y — Zpravé tehdy, kdyZ X a Z jsou podmineéné
nezavislé za podminky Y.




Zpracovani dat
Markoviv fetézec Nerovnost

Markovuv retézec Il
Lemma 8.1

@ X — Y — Zpravé tehdy, kdyZ X a Z jsou podmineéné
nezavislé za podminky Y.

@ X — Y — Zpravé tehdy, kdyzZ — Y — X.




Zpracovani dat
Markoviv fetézec Nerovnost

Markovuv retézec Il
Lemma 8.1

@ X — Y — Zpravé tehdy, kdyZ X a Z jsou podmineéné
nezavislé za podminky Y.

@ X — Y — Zpravétehdy, kdyzZ — Y — X.
@ PokudZ = f(Y), pak X — Y = Z.




Zpracovani dat
Markoviv fetézec Nerovnost

Markovuv fetézec Il
@ X — Y — Zpravé tehdy, kdyZ X a Z jsou podmineéné
nezavislé za podminky Y.
@ X — Y — Zpravé tehdy, kdyzZ — Y — X.
@ PokudZ =f(Y), pak X - Y — Z.

(i) Necht X — Y — Z. Pak

2enin ) _ EOSINEE _ s

P2 =00 = by

Obracené mame p(x, y) = p(x)p(y|x) a

p(x,y,z) = p(x,z|ly)p(y) = p(x|y)p(z|ly)p(y) = p(x, y)p(zly).



Zpracovani dat
Markoviv fetézec Nerovnost

Markovuyv rfetézec lli

(i) Plyne bezprostfedné z (i), protoze mame
p(z,x|y) = p(zly)p(x|y).

1 pokud z = f(y)

|
0 jinak.

(i) Je zfejmé, protoze p(z|y) = {




Zpracovani dat
Markoviv fetézec Nerovnost

Markovuyv rfetézec lli

Dukaz.
(i) Plyne bezprostfedné z (i), protoze mame

p(z,x|y) = p(zly)p(x|y).

1 pokud z = f(y)

|
0 jinak.

(i) Je zfejmé, protoze p(z|y) = {

Nyni dokazeme dulezitou a uziteCnou vétu, ktera demonstruje,
Ze Zzadné zpracovani Y, deterministické nebo ndhodné,
nemuze zvysit informaci, kterou Y obsahuje o X.



Zpracovani dat

Markoviv fetézec

Nerovnost

Markovuyv retézec IV

Data processing inequality

Vg, H(u) 2 H(g(u))

Unfolded

zH, =zH, =zH, =zH, =H, =zH_ =zH, =H




Zpracovani dat
Markovulv fetézec Nerovnost

Nerovnost pfi zpracovani dat |

Lemma 8.2

Bud' U, V, W nahodné proménné. Pak
@ /(UIV)=I(VIU)=H(U,V)—-HU|V)-H(V|U),




Zpracovani dat
Markovulv fetézec Nerovnost

Nerovnost pfi zpracovani dat |

Lemma 8.2

Bud' U, V, W nahodné proménné. Pak
@ /(UIV)=I(VIU)=H(U,V)—-HU|V)-H(V|U),
@ H(U,V|W)=H(VIW)+ HUV,W).




Zpracovani dat
Markovuv fetézec Nerovnost

Nerovnost pfi zpracovani dat |

Bud' U, V, W nahodné proménné. Pak
@ /(UIV)=I(VIU)=H(U,V)—-HU|V)-H(V|U),
@ H(U,V|W)=H(VIW)+ HUV,W). )
H(U, V) - H(U|V) — H(V|U) =
H(U, V) —[H(U, V) - H(V)] - [H(U, V) — H(U)]
H(U) + H(V) — H(U, V) = I(U|V) = I(V|U),
H(U|V, W) =
[H(V,W)—-HW)]+[H(U, V,W)—-H(V, W)
H(U,V, W) - H(W)=H(U, V|W).

H(VIW)

I+




Zpracovani dat
Markovulv fetézec Nerovnost

Nerovnost pfi zpracovani dat Il

Bud X, Y,Z nahodné proménné. Pak nasledujici podminky
jsou ekvivalentni:
QO X—>Y—2Z

A




Zpracovani dat
Markovulv fetézec Nerovnost

Nerovnost pfi zpracovani dat Il

Bud X, Y,Z nahodné proménné. Pak nasledujici podminky

jsou ekvivalentni:

QO X—>Y—2Z

@ H(X,Z|Y =y)=H(X|Y =y)+H(Z|Y = y), pokud
P(Y=y)>0,

A




Zpracovani dat
Markovulv fetézec Nerovnost

Nerovnost pfi zpracovani dat Il

Bud X, Y,Z nahodné proménné. Pak nasledujici podminky

jsou ekvivalentni:

QO X—>Y—2Z

@ H(X,Z|Y =y)=H(X|Y =y)+H(Z|Y = y), pokud
P(Y =y) >0,

@ H(X,Z|Y) = H(X|Y) + H(Z|Y),

A




Zpracovani dat
Markovulv fetézec Nerovnost

Nerovnost pfi zpracovani dat Il

Bud X, Y,Z nahodné proménné. Pak nasledujici podminky
jsou ekvivalentni:
QO X—>Y—2Z

Q
@ H(X,Z|Y)=H(X|Y)+ H(Z|Y),
Q@

A




Zpracovani dat

Markovuv fetézec Nerovnost

Nerovnost pri zpracovani dat Il

Protoze H(X,Z|Y) = ZP " y)>0 P(Y = y)H(X,Z|Y = y),
H(X|Y) = Zp y (Y YIHIX]Y = y) a
H(Z|Y) = ZP P(Y = y)H(Z|Y = y), a zaroven

H(X,Z|Y = y) (X!Y y)+H(Z]Y = y) pro

P(Y = y) > 0, je nutné podminka (ii) ekvivalentni s (iii).

Déle H(X,Z|Y) = H(X|Y) + H(Z|Y) pravé tehdy, kdyz
H(X,Y,Z) - H(Y) = [H(X, Y) - H( Y)} + [H(Z, Y) - H( Y)]
pravé tehdy, kdyz H(X,Y,Z) — H(Y,Z) = H(X,Y) — H(Y)
prave tehdy, kdyz H(X|Y,Z) = H(X|Y).

Tedy podminka (iv) je ekvivalentni s (iii).

I v




Zpracovani dat
Markovulv fetézec Nerovnost

Nerovnost pfi zpracovani dat IV

Necht tedy plati (i) a P(Y = y) > 0. Pak jsou ndhodné
proménné X|Y = y a Z|Y = y s pravdépodobnostnimi
rozdélenimi p(x|y) a p(z|y) nezavislé a nahodny vektor
(X|Y =y,Z]Y = y) muzeme ztotoZnit s ndhodnym vektorem
(X, Z|Y = y) majicim rozdéleni p(x|y)p(z|y). Tedy nutné
H(X,Z|Y =y)=H(X|Y =y)+ H(Z|Y = y).

Obracené, necht plati
HX|Y =y, Z|Y =y)=H(X,Z|Y = y) = HX|Y = y) + H(Z|Y = y).

Pak jsou nahodné proménné X|Y = y a Z|Y = y nezavislé a
tedy p(z, x|y) = p(z|y)p(x|y), i, X = Y = Z.



Zpracovani dat
Markovuv fetézec Nerovnost

Nerovnost pfi zpracovani dat V

Véta 8.4

(Nerovnost pfi zpracovani dat) Pokud X — Y — Z, pak
I(X|Y) > I(X|2).

H(X,2) H(X|z)
I(X12) = [HX,Y,2) = H(YIX.2) | - [H(X. YIZ) ~ H(YIX, 2) |

_ [H(Y,Z|X) - H(Y\X,Z)]
H(Z|X)
— H(X,Y,Z) + H(Y|X,Z) — H(X, Y|Z) — H(Y, Z|X).




Zpracovani dat
Markovulv fetézec Nerovnost

Nerovnost pfi zpracovani dat VI

I(X|1Z)= H(X,Y,Z) + H(Y|X,Z) — H(X, Y|Z) — H(Y, Z|X)
= H(X,Y,Z)+ H(Y|X,Z) - [H(X| Y.2)+ H(Y|Z)}

~[Hz)Y, X)+H(Y|X)}

H(-X Y.2Z)+ H(Y|X. 2) = [H(X|Y) + H(Y|2)|

— [H(2IY) + H(Y1X)]

[H(x Y) + H(X| Y)} +H(Y|X, Z)

- (X| Y) +H(Y\Z) + H(Z|Y) + H(Y|X)]

[ H(X|Y) - (Y|X)} + [H(Y|x, Z) - H(Y\Z)}

lX|Y) + H(Y|X Z) — H(Y|Z)

<0

Tedy I(X|Z) < I(X]Y).



Zpracovani dat

Markovulv fetézec Nerovnost

Nerovnost pfi zpracovani dat VI

Dasledek 8.5

Pokud X — Y — Z, pak

Q@ (Z|X) < I(YIX),

Q I(X|2)<I(Y|2),

@ je-li g redina funkce, pak I(g(Y)|X) < I(Y|X).

.

Ddkaz.

(i) je reformulace Véty 8.4, (ii) obdrzime z toho, Ze mame

Z — Y — X adosazenim do (i). Posledni ¢ast plyne z toho, Ze
X — Y — g(Y je Markovlv fetézec a Véty 8.4. |

A\




Zpracovani dat
Markovulv fetézec Nerovnost

Nerovnost pri zpracovani dat VIII

Na vyklad véty Ize nahlizet nasledujicim zpisobem.
Predpokladejme, Ze nejprve se X transformuje na Y procesem
A. To mlze byt napfiklad pfenos dat pres kanal, ktery zkresluje
signaly (napf. internetova komunikace nebo zapis a ¢teni CD,
DVD, nebo flash paméti).

x4vyEz
Ziskame tak mnoho informaci o X pozorovanim Y. Dale je
bézné provadét nasledné zpracovani, které v tomto modelu
predstavuje proces B.
Tvrzeni véty potvrzuje, ze informace o X zachycenim Z
nemohou prekroCit informace o X zachycenim Y. Jinymi slovy,

informaci o X nelze zvétsit postprocessingem, muze jen
klesnout.



Zpracovani dat
Markovulv fetézec Nerovnost

Nerovnost pfi zpracovani dat IX

V praxi je vSak postprocessing ¢asto pouzivan k transformaci
informaci do jiné reprezentace, kde jsou informace je snadnéji
pristupné pro interpretaci. Napriklad je snazsi pochopit obraz
pri prohliZzeni na obrazovce, nez je tomu z pfijatych dat.
Podobné muze proces A predstavovat predzpracovani a proces
B prenos. Potom véta potvrzuje, ze se informace nemohou
zvySovat predzpracovanim.

Presto je v praxi bézné pouzivat pfedzpracovani v
komunikacnich systémech pro transformaci dat do vhodnych
reprezentaci.

Kdyz to shrneme, véta tvrdi, Ze informace se nemohou
zvétSovat ani pfedzpracovanim ani naslednym zpracovanim.
Informace se mohou béhem zpracovani pouze sniZovat.
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Problémy

Problémy 1

@ V binarnim symetrickém kandlu s pravdépodobnosti chyby
e > 0, kddovani sestava ze dvou kédovych slov 000 a 111.
Zjistéte pri pouZiti pravidla maximalni pravdépodobnosti
pravdépodobnost chyby.

@ Trhlinovéa chyba (burst error) délky k sestava z
posloupnosti k symbold, které byly vSechny preneseny
nespravné. Najdéte ocekavany pocet trhlinovych chyb
délky k, pokud je zprava délky N prenesena binarnim
symetrickym kanalem s pravdépodobnosti chyby p.
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Problémy k feSeni

Problémy 1

© Necht kod pro prenos bindarnim symetrickym kanalem,
ktery ma pravdépodobnost chyby € > 0, sestava ze vsech
pétic nad mnozinou {0, 1}, které obsahuji pravé dvé
jednicky. Jaka je pravdépodobnost, Ze kédové slovo 11000
se dekoduje na slovo 10001, pokud aplikujeme pravidlo
minimalni vzdalenosti?

© Méjme N binarnich symetrickych kanald, kazdy s
pravdépodobnosti chyby p, spojenych do série. UkaZte, Ze
celkova kapacita tohoto nové vzniklého kanalu je urcena
vztahem

Cn =1+ pnlogpn + gnlogan,
kde py = 3[1 — (g —pP)N], gv =1 — pw.
e 4444
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Problémy k reseni
Problémy 1
@ UvazZme dva diskrétni kandly bez paméti o kapacitach Cy a
C, tak, Ze oba maji vstupni abecedu ¥ a vystupni
abecedu ¥ ». Soucinem kanall je kanal, jehoz vstupni
abeceda je 252) a vystupni abeceda Zgz), pricemz
kanalové pravdépodobnosti jsou uréeny vztahem

P(y1ye|Xx1x2) = p1(y11x1)P2(y2|x2),

kde p;(yi|x;) je pravdépodobnost, Ze jsme obdZeli fetezec
Yi, pokud jsme odeslali fetézec x; prostfednictvim i-tého
kanalu. DokaZte, Ze kapacita C soucinu kanald je urcena
vztahem (Shannon 1957)

C=Cy + Co.
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Problémy k feSeni

Problémy 1

© Zdroj bez paméti S je spojen ke kanalu Cy o kapacité Cy a
vysledny vystup Sy je vstup ke kanalu Co o kapacité C, (viz

niZe uvedeny diagram).

Zdroj Kanal S; Kanal Vystup S»
C Co

Obrazek 4: Blokovy diagram sdélovaciho systému Prikladu 6.
Ukazte, Ze plati

(8182) < I(SIS1) a I(SIS2) < (S+1]S2).
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