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Kapitola 6

Numerické reSeni obyCejnych diferencialnich
rovnic

Cile

Po prostudovéni této kapitoly budete schopni vysvétlit:
® co je to obycejna diferencidlni rovnice (ODR) prvniho fddu v implicitnim
resp. explicitnim tvaru a co je jeji feSent,
e jak vypadd Cauchyova pocétecni tloha pro ODR prvniho fadu,
e pro¢ je nutné hledat feSeni pocatecni tlohy numericky a jaky je princip

numerického feseni,
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e jaky je rozdil mezi jednokrokovymi a vicekrokovymi metodami,

e jaky je obecny tvar jednokrokové explicitni a implicitni metody,

® o je to lokdln{ a globélni chyba, fdd, konvergence a A-stabilita jednokrokové
metody,

e co jsou to metody Rungeho-Kutty a jaky je jejich princip,

e jaky je obecny tvar linedrni vicekrokové explicitni a implicitni metody,

e co je to lokdlni a globdlni chyba, fdd, konvergence a A-stabilita linedrni
vicekrokové metody,

® co jsou Adamsovy-Bashforthovy a Adamsovy-Moultonovy metody a metody
zpétného derivovani a jaky je princip jejich odvozent,

e co jsou metody prediktor-korektor,

e Cemu se fika tuhé problémy a na co je nutné dbat pfi jejich feSent,

e jak se vysledky pro jednu ODR prvniho fddu pfenesou na soustavy ODR
prvniho fadu,

e jak prepiSeme jednu ODR vyssiho fddu na soustavu ODR prvniho fadu.
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nice patif k nejvyznamnéj$im matematickym modelim redlnych problémd. Pfitom pouze
mald ¢4st obycCejnych diferencidlnich rovnic md feSeni, které 1ze vyjadfit v uzavieném
tvaru, tj. pomoci elementdrnich funkei.

6.1 Obycejné diferencialni rovnice 1. Fadu

6.1.1 Zakladni vlastnosti obycejnych diferencialnich rovnic 1. fadu

Pripomeneme si zdkladni poznatky z tzv. kvalitativni teorie obyCejnych diferencidlnich
rovnic. Podrobnéji viz [34].

e Rovnice F(x, y, y’) = 0 se nazyva obycejnd diferencialni rovnice prvniho ¥adu v im-
plicimim tvaru s nezndmou funkci y(x) nezavisle proménné x. Piikladem takové
rovnice je

In(x> — yy" + y?*) = ()’ + xsin(xyy’) — 'y —y' = 0.
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Pro vySetfovani rovnic je dilezity ptipad, kdy se dd osamostatnit prvni derivace y’, tj.
rovnice md tvar

v = fx,). (6.1)
O takové rovnici fikdme, Ze je v explicitnim tvaru. O funkci f(x, y) pfedpokldddme,
7e je definovédna na né&jaké oteviené mno%iné D C R2.
Priklady takovych rovnic jsou

Y=x24+)2 Y =2, =)%Y =sinxy, ' =x2—y apod
X
ReSenim je funkce y (x) definované na intervalu I , ktera spliiuje rovnici (6.1). Musi tedy
platit, Ze [x, y(x)] € D prox € I (jinymi slovy, graf funkce y(x) leZi v mnoziné D —
vizobr. 6.1 a))a y'(x) = f(x, y(x)) prokazdé x € I.

V kazdém bod€ [x, y(x)] grafu feSeni tedy plati, Ze te¢na ke grafu v tomto bodé md
smérnici rovnou &islu f(x, y(x)). ProtoZe funkci f(x, y) zndme, miiZeme sestrojit
(teoreticky) v kazdém bodé [x, y] vdzany vektor, jehoZ smérnice je f(x, y). Graf feSeni
se musi v kazdém bodg&, kterym prochézi, dotykat tohoto vektoru. Tyto vektory tvor{
smeérové pole diferencidlni rovnice. Na obr. 6.2, 6.3 a 6.4 jsou zndzornéna smeérova pole

Tirdz
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y(x)

a) Reseni diferencialni rovnice b) Cauchyova pocéate¢ni dloha

Obr. 6.1

a nékolik feseni Sesti diferencidlnich rovnic. V§imnéte si, Ze u rovnic na obr. 6.3 a)
a7 6.4 b) nenf mnoZina D rovna celé roviné R? (uréete definiéni obory pravych stran
téchto rovnic).

Obsah Jdinastranu |« <4 » » @ = Celdobrazovka/Okno Zaviit



Titulni strana ~ Copyright ~ Pfedmluva ~ Obsah  Kap1

Numerické FeSeni obycejnych diferencidlnich rovnic

Kap2 Kap3 Kap4 Kap5 Kap6é Kap7 Testy

Literatura

Rejstiik  Tirdz

573

N SN AT AT TN~
N7 "\ 77\ NN AN
/AR A A N i \
NN 2NN AN N
=N\ \—~/ /V) N NN S
N~—/ /\(\\ = /7 7 > ~\\~~/
-7 7, NN\ NN
AN\ S R N

SONNNNNNNY

= ST

NNNN NN~~~ o~~~ _~_~ 7 7

Y .
A Oy bt

=7 77\~ 7>

N=277N\N— 77|

=N\~ 7 O

NN NN NN NN =N\

~/ =N/ <\~ N\~ —=\—

b))y =

sin(xy)

Obr. 6.2: Smérova pole a feseni diferencidlnich rovnic — ¢ést 1
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Obr. 6.3: Smérova pole a fesen{ diferencidlnich rovnic — ¢ést 2
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e Rovnice y/ = f(x, y) m4 obvykle nekone¢né mnoho feseni. Hleddme tedy feSent,
které splituje néjakou dodate¢nou podminku. Tato podminka by méla jednoznacné urcit
jediné feSeni.

My budeme hledat feSent, jehoZ graf prochdzi zadanym bodem [xg, yo]. Chceme tedy,
aby platila tzv. pocdtecni podminka y(xg) = yo — viz obr. 6.1 b). Uloha, kterou
budeme fesit, ma tudiZ tvar

Y'(x) = f(x,y(x)),

6.2
y(x0) = Yo. ©2

Rik4 se ji obvykle Cauchyova pocdtecni iiloha.

e Pripometime si, jaké vlastnosti funkce f(x,y) zaruCuji, Ze Cauchyova polateéni
uloha (6.2) md feSeni a Ze toto feSent je jediné.
1) Z teorie oby¢&ejnych diferencidlnich rovnic je zndmo, Ze spojitost funkce f(x,y)
zarucuje existenci feSen{ pocatecni dlohy.
Toto feSeni ale nemusi byt jediné. Pak fikdme, Ze v bodé& [xo, yo] je porusena jed-
noznaénost. ProtoZe viechna feSeni pocateéni dlohy (6.2) musi mit v bodé [x¢, Y]

Tirdz
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spole¢nou te¢nu 7, musi dojit k jakémusi ,,rozvétveni* — viz obr. 6.5. Numerické
hledéni feSeni je pak velmi problematické.

Yo

0 X0
Obr. 6.5: Poruseni jednoznac¢nosti v bodé [xg, Vo]

Napi. po¢éte¢ni Gloha y’ = 24/|y|, ¥(0) = 0, mé spojitou pravou stranu f(x, y) =
= 2,/]y| v mnoziné D = R2. Uvedend tloha m4 ale nekonené mnoho fesent.
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Jednim je nulové funkce y(x) = 0, dal§imi feSenimi jsou funkce

(x—0¢)?, x

v

C,
Ye =
0, X <c,

kdec € Rg je libovolné &fslo. Resent jsou zndzornéna na obr. 6.6. Ze jde opravdu

o feSeni, se snadno ovéii dosazenim do rovnice.

2) Standardni vlastnosti, kterd zarucuje, Ze poc¢atecni tloha (6.2) ma jediné feSeni,
je Lipschitzova podminka (existuje konstanta L. > 0 takovd, Ze je v mnoZiné¢ D
splnéna nerovnost | f(x, y1) — f(x, y2)| = L|y1 — y2|; stali, aby tato vlastnost
platila lokélnég). K platnosti této podminky stali, aby v okoli bodu [xg, o] byla spojitd
parcidlni derivace % f(x,y). Tuto podminku rovnice, se kterymi se v aplikacich

setkdvame, vétSinou spliuji.
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x2 (x—1D?% (x—=252 (x—4)? (x —c)?

W/

s

Obr. 6.6: Resent tlohy y' = 2/|y|, y(0) = 0
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Systémy diferencialnich rovnic

_)/],_ == fl(Xa_ylw"a.yn)a )/1(X0):}/10
i = by, ¥),  ya(x0) = ya0
v o= f(X, ¥, ¥n)s Ya(X0) = Yno

Zapis jednou rovnici
Y =F(x,Y), Y(x)=Yo,
Y, F jsou vektory.
Rovnice vyssich radi
vy =0y y "y Y,

jsou dany pocatecni podminky y(xg), y(x0).. .., ¥V (x).
Lze prevést na systém DR.
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Numerické Feseni pocatecniho problému

y'=1flxy), y(x)=y
Numerické feseni hledame v bodech (uzlech)

Xo < X1 < -+ < Xp, h,':X,'_H_—X,',
zpravidla pouzivame ekvidistantni uzly, tj. h; = h, Vi.

Oznaceni: y; je hodnota numerického reseni v bodé x;, tj.
yi = y(x;).

hnfl

Jiri Zelinka Pokrocilé numerické metody Il, 1. prednaska 6 /15



Jednokrokové metody

Obecna explicitni jednokrokova metoda

Yixr = Yi + h-®(x, h, yi)
Funkce ® se nazyva prirtistkova funkce, zavisi i na f.
Poznamka: ® mize zaviset i na y;,1, pak se jedna implicitni
metodu.
Lokalni diskretizacni chyba
Jedna se o chybu metody v jednom kroku, pokud bychom
pouzili presné hodnoty reseni. Oznaceni: [te;
Ite; = y(xit1) — y(xi) — h®(xi, y(x;), h, y(Xi11))
Lokalni chyba
Bodem (x;, y;) prochazi néjaké reseni u; diferencialni rovnice,
lokalni chyba /e; je dana chybou metody pro u;:
lei = ui(Xit1) — Yis1
Globalni chyba ¢ = y(x;) — y;.
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y(x)
Yo

Y(Xig1)A
Y (xi)
yi-:l' /ui(x)

Cit+1

u; (Xi41)

Vi
YVi+1+
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Rad a konvergence metody

Cislo p nazyvame radem metody, jestlize /te; je O(hPT1).
Veta

Jestlize Ite; = O(hPT!) a funkce @ je spojita a lipschitzovska
v y, tj. existuje konstanta M, ze

|¢(X7 h7}7) - q)(Xv hv}/})| < M’}’;_}/}L

pak e; = O(hP).

Lemma: Jestlize pro posloupnost ag, a1, ... plati
laiz1] < (14 N)|ai| + B, A, B > 0, pak \a,,] < e |ag| + BESL,

Metoda se nazyva konvergentni v bode x(= x,), jestlize pro
h— 0, n— oo, nh = x, — xo plati y, = y(x).

Metoda se nazyva konvergentni na intervalu [a, b], (zpravidla
a = xp), jestlize je konvergentni Vx € [a, b].

Poznamka: konvergence zpravidla plyne z radu globalni chyby.
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Explicitni Eulerova metoda

Taylorav rozvoj:

y(x+h) = y(x)+hy'(x)+O(h*) = y(x)+hf (x, y(x))+ O(h*),
tedy

y(Xi1) = y(x:) + hf(x;, y(x;)) + O(h?).

Zanedbanim chybového ¢lenu a pouzitim pribliznych hodnot
dostaneme Eulerovu explicitni metodu:

Yiv1 = yi + hf(xi, yi)
Soucasné vidime, ze Ite; = O(h?), takze metoda je fadu 1.
Da se ukazat, ze i le; = O(h?) a Ite; — le; = O(h®).

Dale je ®(x, h,y) = f(x,y), takze pokud funkce f spliuje
predpoklady Picardovy véty o existenci a jednoznacnosti feseni
rovnice, pak globalni chyba je O(h) a metoda je konvergentni.
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Implicitni Eulerova metoda

Taylortiv rozvoj:

Y(x) = y(x + h) — hy'(x + h) + O(H?) =

= y(x+ h) = hf(x + h,y(x + h)) + O(h?),

tedy

y(xi) = y(xit1) — hf (X1, y(xi11)) + O(h?).

Zanedbanim chybového ¢lenu, prevedenim na druhou stranu
rovnice a pouzitim pribliznych hodnot dostaneme Eulerovu
implicitni metodu:

Vi1 = Yi + hf (X1, Yir1)

Opét plati /te; = O(h?), podobné jsou dalsi vlastnosti (Fad
globalni chyby a konvergence metody) stejné jako u explicitni
metody.

V kazdém kroku Eulerovy implicitni metody ovsem musime
resit nelinearni rovnici.
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Lichobéznikova metoda

Integralni tvar ODR:
Y(x) = yo + / F(t, y(1))dt
X0
Xi+1
Y(xis1) = y(x) + / (. y(1))dt

Lichobéznikové pravidlo pro numericky vypocet integralu:
1
Yit1 =Yi+ Eh[f(xia)/i) + F(Xig1, Yig1)]

Chyba lichobé&znikového pravidla je O(h?), takze i lokalni
diskretizaéni chyba pro lichob&znikovou metodu je O(h?), tedy
metoda je radu 2 a je konvergentni.
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Stabilita

Zkoumame, co se déje pro konstantni h a n — oo.

Pro testovaci tlohu y' = Ay, y(0) =1, A € C, R()\) <0 je
Feseni y(x) = e™. Pro ngj plati |y(x,11)| < |y(xa)], proto
pozadujeme aby

|yn+1| < ‘yn‘

Pro obecnou jednokrokovou metodu a testovaci alohu
dostaneme vztah

Yn+1 = R(Z)ym

kde R se nazyva funkce stability, z = \h. Zajima nas tedy
podminka |R(z)| < 1.

Oblast (absolutni) stability: Q = {z € C: |R(z)| < 1}.

Interval stability: redlnd Cast oblasti stability.
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Stabilita

Metoda se nazyva absolutné stabilni (A—stabilni), pokud
obsahuje vsechna zaporna realna cisla.

Metoda se nazyva L—stabilni, jestlize je A—stabilni a
lim R(z) =0.

|z|]—o0

Oblast stability pro explicitni Eulerovu metodu: |z — (—1)| < 1.

Implicitni Eulerova metoda a lichobéznikova metoda jsou
absolutné stabilni, implicitni Eulerova metoda je dokonce
L—stabilni.
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Metoda prediktor—korektor

Iteracni reseni implicitni metody

Prediktor — explicitni Eulerova metoda — pocatecni iterace:
O _ 4 hf(x. v

Yili =Yi+ (xi, i)

Korektor — implicitni Eulerova metoda — zpfeshovani iterace:
A .

v = yi + hf (%1, v )

— podobné s lichobé&znikovou metodou

Metoda konverguje pro dostatecné malé h.
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