7. Rozlozitelné a nerozlozitelné homogenni markovské retézce

7.1. Definice: Necht {X_;n € N, } je homogenni markovsky fetézec s mnozinou stavii J.
a) Rekneme, Ze stav j je dosazitelny ze stavu i, kdyZ existuje n > 1 tak, e pij(n) > 0. Pokud
pij(n) = 0 pro vSechna n > 1, pak fekneme, zZe stav j neni dosazitelny ze stavu 1.

b) Rekneme, Ze stav j je sousledny se stavem i, jestlize j je dosazitelny z 1 a 1 je dosazitelny
z].

7.2. P¥iklad: Je dan homogenni markovsky fetézec {X,;ne N,} s mnozinou stavi

1/2 1/2 0 0 0
1 0 0 0 0
0 1/2 0 1/4 1/4|.
0 0 3/4 0 1/4
0 0 0 0 1

J={1,2, ..., 5} amatici pfechodu P =

Nakreslete prechodovy diagram a sestavte tabulku dosazitelnych stavi a tabulku souslednych
stavil.

7.3. Definice: Neprazdna mnozina stavii C — J se nazyva tfida trvalych stavi, jestlize zadny
stav vné C neni dosazitelny ze zadného stavu uvniti C. Mnozina stava, ktera neni tfidou
trvalych stavl, se nazyva tfida pfechodnych stavi.

7.4. Priklad: Pro homogenni markovsky fetézec z ptikladu 7.2. najdéte ttidy trvalych a
prechodnych stavil.

7.5. Poznamka: Jestlize v matici pfechodu P vynechame ty fadky a sloupce, které odpovidaji
stavim nepatficim do tfidy trvalych stavi C, dostaneme opét stochastickou matici. Lze ji
povazovat za matici pfechodu homogenniho markovského fetézce s mnozinou stavt C.
Nazyva se podietézec puvodniho fetézce. Napf. pro homogenni markovsky fetézec z prikladu

1/2 1/2 0
7.2. dostaneme podretézec s matici pfechodu P=| 1 0 O0].
0 0 1

7.6. Dusledek:
a) Retézec nikdy neopusti tfidu trvalych stavii, jakmile do ni jednou vstoupi.
b) Retézec se nikdy nevrati do tfidy pfechodnych stavti, jakmile ji jednou opusti.

7.7. Véta: Mnozina stavi C c J je tfida trvalych stavi, praveé kdyz p;j =0 pro VieC,j¢ C.
7.8. Definice: Homogenni markovsky fetézec se nazyva nerozlozitelny, jestlize vSechny jeho
stavy jsou sousledné, tj. kromé& mnoziny stavi J v ném neexistuje zadna jina tfida stava.

V opacném pripade fikame, ze fetézec je rozlozitelny.

7.9. Priklad: Uvazme nahodnou prochéazku s pohlcujicimi sténami, tj. homogenni markovsky
fetézec {Xn;n € NO} s mnozinou stavi J = {0,1, ..., N-1, N} a pfechodovym diagramem



1 1-p 1-p 1-p 1-p 1

Zjistéte, zda tento fetézec je rozlozitelny. Pokud ano, najdéte tfidy trvalych a pfechodnych
stavil.

7.10. Definice: Rekneme, Ze stavy i, j € J homogenniho markovského fetézce jsou stejného
typu, jestlize jsou oba

a) pfechodné

b) trvalé nenulové

c) trvalé nulové

d) neperiodické

e) periodické s touz periodou.

7.11. Véta: Jsou-li stavy 1 a j sousledné, pak jsou stejného typu.

7.12. Dusledek: V nerozlozitelném homogennim markovském fetézci jsou vSechny stavy
stejného typu. Ma-li nerozlozitelny homogenni markovsky fetézec konecnou mnozinu stavii,
pak jsou vSechny stavy trvalé nenulové.

7.13. Véta: Necht stav i je dosazitelny z néjakého trvalého stavu j. Pak plati:

a) stav 1 je trvaly stav stejného typu jako stav j

b) 1 aj jsou sousledné stavy

c) fii = fjj = 1 (tj. pravdépodobnost, ze fetézec vychazejici ze stavu j resp. i vibec nékdy
vstoupi do stavu i resp. j, je rovna 1).

(Znamena to, Ze mnozina stava dosazitelnych z n¢€jakého trvalého stavu j je mnozina trvalych
stavl a tvori nerozlozitelny podretézec ptivodniho fetézce.)

7.14. Poznamka: Véta 7.13. umozni rozlozit mnozinu stavi J takto:

Necht j; je trvaly stav s nejniz§im indexem a J; je mnozina vSech stavl dosazitelnych z j;.
Necht j, je trvaly stav s nejniz§im indexem mezi témi trvalymi stavy, které nepatii do J; a
necht’ J, je mnozina vSech stavii dosazitelnych z j, atd.

Lze tedy psat J =J, UJ, u...uJ,, kde J;, I, ... jsou neslucitelné mnoziny trvalych stavi a
Jp je mnozina stava prechodnych. Je-li J kone¢na mnozina, pak matici pfechodu P 1ze psat
v tzv. kanonickém tvaru (po eventualnim precislovani stavil).
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P, ..., P; jsou matice obsahujici pravdépodobnosti prechodu mezi tfidami trvalych stavia Jy, ...,

Ji. Matice Ry, ..., R; obsahuji pravdépodobnosti pfechodu mezi tfidami pfechodnych a
trvalych stavli. Matice Q obsahuje pravdépodobnosti prechodu mezi prechodnymi stavy.



7.15. P¥iklad: Je dan homogenni markovsky fetézec {X,;n e N,} s mnoZinou stavii

1 0 0 0
1/4 1/2 1/4 0

o 0 1/5 2/5 1/5
J={0,1, ..., 5} a matici pfechodu P =

0 0 0 1/6
0 0 0 1/2
0 0 0 1/4

kanonicky tvar matice P.

0

1/3

0
0
1/5
1/2
1/2
3/4

. Najdéte

7.16. Definice: Necht {X_;ne N} je nerozlozitelny homogenni markovsky fetézec s matici

prechodu P. Limitni matici pfechodu ozna¢me A. Fundamentalni matici Z tohoto fetézce

definujeme vztahem: Z = (I — (P — A))™.

7.17. Véta: Ozna¢me m; stfedni hodnotu doby 1. vstupu fetézce do stavu j za predpokladu, ze
vychazi ze stavu 1. Sestavime matici M = (m i )i o Pak M = (I -7+ EZ)M, kde E je matice

ze samych jednic¢ek, matice Z obsahuje jen diagonalni prvky matice Z a matice M obsahuje

jen diagonalni prvky matice M.



Priklady k 7. prednasce

Priklad 1.: Je dan homogenni markovsky fetézec {Xn;n € NO} s mnozinou stava J = {1, 2, 3,
4,5, 6}. Jeho prechodovy diagram (bez ohodnoceni hran) ma tvar:

oo oBole
&

Sestrojte tabulku dosazitelnych stavi a tabulku souslednych stavii. Najdéte tridy trvalych a

prechodnych stavil.

Priklad 2.: Necht {Xn;n € NO} je homogenni markovsky fetézec s mnozinou stavu J = {0, 1,

L 0 0 1 v s v on et Nt ax
2} a matici pfechodu -l 1 o ol Ukazte, ze tento fetézec je nerozlozitelny. Najdéte
1/2 1/2 0

stiedni hodnoty dob prvnich navratt do stavi 0, 1, 2.

Priklad 3.: Necht {Xn;n € NO} je homogenni markovsky fetézec s mnozinou stavi J = {0,

/2 /2 0 0 0 0

..., 5} a matici pfechodu 1323 000 0
. 0 18 0 7/8

/4 1/8 0 1/8 1/4 1/4

0 0 3/4 0 U4 0

0 15 0 15 15 2/5

. Najdéte kanonicky tvar P.

Priklad 4.: Necht {Xn;n € NO} je homogenni markovsky fetézec s mnozinou stavii J = {0, 1,

2, 3} a matici prechodu (V2 12 0 0
1/2 1/2 0

14 14 1/4 1/4
0 0 0 1

Pokud ano, najdéte ttidy trvalych a prechodnych stavu.

. Zjistéte, zda tento fetézec je rozlozitelny nebo ne.

Priklad 5.: Pfi analyze situace na trhu prace jednotlivi pracovnici mohou , pracovat ve své
profesi® (stav 1), ,,pracovat v jiné profesi* (stav 2), ,,byt nezamé&stnani“ (stav 3). Pti sledovani
velkého souboru pracovniku se ukazalo, ze béhem jednotlivych mésicti doslo ke zménam
mezi uvedenymi stavy nasledovné: ve své profesi pracovalo i v nasledujicim meésici 80%
pracovnikt, 10% preslo k jiné profesi a 10% se stalo nezameéstnanymi. Z pracovniki
pracujicich mimo svou profesi 10% preslo v nasledujicim mésici ke své profesi, 70% zistalo
nadale pracovat mimo svou profesi a 20% se stalo nezaméstnanymi. Z nezamé&stnanych naslo
praci ve své profesi 5% osob, 30% nezameéstnanych ziskalo praci mimo svou profesi a 65%
osob ziistalo 1 v dal§im mésici nezaméstnanymi. Najdéte matici prechodu P, limitni matici A,
fundamentalni matici Z a matici M stfednich hodnot dob prvniho vstupu do stavu 1, 2, 3.



Priklady k 8. prednasce

Priklad 1.: Jista firma tfidi svoje pohledavky po terminu splatnosti do tficetidennich
interval(. Pohledavky, které jsou nad 90 dnti po dobé splatnosti, jsou povazovany za
nedobytné. K popisu situace zavedeme homogenni markovsky fetézec {Xn ;ne NO}

s mnozinou stavi J = {1, 2, 3, 4, 5}, kde stav 1 znamena pohledavky 0 — 30 dni po dobé
splatnosti, stav 2 pohledavky 31 — 60 dni po dobé splatnosti, stav 3 pohledavky 61 — 90 dni po
dobé splatnosti, stav 4 splacené pohledavky a stav 5 nedobytné pohledavky. Dlouhodobou
analyzou doby splatnosti jednotlivych pohledavek bylo zjisténo, ze pravdépodobnosti
pfechodujsou: P12 = 0,77, P14 = 0,23, P23 = 0,34, P24 = 0,66, P34 = 0,73 ap3s= 0,27

a) Sestavte matici pfechodu a nakreslete pfechodovy diagram.

b) Klasifikujte stavy na absorpni a neabsorp¢ni a najdéte kanonicky tvar matice ptechodu.
¢) Vypoctéte fundamentalni matici a interpretujte jeji prvky.

d) Vypoctéte matici prechodu do absorpénich stavu a interpretujte jeji prvky.

e) Pfedpokladejme, ze objem pohledavek po terminu splatnosti v jednotlivych tficetidennich
intervalech je (4 030 000 K¢, 9 097 000 K¢, 3 377 000 K¢). Jaka je primérna hodnota
splacenych a nedobytnych pohledavek?

Priklad 2.: Mame populaci diploidni cizospra$né rostliny, v niz sledujeme gen se dvéma
alelami a, A. Z populace nahodné vybereme jedince, spra§ime ho homozygotnim jedincem
typu AA a v pristim kroku vybirame z populace tvorené jejich potomky. Postup Ize popsat
pomoci homogenniho markovského fetézce {Xn;n € NO} s mnozinou stavi J = {0,1, 2}, kde
stav 0 = aa, stav 1 = Aa=aA, stav2 = AA.

a) Sestavte matici pfechodu a ukazte, ze fetézec je absorpcni.

b) Najdéte kanonicky tvar matice pfechodu

¢) Vypoctéte fundamentalni matici a interpretujte jeji prvky.

d) Vypoctéte matici prechodu do absorpénich stavu a interpretujte jeji prvky.

e) Zjistéte vektor stfednich hodnot poctu kroku pred absorpci.

Priklad 3.: Mame populaci diploidni samospra$né rostliny, v niz sledujeme gen se dvéma
alelami a, A. Z populace ndhodné vybereme jedince, samosprasime ho a v pfistim kroku
vybirame z populace tvofené jejich potomky. Postup Ize popsat pomoci homogenniho
markovského fetézce {Xn;n € NO} s mnozinou stavi J = {0,1, 2}, kde stav O = aa, stav 1 =

Aa = aA, stav 2 = AA. Reite tytéz ukoly jako v piikladu 2.

Priklad 4.: Student vysoké Skoly beéhem studia tispéSné ukonci ro¢nik a postoupi do dal§iho
ro¢niku s pravdépodobnosti p, opakuje rocnik s pravdépodobnosti r a zanecha studia

s pravdépodobnosti q, p + q + r = 1. Pro jednoduchost pfedpokladame, ze pravdépodobnosti p,
q, r jsou konstantni. Vysledky studia v jednotlivych ro¢nicich lze popsat homogennim
markovskym fetézcem {Xn;n € NO} s mnozinou stavi J = {1, ..., 7}, pfiCemz stav 1 -
zanechani studia, stav 2 — GispéSné ukonceni studia, stav 3 — studium

1. ro¢niku , ..., stav 7 — studium 5. ro¢niku.

a) Sestavte matici prechodu a ukazte, ze fetézec je absorpcni.

b) Najdéte kanonicky tvar matice pfechodu

¢) Vypoctéte fundamentalni matici a interpretujte jeji prvky.

d) Jaka je pravdépodobnost, ze student, ktery je v 1. rocniku, zanecha studia?



