Monoidy, grupy, okruhy, télesa
Grupoidy

Bud G mnozina. Uvazme libovolné zobrazeni kartézské moc-
niny G X G do GG. O takovém zobrazeni fikame, Ze je to binarni
operace na mnoziné G. Je-li takova binarni operace pevné za-
déna, pak jsou-li a,b € G libovolné prvky a je-li prvek ¢ € G
obrazem uspotfadané dvojice (a,b) pfi tomto zobrazeni, piSeme
to zpravidla ve tvaru ¢ = a - b a mluvime o binarni operaci -
Podle okolnosti uzivime pro oznaceni binarnich operaci i jiné
zavedené symboly, napriklad +, %, o a podobné.

Je-li na mnoziné G zadana binarni operace -, pak fikame, zZe
jde o grupoid a zapisujeme ho jako dvojici (G, -).

Priklady. Necht N ={1,2,...}, Z a Q jsou mnoziny vsech
ptirozenych, celych a racionalnich éisel. Pak dvojice (N, +), (N, ),
(Zv +)7 (Za _)’ (Z7 ')7 (Qv +)7 (Qa _)7 (Q, ')7 (@ - {0}7 :)7 kde +,
—, -, : jsou obvyklé operace s¢itani, odec¢itani, nasobeni a déleni
v ramci ¢iselnych mnozin, jsou grupoidy.

Pro libovolnou mnozinu X jsme symbolem X* oznaéili mno-
zinu vSech zobrazeni mnoziny X do X a symbolem o jsme znagcili
skladani zobrazeni. Pak dvojice (X*,0) je grupoid. Z nasledu-
jicitho odstavce vyplyne, Ze je to dokonce pologrupa.

Pologrupy
Necht (G, -) je grupoid. Je-li pro kazda a, b, c € G splnéno
a-(b-c)=1(a-b)-c,

pak o operaci - fikdme, Ze je to asociativni operace, a 0 grupo-
idu (G, -) mluvime jako o asociativnim grupoidu, anebo ¢astéji
fikdme, ze (G, ) je pologrupa.
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Necht znovu (G, -) je grupoid. Je-li pro kazdé a, b € G splnéno
a-b=>-a,

pak o operaci - fikame, Ze je to komutativni operace, a o grupo-
idu (G, -) mluvime jako o komutativnim grupoidu.

Priklady. Dvojice (N, +), (N,-), (Z,+), (Z,-), (Q,+), (Q, ")
jsou komutativni pologrupy.

Tvrzeni. Bud (G, -) pologrupa. Pak pro libovolné pfirozené

¢islo n a pro libovolna aq, as, . . ., a, € G vysledek soucinu prvki
ai,as, . ..,a, v dané pologrupé v uvedeném poradi nezavisi na

jejich uzavorkovani.
Poznamka. Proto pak takovy soucin zapisujeme ve tvaru
aip-ag - ... - Ap.
Dukaz se provede indukci vzhledem k poctu prvka n.

Podobné lze dokazat také nasledujici fakt.

Tvrzeni. Bud (G, -) komutativni pologrupa. Pak pro libo-

volné prirozené cislo n a pro libovolna aq,as,...,a, € G vysle-
dek soucinu prvki aq, as, ..., a, nezavisi na jejich poradi ani na
uzavorkovani.

Monoidy

Necht (G, ) je grupoid. Prvek e € G se nazyva neutralni
prvek nebo téz jednotkovy prvek grupoidu (G,-), je-li pro
kazdy prvek a € G splnéno

e-a=a=a-e.

Tvrzeni. V libovolném grupoidu (G, -) existuje nejvyse je-
den jednotkovy prvek.



Dukaz. Necht e, f € G jsou jednotkové prvky grupoidu
(G, -). Pak dostavame

€:€'f:f,

kde prvni rovnost plyne z toho, ze f jednotkovy prvek, a druha
rovnost plyne z toho, Ze e je jednotkovy prvek. Takze e = f.

Z uvedeného tvrzeni plyne, ze méa-li grupoid jednotkovy pr-
vek, je tento prvek jednoznacné urcen. Proto se pro né€j mnohdy
pouziva specialni symbol, zpravidla je to symbol 1.

Je-li (G, -) pologrupa, ktera obsahuje jednotkovy prvek 1, fi-
kame, ze (G, ) je monoid.

Priklady. Dvojice (N,-), (Z,+), (Z,-), (Q,+), (Q,-) jsou
komutativni monoidy.

Znovu zopakujme, Ze pro libovolnou mnozinu X jsme sym-
bolem X oznad¢ili mnozinu vSech zobrazeni mnoziny X do X a
symbolem o jsme znacili sklddan{ zobrazeni. Pak dvojice (X*, o)
je monoid, nebot sklddéni zobrazeni je asociativni operace na
mnoziné X~ a identické zobrazeni idy zde hraje roli jednotko-
vého prvku. Tento monoid obecné neni komutativni.

Grupy

Nez definujeme pojem grupy, uvedeme nékolik ptipravnych
poznatki.

Necht (G, -) je grupoid s jednotkovym prvkem 1. Jestlize pro
néktery prvek a € G existuje prvek b € G takovy, ze plati

a-b=1=0b-a,

pak prvek a se nazyva invertibilni prvek grupoidu (G,-) a
prvek b se nazyva inverzni prvek k prvku a v tomto grupoidu.



Tvrzeni. V libovolném monoidu (G, -) existuje ke kazdému
prvku a € G nejvyse jeden inverzni prvek.

Dukaz. Oznacme 1 jednotkovy prvek monoidu (G, -). Necht
b,c € G jsou inverzni prvky k danému prvku a € G, takze plati
a-b=1=b-a a a-c=1=c-a. Pak mame

b=b-1=b-(a-¢c)=(b-a)-c=1-c=c,
takze b = c.

Z uvedeného tvrzeni plyne, Ze existuje-li v monoidu (G, -)
k prvku a € G inverzni prvek, je tento prvek jediny a muzeme
pro néj proto uzit zvlastni oznaceni. Zpravidla se tento inverzni

prvek znaé¢i symbolem a~!.

Tvrzeni. Necht (G, -) je monoid a necht 1 je jeho jednotkovy
prvek. Necht n je pfirozené ¢islo a necht a,aqi,as,...,a, € G
jsou libovolné invertibilni prvky monoidu (G, ). Pak 1, a! a
ai-as- ... - ay, jsou rovnéz invertibilni prvky a plati rovnosti

171 =1,
(a_l)_ - a’)
-

—

1 _ -1 -1 -1
= a ’...’0/2 °CL1.

(al-a2~...-an n

Dikaz. Toto tvrzeni plyne z jiz dokazané jednoznacnosti
inverznich prvka a z fakti, Ze 1 je inverznim prvkem k 1, a je
inverznim prvkem ka=!a a;!-...-a;'-a;! je o¢ividné inverznim

prvkem k aq -ag - ... - ay,.

Nyni miizeme definovat vyse avizovany pojem grupy. Monoid
(G, ), v némz ke kazdému prvku existuje prvek inverzni, to zna-
mena monoid, jehoz vSechny prvky jsou invertibilni, se nazyva

grupa.

Priklady. Dvojice (Z,+), (Q,+), (Q — {0}, -) jsou komuta-
tivni grupy.



Vezméme opét libovolnou mnozinu X a uvazujme dale libo-
volné bijekce f : X — X. Takovym bijekcim jsme v minulé
kapitole fikali permutace mnoziny X. Mnozinu vsech permutaci
mnoziny X jsme oznacili S(X). Pak skladani zobrazeni o je ope-
raci téZ na mnoziné S(X), takze dvojice (S(X), o) je monoid, a
je to dokonce grupa, nebot pro kazdou permutaci f : X — X
je inverzni zobrazeni f~!: X — X permutaci, ktera je k ni in-
verznim prvkem. Uvedend grupa se nazyva grupa permutaci
mnoziny X. Jde o grupu, ktera obecné neni komutativni.

7 posledniho tvrzeni tohoto odstavce bezprostiedné plyne
jesté nasledujici fakt.

Disledek. Necht (G, ) je monoid a necht H C G je mnozina
vSech invertibilnich prvkd monoidu (G,-). Pak mnozina H je
uzaviena vzhledem k operaci -, ¢ili tato operace je operaci i na
mnoziné H, a pfitom dvojice (H,-) je grupa.

Okruhy

Budeme se dale zabyvat strukturami se dvéma binarnimi ope-
racemi. Méjme tedy mnozinu R, na niz jsou zadany dvé bi-
narni operace + a -. Takovou strukturu zapisujeme jako tro-
jici (R,+,-). Predpoklddejme navic, Ze tato struktura spliiuje
nasledujici podminky:

(R, +) je komutativni grupa,
(R,-) je monoid,

plati nasledujici distributivni zakony:
pro kazda a,b,c € R je splnéno

a-(b+c)=ab+ac a (a+b) -c=ac+bec

Pak struktura (R,+,-) se nazyva okruh. Operace +, resp. -
se pak nazyvaji s¢itani, resp. nasobeni. Neutralni prvek grupy
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(R, +) se potom nazyva nulovy prvek daného okruhu a ozna-
¢uje se symbolem 0. Inverzni prvek k prvku a € R v grupé (R, +)
se nazyva opacny prvek k prvku a a oznacuje se symbolem —a.
Pro libovolné dva prvky a,b € R budeme symbolem a — b ozna-
¢ovat prvek a + (—b). Neutralni prvek monoidu (R, -) se nazyva
jednotkovy prvek daného okruhu a oznacuje se symbolem 1.

Priklady. Necht Z, Q a R jsou mnoziny vSech celych, racio-
néalnich a redlnych ¢isel. Pak trojice (Z,+, ), (Q,+,), (R, +,),
kde + a - jsou obvyklé operace s¢itani a nasobeni v ramci ¢isel-
nych mnozin, jsou okruhy.

Tvrzeni. Bud (R, +,-) okruh. Pak pro libovolné a,b,c € R
plati

a-0=0-a=0,
a-(=b)=(=a)-b=—(a-b),
a-(b—c)=ab—ac a (a—b)-c=ac—bc.

Dukaz faktu, Ze vSechny tyto rovnosti plynou z defini¢nich
vlastnosti okruhu, je snadnym cvicenim.

Bud R = {e} jednoprvkova mnozina, na niz jsou definovany
binarni operace + a - jedinym moznym zptsobem, totiz tak, ze
e+e=c¢€ ac-e=e Pak (R, +,-) je okruh, ktery se nazyva
trivialni okruh. Plati vném 0 = e a 1 = ¢, takie 0 = 1. Ve
skutecnosti plati i obracené tvrzeni, takze celkem mame:

Tvrzeni. Bud (R, +,-) okruh. Pak (R, +, -) je trivialni okruh
pravé tehdy, kdyz v ném plati 0 = 1.

Dikaz. Zbyva ukézat, ze plati-li 0 = 1 v néjakém okruhu
(R,+,), pak (R,+,") je jednoprvkovy, a tedy trivialni okruh.
Je-li vsak 0 = 1, pak pro libovolny prvek a € R plati, ze a = a-1
=a-0=0, takze R = {0} a (R, +, -) je opravdu trivialni okruh.

V kazdém netrividlnim okruhu (R, +,-) tedy plati 0 # 1.
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Bud (R, +,-) okruh. Je-li operace - na R komutativni, tedy
je-li (R,-) komutativni monoid, pak okruh (R, +,-) se nazyva
komutativni okruh. VsSechny vyse uvedené priklady okruhu
byly komutativni okruhy. Priklady nekomutativnich okruht bu-
dou uvedeny v nasledujici kapitole.

Télesa

Bud (R, +, ) netrivialni okruh. Pak kazdy prvek a € R, ktery
je invertibilnim prvkem monoidu (R, -), se nazyvd jednotka
okruhu (R, +, ) a prvek k nému inverzni se zna¢i symbolem a ™.
Jednou z obecné mnoha jednotek netrividlniho okruhu (R, +, )
je jeho jednotkovy prvek 1. Podle zavérecného disledku z od-
stavce o grupach vime, ze mnozina vsSech jednotek netriviadlniho
okruhu (R, +,+) je uzaviena vzhledem k operaci - a tvoii vzhle-

dem k této operaci grupu.

Priklad. Jednotkami okruhu (Z,+, ) v8ech celych ¢isel jsou
praveé ¢isla 1 a —1. Dvojice ({—1, 1}, -) tvofi dvouprvkovou grupu.

Netrividlni komutativni okruh (R, +,-), jehoz vSechny nenu-
lové prvky jsou jednotkami, se nazyva téleso. Jinak feceno, ne-
trivialni okruh (R, +, ) je télesem, jestlize mnozina R — {0} je
uzaviend vzhledem k operaci - a pritom (R — {0}, -) tvoii komu-
tativni grupu.

Priklady. Okruhy (Q,+,-), (R,+,-) a (C,+, ) vSech raci-
onalnich, realnych a komplexnich cisel jsou télesa. Tato télesa
jsou priklady téles, jimz fikdme Ciselna télesa.

Existuje mnozstvi dalsich prikladt téles. Zvlastni oblast tvori
konec¢na télesa, o nichz zde neni fec.



