Hodnost matice

Necht
A= (aij)izl,...7m7j:1,...,n

je matice typu m/n nad télesem (7T, +,-). Pak fadky matice A
muzeme chapat jako usporadané n-tice prvka z T', a tedy jako
prvky vektorového prostoru (1™, +,-). Radky matice A potom
generuji jisty podprostor ve vektorovém prostoru (1", +,-). Di-
menze tohoto podprostoru generovaného radky matice A se na-
zyva fadkova hodnost matice A. Podobné sloupce matice A
lze chapat jako usporadané m-tice prvki z T, a tedy jako prvky
vektorového prostoru (7", +,-). Dimenze podprostoru vektoro-
vého prostoru (7™, +,-) generovaného sloupci matice A se pak
nazyva sloupcova hodnost matice A. V dalSim textu této ka-
pitoly ale ukaZeme, ze obé tyto dimenze jsou si rovny, ¢imz ob-
drzime pojem hodnosti matice A.

Bud znovu A = (a;;) matice typu m/n nad télesem (7', +,-).
Potom kazda z néasledujicich modifikaci matice A se nazyva
elementarni fadkova aprava matice A:

(i) vynasobeni i-tého Ffadku matice A prvkem 7 pro néktera
ie{l,....om} areT,r#0,

(i) pficteni k i-tému Fadku matice A j-tého fadku matice A vy-
nasobeného prvkem r pro nékterd i,j € {1,...,m}, i # j,
arecfT.

K elementarnim fadkovym tpravam matice A byva nékdy téz
pocitana vymeéna i-tého a j-tého rfadku matice A pro néktera
i,j € {1,...,m}, i # j. Tuto tpravu lze ale ziskat slozenim né-
kolika tiprav typu (i) a (ii): nejprve se j-ty fadek pricte k i-tému,
pak se i-ty radek odecte od j-tého, potom se znovu j-ty radek
pricte k ¢-tému a nakonec se j-ty radek vynasobi prvkem —1.



Zaménime-li vSude v predchozim odstavci slovo “fadek” slo-
vem “sloupec” a ¢islo m ¢islem n, dostaneme podobné definici
toho, co jsou elementarni sloupcové upravy matice A.

Necht A = (a;;) a B = (b;;) jsou dvé matice téhoz typu m/n
nad télesem (7', +,-) takové, ze matice B vznikla z matice A
kone¢nou posloupnosti elementarnich fadkovych tprav. Pak pi-
Seme A ~ B a fikdme, Ze matice A a B jsou radkové ekviva-
lentni. Ponévadz ke kazdé elementarni radkové tprave existuje
elementarni tprava, ktery je k ni inverzni v tom smyslu, zZe pre-
vede upravenou matici zpét do ptvodniho tvaru, je relace ~
symetricka a celkem je to ekvivalence na mnoziné vSech matic
typu m/n nad télesem (7', +, ).

Analogickou tivahu je mozno vést i pro elementarni sloupcové
upravy matic.

Tvrzeni. Elementarnimi radkovymi tpravami dané matice
A = (a;;) typu m/n nad télesem (7, +,-) se neméni podprostor
vektorového prostoru (7", +, -) generovany fadky matice A. Ne-
méni se tak ani fadkova hodnost matice A.

Dukaz. Podle prislusného tvrzeni z kapitoly o podprosto-
rech vektorovych prostorti je podprostor vektorového prostoru
(T™, 4+, ) generovany fadky matice A roven mnoziné vsech li-
nearnich kombinaci téchto radka. Je ale evidentni, Ze mnozina
vSech linearnich kombinaci fadkd matice A se nezméni provede-
nim kterékoliv elementarni fadkové tpravy matice A.

Tvrzeni. Elementarnimi radkovymi tpravami dané matice
A = (ai;) typu m/n nad télesem (T, +,-) se neméni sloupcova
hodnost matice A.

Poznamka. Miuze se ale zménit podprostor vektorového pro-
storu (7™, 4, -) generovany sloupci matice A.



Lemma. Necht A = (a;;) a B = (b;;) jsou matice téhoz typu
m/n nad télesem (7', +, -), pficemz matice B vznikla z matice A
provedenim nékolika elementarnich radkovych tprav. Oznacme
ai, as, ..., a, jednotlivé sloupce matice A a by, bs,..., b, jed-
notlivé sloupce matice B. Necht j1, ja, ..., jr € {1,2,...,n} jsou
libovolné indexy splnujici j; < jo < --- < jr. Potom sloupce
aj,aj,,...,a; matice A jsou linedrné nezavislé pravé tehdy,
kdyZ jsou linearné nezavislé sloupce b; ,b;,,...,b;, matice B.

Dukaz. Tvrzeni tohoto lemmatu staci dokazat v pripadé,
kdy matice B vznikla z matice A provedenim jedné elementarni
radkové tpravy typu (i) nebo (ii). K tomu tucelu je tfeba ovérit,
ze pak pro libovolné prvky sq,ss9,...,s: € T' je rovnost

Sl'ajl _|_ 32‘3j2 _|_ P _|_ Sk°ajk — 0
splnéna pravé tehdy, kdyz je spliiena rovnost
s1:bj, + sabj, + -+ + spbj, = 0,

kde 0 je nulovy sloupec o m slozkach. Vznikla-li matice B z ma-
tice A provedenim jedné elementarni fadkové tpravy typu (i),
je tento fakt ocividny. Vznikla-li matice B z matice A pouzi-
tim jedné elementarni fadkové tpravy typu (ii), je to obdobné
zjevné. Spocivala-li totiz tato elementarni radkova tprava v pri-
¢teni k i-tému fadku matice A (-tého fadku matice A vynéso-
beného prvkem r pro nékterd i,¢ € {1,... ,m},i #{,areT,
pak rozdil v uvedenych dvou rovnostech se projevi pouze na ¢-té
pozici zminénych sloupci, kde pro matici A vznikne rovnost
51-Qjj, + S2-Qij, + - - - + Sp-a;, = 0, zatimco pro matici B vznikne
rovnost si-(aij, +1-aej,) +S2-(aij, +1r-ag,) + - - -+ Sp-(aij, +7-ag,)
= 0. Uvédomime-li si pritom ale, Ze soucasné na (-té pozici
zminénych sloupcti v obou maticich A i B se objevi rovnost
s1-aej, + Sg-agj, + -+ + sprag, = 0, vidime, Ze obé vySe uve-
dené soustavy rovnosti pro vybrané sloupce matic A a B jsou
navzajem ekvivalentni, coz bylo tfeba ovérit.
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Dutkaz posledniho tvrzeni. Necht B = (b;;) je matice
typu m/n nad télesem (7,4, -) vznikla z matice A provedenim
konecné posloupnosti elementarnich radkovych uprav. V pred-
chozim lemmatu jsme vidéli, ze elementarni radkové ipravy ma-
tice A nemaji vliv na linearni zavislost ¢i nezavislost vybranych
posloupnosti sloupcu této matice. Sloupcova hodnost matice A
je ovSem definovana jako dimenze podprostoru v (17, +,-) ge-
nerovaného sloupci matice A, a tedy jako pocet vektorti baze to-
hoto podprostoru. Podle jednoho z tvrzeni predchozi kapitoly lze
takovou bazi a;,, aj,, ..., a; vybrat ze sloupct a;, ay, ..., a, ma-
tice A. Po provedeni zminéné posloupnosti elementarnich rad-
kovych tiprav pak podle predchoziho lemmatu v nové matici B
zustanou odpovidajici sloupce b; , b;,, ..., bj, linearné nezavislé
a generuji tudiz v (T, +, -) podprostor stejné dimenze. Jina li-
nearné nezavisla posloupnost majici vice sloupcii pritom podle
zminéného lemmatu mezi sloupci by, bo, ..., b, matice B vznik-
nout nemohla. Obé matice A i B tedy maji stejnou sloupcovou
hodnost.

Bud opét A = (a;;) matice typu m/n nad télesem (7', +,-).
Rekneme, 7e matice A je ve schodovitém tvaru, jsou-li v ni
shora doltl nejprve nenulové radky, pokud matice takové radky
obsahuje, a az za nimi jsou nulové radky, ma-li matice takové,
a jestlize déle kazdy nenulovy fadek matice A (s pfipadnou vy-
jimkou prvniho faddku) zacind zleva nékolika nulami, pficemz
kazdy dalsi nenulovy radek ma téchto nul vlevo vice nez radek
jemu predchazejici. Prvni nenulovy prvek zleva v kazdém nenu-
lovém fadku matice A se nazyva hlavni prvek tohoto radku.
Je tedy tuto druhou podminku mozno zformulovat také tak, ze
hlavni prvek kazdého dalsiho nenulového fadku matice A se na-
chazi na vzdalené€jsi pozici odleva nez hlavni prvek radku jemu
predchazejiciho. Je jasné, ze pak nenulové fadky matice A ve
schodovitém tvaru jsou linedrné nezavislé (zadny z nich neni



mozno ziskat jako linedrni kombinaci ostatnich fadka). Je tedy
pocet nenulovych radkt matice A ve schodovitém tvaru roven
radkové hodnosti této matice.

Rekneme dale, Ze matice A = (a;;) typu m/n nad télesem
(T, +,-) je v Gauss-Jordanové tvaru, je-li ve schodovitém
tvaru, je-li pritom hlavni prvek kazdého nenulového tadku ro-
ven 1, a je-li navic kazdy hlavni prvek jedinym nenulovym prv-
kem ve sloupci, ve kterém lezi (tedy kazdy hlavni prvek mé ve
svém sloupci nejen pod sebou, ale i nad sebou samé nuly).

Tvrzeni. Kazdou matici A = (a;;) typu m/n nad télesem
(T, +,) lze prevést kone¢nou posloupnosti elementarnich rad-
kovych tprav na matici ve schodovitém tvaru, pripadné az na
matici v Gauss-Jordanové tvaru.

Dukaz. Prihledani schodovitého tvaru postupujeme indukci
vzhledem k poc¢tu nenulovych fadk matice A. Je-li A nulova
matice, je jiz ve schodovitém tvaru. Je-li matice A nenulova,
vybereme prvni nenulovy sloupec zleva. Pfipadnym prehozenim
radkt docilime toho, aby v tomto sloupci byl prvni prvek shora
nenulovy. Potom odec¢itanim vhodnych nasobki prvniho radku
od nasledujicich radkia dosdéhneme toho, ze v tomto prvnim ne-
nulovém sloupci budou pod prvnim nenulovym prvkem shora
jiz.samé nuly. Byl-li zminény nenulovy sloupec poslednim sloup-
cem matice, je takto ziskana matice jiz ve schodovitém tvaru.
V opac¢ném pripade, odmyslime-li si nyni z takto vzniklé matice
jejil prvni radek, dostaneme matici, ktera bude mit méné nenulo-
vych fadkd (nulové fadky se uvedenymi Gpravami nezménily).
Podle indukéniho predpokladu lze tedy tuto zmensenou matici
prevést elementarnimi radkovymi apravami na schodovity tvar
(nulové sloupce vlevo, kterych bude vice nez v celé matici, se p¥i-
tom nezméni). Takze pak i ptvodni matici A lze takto prevést
na schodovity tvar.



Abychom od schodovitého tvaru presli ke Gauss-Jordanovu
tvaru, je-li dana matice nenulova, je tfeba zprvu kazdy nenulovy
radek vynasobit inverznim prvkem k hlavnimu prvku lezicimu
v tomto radku. Poté odecitanim vhodnych nasobki daného ne-
nulového radku od radkt lezicich nad nim docilime toho, ze ve
sloupci nad hlavnim prvkem tohoto fadku budou samé nuly. To
se provede pro kazdy nenulovy fadek matice vyjma prvniho.

Dusledek. Necht A = (a;;) je matice typu m/n nad téle-
sem (7, +,-) a necht B = (b;;) je matice typu m/n nad télesem
(T, +, ) vznikla pfevedenim matice A kone¢nym poc¢tem elemen-
tarnich radkovych tprav podle predchoziho tvrzeni na matici
v Gauss-Jordanové tvaru. Necht jq, jo, ..., jr € {1,2,...,n} jsou
indexy vsech téch sloupcti matice B spliujici j; < jo < -+ < Ji,
v nichz lezi hlavni prvky vsech nenulovych radki matice B. Po-
tom sloupce a; , a;,, . . ., a;, matice A tvori bazi podprostoru vek-
torového prostoru (7™, +, -) generovaného sloupci matice A.

Dikaz. Je evidentni, ze sloupce b, b,,,...,b;, matice B
v Gauss-Jordanove tvaru jsou linedrné nezavislé a ze kazdy jiny
sloupec matice B je linearni kombinaci téch sloupci v této po-
sloupnosti, které mu predchazeji. Takze sloupce b;,bj,,..., b,
tvoii bazi podprostoru vektorového prostoru (7", +,-) genero-
vaného sloupci matice B. Podle lemmatu pouzitého k dikazu
pfedminulého tvrzeni pak totéz plati pro sloupce a;,,aj,, ..., a;
vzhledem k matici A.

k

Dusledek. Pro kazdou matici A = (a;;) typu m/n nad téle-
sem (7', +, ) plati, Ze jeji fadkova hodnost je rovna jeji sloupcové
hodnosti.

Dikaz. Podle predchoziho tvrzeni lze matici A elemen-
tarnimi radkovymi tpravami prevést na Gauss-Jordaniv tvar.

Necht k je pocet nenulovych fadka v tomto tvaru. Potom je
mozné prehazovanim sloupcti premistit sloupce obsahujici hlavni
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prvky doleva, takze vlevo nahote vznikne jednotkova matice Fj.
Je dale jasné, ze pak je mozno odc¢itanim vhodnych nasobkt prv-
nich £ sloupctt od zbyvajicich sloupcti vSechny tyto nasledujici
sloupce ucinit nulovymi sloupci. Takto pouzitim nejprve elemen-
tarnich radkovych a poté i sloupcovych tprav prejde matice A do
tvaru, kdy na hlavni diagonale bude prvnich £ prvkia rovnych 1
a vSechny ostatni prvky matice budou rovny 0. Matice tohoto
tvaru ma ovsem fadkovou i sloupcovou hodnost rovnu k. Poné-
vadz uz vime, zZe elementarni radkové tipravy nemeéni radkovou
ani sloupcovou hodnost matice, a totéz ovsem platii pro elemen-
tarni sloupcové upravy, je taktéz radkova i sloupcova hodnost
vychozi matice A rovna k.

Nyni jsme tedy v situaci, kdy miizeme pro kazdou matici
A = (ai;) typu m/n nad télesem (7, +,-) definovat hodnost
matice A jako spole¢nou hodnotu radkové a sloupcové hodnosti
matice A.



