Matice linearnich zobrazeni

Necht (V,+,-) a (W, +, ) jsou nenulové vektorové prostory ko-
necnych dimenzi n a m nad télesem (7', +, -), necht posloupnosti
vektori g1,89,...,8, € V a hy,hy,... h,, € W tvori baze
téchto vektorovych prostorti a necht f: V — W je linearni zob-
razeni mezi témito prostory. Necht pro kazdé j € {1,2,...,n}
jsou prvky aij, as;, ..., an; € T soufadnice vektoru f(g;) v bazi
h{, hy, ..., h,, takze plati f(gj) = a1j~h1+a2j~h2+~ . '—|—6Lmj'hm.
Pak matice A = (a;;)i=1...m, j=1...n typum/nnad (T, 4+, -) se na-
zyva matice linearniho zobrazeni f v bazich gi,g,...,8,
a hy,hy, ... h,. Zavedeme-li podobné jako drive téz oznaceni
g = (g1 g ... gn) ah = (h1 hy, ..., hm) pro zminéné
baze prostori (V,4+,:) a (W,+,-) a k tomu jesté oznaceni
f(g) = (f(gl) f(g) ... f(gn)) pro posloupnost obrazt vek-
torl baze g pri linearnim zobrazeni f, pak pravé uvedena de-
finice matice A = (ay;) linedrniho zobrazeni f v bazich g a h
znamena, ze plati rovnost a

f(g) =h-A,

vzpomeneme-li si znovu na nasobeni matic nad vektorovym pro-
storem (W, +, ) maticemi nad télesem (7', +,-).

Necht (V,+,-) je nenulovy vektorovy prostor konecéné di-
menze n nad télesem (7,4, -), necht dale posloupnost vektort
g1,8L9,...,8, € V tvori bazi tohoto vektorového prostoru a necht
f V. — V je linearni transformace tohoto vektorového pro-
storu. Necht nyni pro kazdé j € {1,2,...,n} jsou prvky ayj,
asj, ..., ay; € T soufadnice vektoru f(g;) v bazi gi1,82,...,8n,
takze plati f(g;) = a1;-81 + a2j-82 + - -+ + ap;-8n. Pak Ctver-
cova matice A = (a;;)i=1.. n j=1..n Fadu n nad (7, +,-) se na-

zyva matice linearni transformace f v bazi gi,g,...,g,.
Zavedeme-li obdobné jako vyse oznaceni g = (g1 g ... gn) a
f(g) = (f(gl) f(ga) ... f(gn)), pak pravé uvedena definice
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matice A = (a;;) linedrni transformace f v bazi g podobné jako
vyse znamena, ze tentokrat plati rovnost

f(g)=8g"4,

opét s vyuzitim nasobeni matic nyni nad vektorovym prostorem
(V,+, ) maticemi nad télesem (7', +,-).

Véta. Necht (V,+,-) a (W, +,-) jsou nenulové vektorové
prostory kone¢nych dimenzi nad télesem (7', +,-) a necht po-
sloupnosti g1, 89, ...,8, ahy, hy, ... h,, tvofi baze téchto vekto-
rovych prostorti. Pak prirazeni, v némz kazdému linearnimu zob-
razeni f: V — W odpovida jeho matice A v bazich g1, gs,...,8x
a hy,hy, ... h,,, je vzajemné jednoznacnou korespondenci mezi
vSemi linedrnimi zobrazenimi f: V — W a vSemi maticemi
A = (a;j) typu m/n nad (T, +,-).

Dukaz. Maji-li dvé linearni zobrazeni f,g: V — W stejnou
matici v uvedenych bazich, pak to znamena, ze f(g1) = g(g1),
f(g2) = g(g2), ..., f(8n) = g(8n). Podle posledni véty z minulé
kapitoly pak ale f a g jsou jedno a to stejné linearni zobrazeni.
Je tedy zminéné prirazeni prosté.

Vezméme déle libovolnou matici A = (a;;) typu m/n nad
(T, +,-), a uvazme vektory z; = ayj-hy + agj-hs + -+ + ay;-hy,
pro vSechna j € {1,2,...,n}. Pak podle posledni véty z mi-
nulé kapitoly existuje linedrni zobrazeni f: V — W takové, ze
f(g1) = z1, f(8) = z2, ..., f(8r) = 2Z,. Matici tohoto linear-
niho zobrazeni ve zminénych bazich je ovsem matice A. Je tedy
popsana korespondence opravdu vzajemné jednoznacna.

Tvrzeni. Necht (V,+,:) a (W,+,-) jsou nenulové vekto-
rové prostory konecnych dimenzi n a m nad télesem (7,4, -).
Necht f: V — W je line4rni zobrazeni mezi témito prostory a
necht A = (a;;) je matice tohoto linearniho zobrazeni v béazich
g1,82,...,8, a hy,hy ... h, zminénych vektorovych prostort.
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Necht u je libovolny vektor z V, necht x1,xo,...,x, jsou sou-
fadnice vektoru u v bazi g1, gs, ..., &, anecht y1,ys, ...,y jsou
soufadnice vektoru f(u) v béazi hy, hy, ... h,. Pak plati

Y1 L1

Y21 — 4. | 2

Y z,
Dukaz. Oznacme jako na zacatku g = (g1 g ... gn),
h = (b hy ..., hy)a f(g) = (f(&1) flg2) .- flgn):
, y T T
Dale oznacme x = (wl Ty ... xn) , Yy = (y1 Yo ... ym) .

Pak zase muzeme psdt u = g-x a f(u) = h-y. Ponévadz f
je linearni zobrazeni, z prvni_z téchto dvou rovnosti plyne, ze
f(u) = f(g) - x. Soucasné, jak bylo feceno vyse, podle definice
matice A = (a;;) linearniho zobrazeni f v bazich g a h mame
rovnost f(g) = h-A. Dosazenim do pfedchozi rovnosti opét s vy-

uzitim asociativity prislusného nasobeni matic dostavame, ze
f(u)=h-A-x

To znamend, ze A - x jsou souradnice vektoru f(u) v bazi h.
Ovsem také y jsou soufadnice vektoru f(u) v téze bazi h. Vzhle-
dem k jednoznacnosti souradnic vektoru v dané bazi odtud vy-
plyva rovnost y = A - x, kterou jsme méli ovérit.

Tvrzeni. Necht (U, +,-), (V,+,:) a (W,+,-) jsou nenu-
lové vektorové prostory kone¢nych dimenzi nad télesem (7, +, -)
a necht fi,f5,....f,, g1,82,...,8n» a hy,hy, ... h; jsou baze
téchto vektorovych prostori. Necht f: U —-V a ¢g: V—->W
jsou linedrni zobrazeni vektorovych prostort, necht A = (a; )

je matice zobrazeni f v bazich fi,f5,....f, a g1,82,...,8n a
necht B = (by;) je matice zobrazeni g v bazich g1, gs,...,8n a
h;, h,, ..., h;. Potom matice B- A je matici slozeného zobrazeni
go f: U— W vbazich fi,f;,...,f, ahy, hy, ... hy.

Dukaz. UzZijme opét zavedeného znaceni f = (f1 fo ... fn),
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S (gl g2 ... ),h (hl hQ ceey hk> a také f(i):
(f(£) f(B) ... f(£2)), 9(g) = (9(g1) g(g2) .- g(gm))-
K s pesin U0 = (g0 F)(0), Kde (g /)(£) mé analo-
gicky vyznam jako f(f), takze pak obdobné predchozimu znaceni
mizeme psat t63 g(f(£)) = (9(f(£)) g(f(B)) ... g(f(E))).
Nyni zase podle definic matic A = (a;;) a B = (by;) linearnich
zobrazeni f a g v pfislusnych bazich mame rovnosti f(f) =g- A
a g(g) = h - B. Ponévadz g je linearni zobrazeni, jeho aplﬂ{aci
na jednotlivé vektory v posloupnosti f(f) pak z prvni z uvede-
nych rovnosti obdrzime, Ze g(f(f)) = g(g) - A. Dosazenim druhé
z predchozich dvou rovnosti do této posledni rovnosti s opé-
tovnym vyuzitim asociativity prisluSného nasobeni matic takto

dostavame, ze
g(f(f))=h B A

To ale pravé znamena, ze matice B - A je matici slozeného line-
arniho zobrazeni g o f v bazich f a h, coz bylo tfeba ovérit.

Disledek. Necht (V,+,:) a (W,+,) jsou nenulové vek-
torové prostory konecnych dimenzi nad télesem (7, +, ), necht
g1,89,...,8, a hy,hy, ... h, jsou baze téchto prostort, necht
f: V. — W je izomorfismus téchto prostorti a necht A je matice
izomorfismu f v bazich gq,gs,...,g, a hy,hy, ... h,,. Pak plati
n = m, A je ¢tvercova regularni matice fadu n = m a matice A1
k ni inverzni je matici inverzniho izomorfismu f~!': W —V
v bazich hy,hy, ... h, a g, g9, ...,8n.

Dikaz. Izomorfni vektorové prostory musi mit stejnou di-
menzi, takZze n = m a matice A je ¢tvercova. Necht dale B
je matice inverzniho izomorfismu f~! v bazich hy,hy,... h,, a
g1,82,...,8,. Pak podle predchoziho tvrzeni je matice A - B
matici slozeného zobrazeni f o f~1 jimZ je ale identické zobra-
zeni idyw. Matici této identické transformace prostoru (W, +, -)
v bazi hy, hs, ... h, je ovSem jednotkova matice F,,. Odtud
plyne, ze A- B = E,,, takze A je regularni matice a B = A~L.
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Necht (V,+,-) je nenulovy vektorovy prostor konec¢né di-
menze nad télesem (7, +,-) a necht f1.f5,....f, a g, 8,...,8x
jsou dvé baze tohoto prostoru. Jiz diive jsme definovali, co zna-
mend, ze ¢tvercova matice A ¥adu n nad (T, +, -) je matici pfe-
chodu od baze f1,f,, ..., f, k bazi g1, go, ..., g,. Pipomenme, zZe
to nastava, pokud pro kazdé j € {1,2,...,n} plati, Ze v j-tém
sloupci matice A jsou uloZeny soufadnice vektoru g; v bazi
fi,f5, ..., f,. Nyni je na misté si vSimnout, ze A je takovou ma-
tici prechodu pravé tehdy, kdyz A je matici identického zobra-
zeni idy prostoru (V,+,-) do néj samotného vzhledem k bazim
g1,82,---,8n a fi,fs, ... £, (v tomto poradi). Tehdy totiz také
pro kazdé j € {1,2,...,n} plati, ze v j-tém sloupci matice A
jsou obsazeny soufadnice vektoru g; v bazi fi,f,,...,f,.

Vénujme se nyni otazce, jak se zméni matice daného line-
arniho zobrazeni mezi dvéma vektorovymi prostory konec¢nych
dimenzi, pfejdeme-li k jinym bazim téchto vektorovych prostort.

Kvli prehlednosti budeme ve formulacich nasledujicich po-
znatkll pouzivat uz jen strucna znaceni bazi prislusnych vekto-
rovych prostort kone¢nych dimenzi. Bude-li tedy (V, +, -) nenu-
lovy vektorovy prostor koneé¢né dimenze n a bude-li posloupnost
vektori fi, fs, . . ., £, nékterou bazi tohoto prostoru, kterou jsme
uz také zapisovali ve tvaru f = (f1 fHh ... fn), budeme nadale
pro tuto bazi prostoru (V, +, ) uzivat uz jen kratké oznacenti f.

Disledek. Necht (V,+,:) a (W, +,-) jsou nenulové vek-
torové prostory koneénych dimenzi nad télesem (7, +,-). Necht
f a g jsou dvé baze prostoru (V,+,-) a necht h a k jsou dvé
baze prostoru (W, +,-). Necht P je matice pfechodu od baze f
k bazi g a necht ) je matice pfechodu od baze h k béazi k.
Necht f_: V — W je linearni zobrazeni mezi uvedenymi pro-
story, necht A je matice zobrazeni f v bazich f a h a necht B je

matice zobrazeni f v bazich g a k. Pak plati B = Q1 AP



Dikaz. Ponévadz f oidy = tdw o f je totéz zobrazeni f
a ponévadz podle vySe uvedeného tvrzeni o matici slozeného li-
nearniho zobrazeni a podle komentatre predchézejiciho tomuto
disledku je A - P matici zobrazeni f oidy a () - B je ma-
tici zobrazeni idw o f, oboji v bazich g a h, plyne odtud, ze
A-P=Q -B,takte B=Q - A-P.

Jiny dukaz. Podle definic matic pfechodia P a () mezi
zminénymi bazemi danych vektorovych prostort méame rovnosti
g=f-P ak=h-Q. Ze druhé z téchto rovnosti vynasobenim
matici Q! zprava plyne téz rovnost h = k - Q% Podle definic
matic A a B linearniho zobrazeni f v uvedenych bazich danych
prostori mame dale rovnosti f(f) =h-A a f(g) =k- B. Po-
névadz f je linedrni zobrazeni, z predchozich rovnosti pak ale
vyplyva rovnéz, ze

flg)=fE-P)=f(f)-P=h-A-P=k-Q'-A-P.

To ovSem znamené, ze matice Q- A - P je matici zobrazeni f

v bazich g a k. Z jednoznacnosti takové matice potom plyne,
7e B=Q 1 A-P.

Ptjde-li dale jen o linearni transformaci jednoho vektorového
prostoru konec¢né dimenze a o jeji matice ve dvou bazich tohoto
prostoru, pak se formulace posledniho dusledku zjednodusi:

Dusledek. Necht (V,+,-) je nenulovy vektorovy prostor
kone¢né dimenze nad télesem (7', +,-), necht f a g jsou dvé
béaze tohoto prostoru a necht P je matice pfechodu_od baze f
k bazi g. Necht f : V — V je linedrni transformace prostoru
(V,+, '7, necht A je matice transformace f v bazi f a necht
B je matice transformace f v bazi g. Pak plati B = Pt A.P.



