MnozZiny, relace, zobrazeni

Mnoziny

Mnozinou rozumime kazdy soubor urcitych objektt shrnu-
tych v jeden celek. Zminéné objekty pak nazyvame prvky dané
mnoziny. Pojem ,mnozina” je tedy synonymem pojmi typu
,soubor”, ,souhrn”, apod.

Je-li objekt x prvkem mnoziny A, piSeme x € A, neni-li tomu
tak, pisSeme z ¢ A.

Mnozina je tedy plné€ urcéena svymi prvky. To znamena, ze
dvé mnoziny A, B povazujeme za stejné, pravé kdyz jsou tvoreny
stejnymi prvky. Jinak feceno, klademe A = B pravé kdyz pro
kazdy objekt x plati, Zze x je prvkem A tehdy a jen tehdy, kdyz
x je prvkem B. Zapsano formuli, mame

A=B <— (Vx)(r€e A < z € B).

Rekneme, Ze mnozina A je podmnoZinou mnoziny B, jestlize
kazdy prvek mnoziny A je prvkem mnoziny B. Pak piSeme
A C B a mluvime o inkluzi mnozin. Podrobnéji receno, klade-
me A C B pravé kdyz pro kazdy objekt = plati, ze je-li x prvkem
A, pak z je také prvkem B. Zapsano formuli, mame tedy

ACB < (Vr)(re A = z € B).
To také znamena, ze mame
A=B < (ACB & BCA).
Je jasné, ze pak pro libovolné mnoziny A, B, C plati
(ACB & BC(C) = ACC.

Poznamenejme jesté, ze misto A C B se nékdy pise také B D A,
a plati-li soucasné A C B a A # B, byva to kratce zapisovano
ve tvaru A C B.



Vyznac¢nou mnozinou je prazdna mnozina, tedy mnozina,
kterd neobsahuje zadny prvek. Znac¢ime ji (). V této souvislosti
dodejme, ze pro libovolnou mnozinu A mame

ACA a 0 C A.

Mnozina A se nazyva konecéna, obsahuje-li pouze konecné
mnoho raznych prvki; v opacném pripadé je A nekonecna
mnozina.

Pro libovolné dvé mnoziny A, B definujeme jejich sjedno-
ceni A U B jako mnozinu, ktera je tvorena témi prvky, které
jsou prvky bud mnoziny A nebo mnoziny B, tedy témi prvky,
které jsou prvky alespon jedné z mnozin A, B. To znamena, ze
klademe

AUB={x|z€ AV z e B}.

Dale definujeme prinik A N B téchto mnozin jako mnozinu,
ktera je tvorena témi prvky, které jsou soucasné prvky mnoziny
A i mnoziny B. To znamenad, Ze klademe

ANB={x|z€ A&z € B}.

Rikdme, Ze mnoziny A, B jsou disjunktni, je-li AN B = 0.
Kone¢né definujeme rozdil A — B mnozin A, B jako mnozinu
téch prvkl mnoziny A, které nejsou prvky mnoziny B. To zna-
mena, ze klademe

A-B={x|xe€ A& x ¢ B}.

Plati fada mnozinovych rovnosti, z nichZz pozornost zasluhuji
zejména nasledujici.

Tvrzeni. Pro libovolné mnoziny A, B, C' plati

AUB=BUA

(komutativita)
ANB=BnNA



(AUB)UC = AU(BUC)

(ANB)NC =AN(BNC) (asociativita)

AUA=A .

ANA=A (idempotence)
AUBNO) =(4uB)n(AuC) (distributivita)
AN(BUC) = (ﬂ B)U(ANC)

A-mna) = (A B)u(4-0) (de Morganova pravidla)
A—(BUC)=(A-B)N(A-C)

Dukaz. Komutativita, asociativita a idempotence jsou
ziejmé. Také ovéreni zbyvajicich rovnosti je snadné. Dokazeme
napfiklad prvni z de Morganovych pravidel. Ovéiime nasledujici
dvé inkluze:

A—(BNC)C(A-B)U((A-C):

Necht r € A— (BNC). Pakx e A& ¢ BNC.

Pak tedy r € A& (x ¢ BV z ¢ C).

Pak (1€ A& x¢B)V (re A&k x¢O).

Pak ovSemx € A—BV 2z e A-C. Takzex € (A—B)U(A-C).

(A—B)JUA-C)CA—(BNC):

Necht r € (A—B)U(A—-C).Pake e A-BVvazeA-C.
Pak tedy (r€ A& x¢ B)V (re€ A& x ¢ ().

To znamend, ze v € A& (x ¢ BV = ¢ C).

Takze pak r € A& ¢ BNC. Tedy x € A— (BNC).

Dtikazy ostatnich rovnosti jsou obdobné.

Nékdy se nachazime v situaci, zZe vSechny uvazované mnoziny
jsou podmnozinami néjaké zakladni mnoziny M. Pak pro libo-
volnou mnozinu A C M mnozinu M — A znaéime kratce A’ a
nazyvame ji doplnék mnoziny A v mnoziné M. VSimnéme si,
ze pak pro libovolnou mnozinu A C M plati napriklad

AUA =M, AnA =0 a A"=A



Relace

Zakladni konstrukéni jednotkou pii tvorbé kartézskych sou-
¢ini mnozin a relaci mezi mnoZinami je pojem usporadané
dvojice prvki. Intuitivné mu rozumime tak, ze kazdym dvéma
prvkim a, b pfifadime novy objekt (a, b), nazyvany usporadanou
dvojici, v némz zalezi na poradi prvku a,b. Obecnéji pro kazdé
k > 2 lze zavést predstavu usporadané k-tice prvku tak, ze
kazdym k prvkim ay, ..., a; pfifadime novy objekt (aq, ..., ax),
jejich usporadanou k-tici, s vyznacenym poradim téchto prvki.

Pro libovolné dvé mnoziny A, B definujeme jejich kartézsky
soucin A x B jako mnozinu, jejimiz prvky jsou pravé vsechny
uspoiradané dvojice (a,b), kde a € A, b € B. To znamena, ze
klademe

AxB=A{(a,b)|ac A & be B}.

Je-li A = B, nazyvame mnozinu A X A kartézskym cCtver-
cem mnoziny A a zna¢ime ji A%. Z uvedené definice je jasné, Ze
mnoziny A X B a B x A jsou obecné ruzné. Dale pro libovolné
mnoziny A, B, C také mnoziny

(Ax B)xC={((a,b),c)|]ac A & be B & ce (Y},
Ax (BxC)={(a,(bc)|]ac A& beB & ceC}

jsou formélné ruzné. Nicméné rozdil mezi objekty ((a,b),c) a
(a, (b, c)) se Casto prehlizi — oboji lze vnimat jako uspofadanou
trojici — a lze tedy mluvit prosté jen o kartézském soucinu
A x B x C. Takze mame

Ax BxC={(a,b,c)l]ac A& beB & ceC}.

Podobné pro kazdé k£ > 2 a libovolné mnoziny Aq, ..., A defi-
nujeme jejich kartézsky soucin A; x --- X A; jako mnoZinu

Alx---xAk:{(al,...,ak)\a1€A1 & ... & CLkEAk}.
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Jestlize Ay = --- = A, = A, dostavame tak definici kartézské
mocniny A* pro viechna k > 2. Navic klademe také A' = A.

Plati rada jednoduchych rovnosti:

Tvrzeni. Pro libovolné mnoziny A, B, C' plati:
(AUB)xC=(AxC)U(BxC

(ANB)xC=(AxC)Nn(BxC
(A—B)xC=(AxC)—(BxC(C).

),
)

Y

Analogické rovnosti plati i pro C x (AU B), C x (AN B) a
C x (A— B).

Dukaz vsech rovnosti je snadny.

Necht A, B jsou libovolné mnoziny. Pak libovolnd podmno-
zina o kartézského soucinu A x B se nazyva relace mezi mno-
zinami A a B. Jsou-li a € A, b € B takové prvky, ze (a,b) € o,
pak fikdme, ze prvek a je v relaci o s prvkem b, a zapisujeme to
zpravidla ve tvaru a o b. Jestlize (a,b) ¢ o, piSeme obvykle a gb.

Necht A, B jsou opét libovolné mnoziny. Pak ) € A x B,
takze () je relace mezi mnozinami A a B a nazyva se prazdna
relace mezi A a B. Rovnéz celd mnozina A x B je relaci mezi
mnozinami A a B a nazyvéa se univerzalni relace mezi A a B.
Necht déle o € A x B je libovolna relace mezi A a B. Pak
defini¢nim oborem Dom p relace ¢ rozumime mnozinu

Domp={a€ A| (3be B)(apb)},

tedy mnozinu vSech téch prvki z A, které jsou v relaci o alespon
s jednim prvkem z B, a oborem hodnot Im g relace g rozumime
mnozinu

Impo={be B| (3a€ A)(aod)},

tedy mnozinu vsech téch prvki z B, s nimiz je v relaci o alespon
jeden prvek z A.



Definujeme skladani relaci. Necht A, B, C' jsou mnozZiny a
necht o € Ax B an C B x C jsou relace. V této situaci
definujeme relaci n o 9 C A x C vzniklou slozenim relaci o a 7
nasledujicim zptisobem:

noo={(a,c) e AxC|(3be B)lapb & bnc)}.

Zapis n o p ¢teme ,,nm po o0”.

Skladani relaci je asociativni:

Tvrzeni. Necht A, B, C, D jsou mnoziny a necht p C A x B,
nC BxC,uCC x D jsou relace. Pak plati:

(mom)oo=po(noo).

Dukaz. Na obou stranach této rovnosti jsou relace mezi
mnozinami A a D. Dokazeme inkluzi (omn) oo C po (no o).
Necht tedy a € A, d € D jsou takové prvky, ze (a,d) € (non)oo.
Pak podle definice skladani relaci existuje prvek b € B takovy, ze
(a,b) € pa (b,d) € pon. Opét podle téze definice existuje prvek
c € C takovy, ze (b,c) € n a (¢,d) € p. Pak ovSem (a,c) € no g,
takze (a,d) € po (no ). Opacna inkluze o (nop) C (non)op
se dokaze analogicky.

Ke kazdé relaci o mezi mnozinami A a B definujeme inverzni
relaci 0! mezi mnozinami B a A nésledovné:

ot ={(ba) € Bx A|apb}.
To znamena, ze plati
(Va € A)(Vb € B)(aob <= bo 'a).

Odtud okamzité plyne, Ze Dom o~ ! = Imp, Imo~! = Dom p.
Dale je jasné, ze plati

(e ' =0
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Navic mezi skladanim relaci a inverznimi relacemi existuje na-
sledujici souvislost:

Tvrzeni. Necht A, B, C jsou mnoziny a necht o C A x B,
n C B x C jsou relace. Pak plati:

(noo) =90 lon™

Dukaz. Na obou stranach této rovnosti jsou relace mezi
mnozinami C' a A. Dokdzeme inkluzi (no o)™ C o tonl
Necht a € A, ¢ € C jsou takové prvky, 7e (c,a) € (no o)~ !. Pak
(a,c) € nop. To znamend, Ze existuje prvek b € B takovy, ze
(a,b) € pa (b,c) € n. Odtud plyne, ze (b,a) € o1 a (c,b) € n71,
takZe pak (c,a) € o~ ton~t. Opacnd inkluze o~ ton™t C (nop)™?
se dokaze obdobné obracenym postupem.

Zobrazeni

Pojem ,zobrazeni” nejprve vymezime nasledovné. Necht A, B
jsou libovolné mnoziny. Zobrazenim f : A — B mnoziny A
do mnoziny B rozumime predpis, ktery kazdému prvku a € A
prirazuje praveé jeden prvek b € B. Pro takové prvky pak piseme,
ze b= f(a), a fikdme, Ze b je obrazem prvku a pfi zobrazeni f.

Uvedené vymezeni daného pojmu ovSem obsahuje blize ne-
specifikovany pojem ,predpis”. Bylo by vhodné umét se bez
tohoto prostiedku obejit. Proto uvazujme k danému zobrazeni
f: A— Brelaci p C A x B definovanou formuli

(Va € A)(Vb € B)(apob < b= f(a))

a nazyvanou graf zobrazeni f. VSimnéme si, ze pak relace o
splnuje podminku
Dom p = A,



nebot zobrazeni f kazdému prvku z A pfifazuje néjaky obraz, a
dale podminku

(Va € A)(Vb, 1 € B)(apb & aol = b=1),

nebot zobrazeni f kazdému prvku z A piifazuje jediny obraz.
Pfitom relace ¢ zobrazeni f kompletné urcuje, nebot o je vlastné
vyctem vSech usporadanych dvojic (a,b) € A x B takovych, zZe
b= f(a).

Na druhé strané libovolnou relaci o € A x B spliujici vyse
uvedené dvé podminky je mozno chapat timtéz zptisobem jako
popis urc¢itého zobrazeni f, které je pak mozno zadat predpisem

(Va € A)(Vb e B)(b= f(a) < apb),

nebot ze zminénych podminek plyne, Ze pak kazdy prvek z A
ma sviij obraz a zZe tento obraz je jediny.

Chceme-li tedy podat definici pojmu ,,zobrazeni” jenom s po-
moci pojmu zavedenych v teorii mnozin, nabizi se moznost primo
ztotoznit zobrazeni f s jeho grafem p, tak jak byl popsan vyse.
Takto dostavame nasledujici mnozinovou definici daného pojmu:

Necht A, B jsou libovolné mnoziny a necht f C A x B je
relace mezi nimi. Rekneme, Ze f je zobrazeni mnoziny A do
mnoziny B a piSeme f : A — B, jestlize jsou splnény podminky

Domf=A
a dale
(Va € A)(Vb,0' € B)(afb & afb = b=1).

V tom ptipadé, jak bylo uvedeno shora, misto zapisu a f b, pfi-
padné (a,b) € f, zpravidla piSeme b = f(a).

Necht A, B jsou mnoziny. Zobrazeni f : A — B se nazyva
surjekce, nebo téz zobrazeni na mnozinu B, plati-li

Imf=B8B.
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Pti takovém zobrazeni f kazdy prvek b € B ma alespon jeden
vzor, tedy prvek a € A takovy, Ze b = f(a).

Zobrazeni f : A — B se nazyva injekce, nebo téz prosté
zobrazeni, splnuje-li podminku

(Vb€ B)(Va,d' € A)(afb & d fb = a=4d).

Pti takovém zobrazeni f kazdy prvek b € B ma nanejvys jeden
vzor, tedy prvek a € A takovy, ze b = f(a).

Zobrazeni f : A — B se nazyva bijekce, nebo téz vzajemné
jednoznacéné zobrazeni mnoziny A na mnozinu B, je-li f sou-
casné injekce i surjekce.

Necht A, B jsou mnoziny a necht f: A — B je bijekce. Pak
inverzni relace f~! k relaci f je zase zobrazeni. To ihned plyne
z predchozich podminek, nebot pozadavky, aby f byla surjekce a
injekce, presné odpovidaji podminkam, které je treba splnit, aby
f~1 bylo zobrazeni. Mame tedy zobrazeni f~!: B — A, které
samo je rovnéZ bijekce, nebot zase pozadavky nutné k tomu,
aby f bylo zobrazeni, znamenaji, ze f~! je surjekce a injekce.
Rikdme, 7e f~! je inverzni zobrazeni k zobrazeni f.

Definujeme skladani zobrazeni. Ponévadz zobrazeni jsou
specialni typy relaci, definujeme toto skladani stejnym zptiso-
bem jako sklddani relaci. Je ale ziejmé, zZe jsou-li A, B, C' mno-
ziny a jsou-li f: A — B a g: B — (C zobrazeni, pak je-
jich slozenim dostaneme relaci g o f, ktera je opét zobrazenim
go f : A — (. Pritom toto zobrazeni je oc¢ividné dano predpi-
sem

(Va € A)((g o f)(a) = g(f(a))).

Pripomenme, ze skladani relaci, a tedy i skladani zobrazeni je
asociativni.

Definujme pro libovolnou mnozinu A zobrazeni ids : A — A
predpisem

(Va € A)(ida(a) = a).
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Toto zobrazeni se nazyva identita na A. Je jasné, ze pak pro
libovolné mnoziny A, B a pro libovolné zobrazeni f : A — B
plati

foida=f=1idgof,

a je-li f navic bijekce, pak plati také
flof=ridy, fof'=idg.
Diilezity je nasledujici fakt.
Véta. Necht A, B jsou mnoziny a necht
f:A—B, g: B—A

jsou zobrazeni. Pak f je bijekce s vlastnosti, ze f~! = ¢, pravé
tehdy, kdyz plati go f =idy a fog=1idg.

Dtikaz. Je-li f bijekce a je-li ¢ = f~!, pak samoziejmé
gof=1idy a fog=r1dp.

Necht naopak zobrazeni f, g spliiuji go f = idy a fog = idp.
UkéZeme nejprve, Ze f je bijekce. Necht b € B je libovolny prvek.
Polozme a = g(b). Pak f(a) = f(g(b)) = idg(b) = b, takze
vidime, Ze f je surjekce. Necht déle a,a’ € A jsou takové prvky,
ze f(a) = f(d'). Pak ovSem a = idy(a) = g(f(a)) = g(f(d')) =
ida(a’) = d, ¢ili a = d, takze f je také injekce. Celkem f je
bijekce a existuje tedy inverzni zobrazeni f~!, které je rovnéz
bijekce. Odtud pak dostavidme ¢ = idqog = flo fog =
fltoidg=f1¢ilig=f1L

Jsou-li A, B mnoziny a je-li f: A — B zobrazeni, pak mno-
zinu Im f zna¢ime rovnéz f(A) a nazyvame ji obraz pfi zobra-
zeni f.
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