Podprostory vektorovych prostoru

Vratime-li se na okamzik k motivacnim tvaham ze zacatku mi-
nulé kapitoly, pak za podprostory trojrozmérného vektorového
prostoru (R?, +,-) nad télesem (R, +,-) povaZujeme jednoprv-
kovou mnozinu obsahujici nulovy vektor (0,0,0), dale vsechny
piimky v tomto prostoru prochézejici po¢atkem [0, 0, 0], potom
v8echny roviny v tomto prostoru prochézejici poc¢atkem [0, 0, 0],
a konecné také cely zminény trojrozmeérny vektorovy prostor
sam. Presn€ji feCeno, misto primek by zde bylo tieba mluvit
o mnozinach vSech vektori, jejichz koncové body pri umisténi
v pocatku [0, 0, 0] lezi na dotycné piimce, a obdobné upfesnéni
by se tykalo také rovin. Bude patrno, ze toto je jeden konkrétni
pripad nasledujici obecné definice podprostord daného vektoro-
vého prostoru.

Bud (V,+,-) vektorovy prostor nad télesem (7', +,-). Necht
W C V je podmnozina spliujici nasledujici podminky:

ocW,
(Vu,v € W)(u+v eW),
(Vs € T)(Vu € W)(su e W),

Pak fikdme, ze W je podprostor vektorového prostoru (V, +, ).
Tato terminologie je ospravedlnéna skutecnosti, Ze potom mno-
zina W je uzaviena vzhledem k operaci + sc¢itani vektorii a také
vzhledem ke skalarnimu nasobeni - vektort libovolnymi prvky
télesa (T', +, -); navic mnozina W obsahuje nulovy vektor o a dale
ke kazdému vektoru u € W obsahuje také opacny vektor —u,
ponévadz —u = —(1-u) = (—1)-u € W. Takze pak W C V je
podgrupa grupy (V, +) a celkem tak vznika struktura (W, +, -),
ktera je zase vektorovym prostorem nad télesem (7', 4+, -), nebot
také ostatni shora uvedené defini¢ni podminky vektorového pro-
storu ztlistavaji splnény.



V kazdém vektorovém prostoru (V, +, -) nad télesem (7, +, -)
jsou podmnoziny {o} a V mnoziny V podprostory vektorového
prostoru (V,+,-). Znamena to mimo jiné, ze ({o},+,") tvoii
vektorovy prostor nad télesem (7', +, -), kterému fikdme nulovy
vektorovy prostor. Kromé toho ovsem mtize mit dany vekto-
rovy prostor mnozstvi dalsich podprostorti.

Tvrzeni. Necht (V,+, ) je vektorovy prostor nad télesem
(T, +, ). Pak pro libovolnou podmnozinu W C V plati, ze W
je podprostor vektorového prostoru (V,+,-) pravé tehdy, kdyz
o € W a je splnéna podminka

Vs, t € T)(Vu,v € W)(su+t-ve W).

Dukaz. Uvedend podminka bezprostiedné plyne z definic-
nich podminek podprostoru vektorového prostoru (V, +, ). Na-
opak puvodni defini¢ni podminky podprostoru vektorového pro-
storu (V,+,+) plynou z predpokladu o € W a z vyse uvedené
podminky volbami s =t =1 a s € T, t = 0, prihlédne-li se
k zékladnim vlastnostem vektorového prostoru (V,+,-).

Priklady. Necht (T,+,-) je téleso a necht m,n jsou pfiro-
zend Cisla splnujici m < n. Vidéli jsme, ze pak kartézska mocnina
T" = {(s1,592,.--,8n) | 51,82,...,8, €T} spolu s operacemi sci-
tani + a skalarniho nasobeni - definovanymi po slozkach tvori
vektorovy prostor (1", +,-) nad télesem (7, +,-). Pak mnoZina
T x {0} = {(s51,82, - -+, Sm,0,0,...,0)| s1,89,...,8, €T},
jez je podmnozinou kartézské mocniny 7" je podprostorem vek-
torového prostoru (7", +, -).

Bud opét (7,4, -) téleso. V minulé kapitole jsme uvedli, co
jsou polynomy nad timto télesem, a vidéli jsme, Ze mnozina
T'[x] vSech téchto polynomu spolu s pfirozené definovanymi ope-
racemi séitani a nasobeni tvofi komutativni okruh (7'[x],+, ).
Soucasné jsme vidéli, ze tak rovnéz vznika vektorovy prostor
(T'[z], +, ) nad télesem (T, +,-). Definujme nyni pro libovolny
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polynom f = a,x"+a, 12" 1+ -+ a1z +ag nad (T, +,) a pro
libovolny prvek ¢t € T hodnotu f(¢) polynomu f v prvku ¢
jako prvek télesa (T, +, ) vypocteny podle predpisu

f) = ant" +a, 1t" 1+ +art + ap.

Pak napriklad mnozina

{f e Tlal| (vt € T)(f(t) = f(=1));
tvori podprostor ve vektorovém prostoru (7'[z], +, ).

Vidéli jsme rovnéZ, ze mnozina R{%! vSech zobrazeni inter-
valu (0,1) do mnoziny R vSech redlnych ¢isel spolu s pfirozené
definovanou operaci s¢itani téchto zobrazeni a s taktéz prirozené
definovanou vnéjsi operaci skalarniho nasobeni téchto zobrazeni
libovolnymi c¢isly z R tvori vektorovy prostor (R<0’1>, +, ) nad
télesem (R, +,-) vSech redlnjch &isel. Ozna¢me nyni F(ROV)
mnozinu vsech téch zobrazeni f : (0,1) — R, pro néz mnozina
Cisel {r e R| 0 <r <1, f(r) # 0} je kone¢na. Pak ponévadz
pro libovolna dvé cisla s, € R a pro libovolna dveé zobrazeni
f,9:{(0,1) — R plati

{reR|0<r <1, s-f(r)+tg(r)#0} C
{reR|0O<r<1, f(r)#0}U{reR|0<r<1,g(r) #0},

vzhledem k predchozimu tvrzeni je evidentni, ze F (R<O’1>) je
podprostor vektorového prostoru (R«m, +, )

Generovani podprostoru vektorovych prostoru

Tvrzeni. Necht (V,+, ) je vektorovy prostor nad télesem
(T, 4+, -). Pak pro libovolnou indexovou mnozinu I # ) a pro li-
bovolny soubor podprostort W; vektorového prostoru (V, +, ),
kde ¢ € I, plati, ze prinik tohoto souboru podprostort

(YW = {veV|(Viel)(ve W)}
iel
je také podprostorem vektorového prostoru (V, +,-).
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Dtikaz. Ovéfeni faktu, Ze mnozina (), ; W; spliluje vSechny
vyse uvedené defini¢ni podminky vektorového podprostoru, po-
kud jednotlivé mnoziny W, pro ¢ € I tyto podminky splnuji, je
rutinni zalezitosti.

Bud dale (V,+,:) vektorovy prostor nad télesem (7', +,-).
Bud M C V libovolnd podmnozina. Pak existuje alespon je-
den podprostor vektorového prostoru (V,+,-) obsahujici mno-
zinu M — naptiklad celd mnozina V je takovym podprosto-
rem. To znamena, Ze soubor vSech téch podprostori vektorového
prostoru (V,+,-), které obsahuji mnozimu M, je nepréazdny.
Mizeme tedy utvorit prinik tohoto souboru podprostort. Podle
predchoziho tvrzeni je tento prinik sdm podprostorem vektoro-
vého prostoru (V, +, ). Tento posledni podprostor pak znac¢ime
symbolem (M).

Je jasné, ze pak (M) je nejmensi podprostor vektorového
prostoru (V,+,-) v systému vSech podprostori tohoto vekto-
rového prostoru castecné usporadaném inkluzi, ktery obsahuje
mnozinu M. O tomto podprostoru (M) fikdme, Ze je to podpro-
stor generovany mnozinou M, a o samotné mnoziné M fikame,
ze je to mnozina generator podprostoru (M). Tato terminolo-
gie je odiivodnéna nasledujici skutecnosti. Poznamenejme jesté
predtim, ze pro M = () zfejmé mame (M) = {o}.

Tvrzeni. Necht (V,+, ) je vektorovy prostor nad télesem
(T,+,-) anecht M C 'V, M # () je libovolnd podmnozina. Pak
plati nasledujici rovnost:

(M) ={sy;u; +sgus+---+s,u, | n €N, s1,89,...,8, €T,
111,112,...,11n€M}.

Poznamka. O vektoru s;-uj + sg-ug + - - - + s,,-u,, Fikame, Ze
je to linearni kombinace vektori uq, us, ..., u, s koeficienty
1,82, - - -, Sp. Podle uvedeného tvrzeni je tedy podprostor (M)

4



tvoren vsemi linearnimi kombinacemi konec¢nych posloupnosti
vektort z M s koeficienty z T

Diukaz. Ozna¢me mnozinu uvedenou napravo v dokazované
rovnosti jako U. Mame ukézat, ze pak (M) = U. Podle defi-
nice je (M) nejmensi podprostor vektorového prostoru (V,+, )
vzhledem k inkluzi obsahujici mnozinu M. Staci, kdyz ukazeme,
ze tytéz podminky plati také pro mnozinu U. Pak budeme védét,
ze vskutku (M) = U.

Nejprve ovérime, ze U je podprostorem vektorového prostoru
(V,+,:). Oviem M # (), takze mizeme zvolit vektor u € M
a mame o = u —u = l-u+ (—1)-u, coz ukazuje, ze o € U.
Dale pro libovolné dva vektory s;-uy + sorug + -+ + s,-u, a
t1-vy + tovo + - + tp-vi z U, kde n,k € N, s1,59,...,5,,
t1,to, ...t € T uy,ug, ..., 0y, vy, Vo, ..., Vi € M plati, ze také
vektor S1:uy + Sg-ug + -+ + Speuy + t10vy + tQ-Vz + -+ tk-Vk
nalezi do U. Rovnéz pro libovolné ¢t € T také vektor ¢-(s1-u; +
SopUg+ -+ Spuy) = (t-s1)ug + (t-82)-ug + - - - + (t-5,) -1, nalezi
do U. Je tedy U podprostor ve (V,+,-).

Dale pro kazdy vektor u € M mame u = 1-u, takze u € U.
Je tedy vidét, ze M C U.

Nakonec ukazeme, ze U je nejmensi podmnozina ve V s pred-
chozimi dvéma vlastnostmi vzhledem k inkluzi, tedy ze U je
nejmensi podprostor ve (V,+, ) spliujici M C U:

Bud tedy W libovolny podprostor ve (V,+,-) takovy ze
M C W. Pak je tteba ukazat, ze U C W. Tedy pro libovolny
vektor s;-u; + Soug + - - -+ s5,-u,, kde n € N, s1,89,...,5, €T,
ug, Uy, ..., u, € M, mame ukazat, ze s;-u; + sg-ug + - - - + 5,-u,,
nalezi do W. Ovsem z defini¢nich vlastnosti podprostoru ihned
plyne, ze podprostor W je uzavien vzhledem k tvorbé libovol-
nych linedarnich kombinaci vektort s koeficienty z T'. Skutecné
tedy plati, ze U C W.



Bud (V,+, ) vektorovy prostor nad télesem (7',+,-). Necht
X,Y C V jsou podprostory vektorového prostoru (V, +, ). Pak
mnozina

X+Y={x+y|xeX, yeY}

se nazyva soucet podprostora X a Y.

Tvrzeni. Soucet X +7Y podprostori X,Y vektorového pro-
storu (V, 4+, ) nad télesem (T, +, -) je sém podprostorem vekto-
rového prostoru (V, 4+, ). Navic plati

X+Y=(XUY),

¢ili X 4+Y je podprostor vektorového prostoru (V, +, ) genero-
vany sjednocenim podprostori X a Y.

Dukaz. Ovéfime, ze X + Y je podprostor vektorového pro-
storu (V,+,-). PonévadZ o = 0+0 a o € X, 0 € Y, mame
oc X+Y. Jsouli x,x € Xay,y € Y libovolné vektory,
takZe pak x+y, X' +y € X+Y jsou libovolné vektory, potom
x+y+x'+y =x+x'+y+y/, piicemz x+x' € X, y+y' €Y,
coz znamend, ze X +y +x' +y' € X +7Y. Je-li dale jesté s € T
libovolny prvek, pak s - (x +y) = s-x + sy, pfiemz s-x € X,
sy €Y, coz znamend, e s- (x +y) € X+ Y.

Ukéazeme daéle, ze plati rovnost X +Y = (X UY). Ponévadz
o € X, 0 € Y a pro kterékoliv vektory x € X, y € Y mame
X=X+0ay=o0+Yy,jejasné, ze XUY C X+ Y. Ponévadz
jiz vime, ze X +Y je podprostor vektorového prostoru (V,+, ),
zbyva ukazat, ze pro kterykoliv podprostor W vektorového pro-
storu (V, 4+, -) spliujici XUY C W plati X +Y C W. To ale
okamzité plyne z toho, ze podprostor W uzavien vzhledem ke
s¢itani vektort. Je tedy X + Y skutecné nejmensi podprostor
vektorového prostoru (V, +, -) vzhledem k mnozinové inkluzi ob-
sahujici jako podmnoziny oba podprostory X a Y.



Rekneme, ze soucet X + Y podprostortt X,Y vektorového
prostoru (V, 4, -) nad télesem (7', +, -) je pFimy soucet, jestlize
X NY = {o}. V takovém ptipadé uvedeny soucet podprostort
znac¢ime symbolem X & Y.

Tvrzeni. Necht (V,+,) je vektorovy prostor nad télesem
(T, +, ). Souc¢et X +Y podprostori X,Y vektorového prostoru
(V,+, ) je pfimym souc¢tem pravé tehdy, kdyz pro kazdy vektor
z € X+ Y jsouvektory x € X ay €Y, pronézz=x+Yy,
urceny jednoznacné.

Duikaz. Necht mame pfimy soucet X @Y. Necht z € XY
je libovolny vektor a necht x,x’ € X a y,y’ € Y jsou takové
vektory, ze z=x+y a z=x+y'. Pakx+y =x'+y/, takze
x—xX =y —y, pfiemz x —x' € X ay —y €Y asoucasné
XNY = {o}. To znamend, 7e x —x' =0 a y —y = o, dili
x =x' a y =y'. To potvrzuje vySe zminénou jednoznacnost.

Jestlize naopak soucet X + Y neni pfimy, znamena to, ze
X NY # {o}, takze existuje nenulovy vektor z € X N'Y. Pak
lze psat z = z + o = o + z, takze k tomuto vektoru z vektory
xe€X ay€Y,pronéz z=Xx+Yy, nejsou urceny jednoznacné.

Linearni variety ve vektorovych prostorech

Linearni variety ve vektorovych prostorech zobecnuji pojem
podprostori vektorovych prostorti. Vratime-li se jesté jednou
k trojrozmérnému vektorovému prostoru (R3, +,-) nad télesem
(R, +, ) pouZitému jako vstupni piiklad na zacatku této kapi-
toly, pak za linearni variety v tomto vektorovém prostoru po-
vazujeme vsSechny jeho jednoprvkové podmnoziny a dale, opét
mirné zjednodusené receno, vSechny primky lezici v tomto pro-
storu, vSechny roviny lezici v tomto prostoru a konec¢né taktéz
zase i cely zminény trojrozmérny vektorovy prostor sam. Byl
tedy opustén pozadavek, aby tyto mnoziny obsahovaly nulovy
vektor (0,0,0), nebo téz, volnéji fe¢eno, nezdda se nyni, aby
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tyto mnoziny prochéazely pocatkem [0,0,0]. Zminéné podmno-
ziny trojrozmérného vektorového prostoru (R?,+,-) jsou cha-
rakterizovany podminkou, ze s kazdymi svymi dvéma riznymi
prvky obsahuji i celou primku jimi prolozenou. Prenesenim této
podminky do situace, kdy je dan libovolny vektorovy prostor
nad obecnym télesem, dostaneme nasledujici definici linearnich
variet ve vektorovych prostorech.

Necht (V,+,-) je vektorovy prostor nad télesem (7', +,-).
Rekneme, 7e neprazdna podmnozina Q C V je linearni va-
rieta ve (V, +, ), spliuje-li podminku

(Va,ve Q)(Vs,teT)(s+t=1 = su+tveQ).

Ve zbytku této kapitoly uvedeme jesté jiny popis linearnich
variet ve vektorovém prostoru charakterizujici je, volné receno,
jako podprostory daného vektorového prostoru posunuté obecné
mimo pocatek. Toho se dosahne pri¢tenim pevného vektoru ke
vsem vektortiim zminéného podprostoru.

Tvrzeni. Je-li Q linedrni varieta ve vektorovém prostoru
(V,+,-) nad télesem (7,4, ), pak pro kterékoliv dva vektory
u,v € Q plati

{x—ulxeQt={y—v|yeQ}
a tato mnozina vektoru je podprostorem ve vektorovém prostoru
(V,+,).

Dukaz. Necht x € Q je libovolny vektor. Pak x — u =
X — U+ v — v, pridemz %X+%V € Q, nebot %—I—% =1, a
ponévadz Xx —u + v = 2-(%x+ %V) —ua2—1=1, rovnéz
x—u+v e Q. To znamend, 7e x —u € {y —v|y € Q}, coz
dokazuje inkluzi {x —u|x € Q} C {y —v|y € Q}. Opacna
inkluze se dokaze analogicky.

Ovéfime nyni, ze {x —u| x € Q} je podprostor vektorového
prostoru (V,+,-). Volbou x = u dostdvame, 7e 0 = u —u €
{x —u| x € Q}. Necht dale z,z' € Q jsou libovolné vektory,
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takzez—ue{x—u|xe€ Q} az —ue{x—u|xe 9} Pak
%z — %z’ € Q, aponévadz z —u+z = 2- (%z + %z’) — u, rovnéz
z—u+z € Q, takze z—u+z'—u € {x—u| x € 9}. Nechf navic
s € T je libovolny prvek. Pak s-(z —u) = s.z+ (1 — s)-u — u,
pricemz s-z+ (1—s)-u € Q, ponévadz s+ 1—s = 1, coZ ukazuje,
ze s-(z—u) € {x—u| x € 9}. Je tedy uvedend mnozina
podprostorem vektorového prostoru (V,+,-).

Podprostor W vektorového prostoru (V, +, -) zkonstruovany
k dané linearni varieté Q ve (V,+,:) v pfedchozim tvrzeni se
nazyva zameéreni linearni variety Q. Pro samotnou linearni va-
rietu Q pak z tohoto tvrzeni plyne, Ze Q@ = {u+w|w € W}
pro kterykoliv vektor u € Q.

Tvrzeni. Necht (V,+,) je vektorovy prostor nad télesem
(T, +,-). Necht W C V je libovolny podprostor vektorového
prostoru (V, +,-) a necht u € V je libovolny vektor. Pak mno-
zina Q@ = {u+w| w € W} je linearni varieta ve vektorovém
prostoru (V, +, ), jejimz zaméfenim je podprostor W.

Poznamka. Uzivame pak oznaceni u + W pro mnozinu
{u+w| we W} takze piSeme Q = u+ W.

Dukaz. Ponévadz o € W, mnozina Q je neprazdnd. Necht
w,w’ € W jsou libovolné vektory, takze pak u+w, u+w’ € Q,
a necht s,t € T jsou libovolné prvky splnujici s + ¢ = 1. Pak
s-(u+w)+t-(u+w') = ssut+t-ut+s-w+t-w = (s+t)-uts-w+
t-w =u+s-w+t-w, pficemz s-w—+t-w' € W. To dokazuje, Ze
Q je linearni varieta ve (V,+, ). Pfitom W = {x —u| x € Q},
takze podprostor W je zamérenim linearni variety Q.

Z uvedenych tvrzeni tedy plyne, ze linearni variety ve vekto-
rovém prostoru (V,+,-) nad télesem (7),+,-) jsou pravé mno-
ziny tvaru u + W, kde u € V je libovolny vektor a W je li-
bovolny podprostor vektorového prostoru (V,+,-). Pfitom pro
kterykoliv vektor v z u+ W plati rovnost u+ W =v + W.

9



