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LINEARNI ALGEBRA A GEOMETRIE 1.

UCEBNI TEXT

Tento ucebni text je urcen pro predmét Linedrni algebra a geometrie I.,
ktery je povinnym predmétem ve vSech studijnich oborech studijnho progra-
mu Aplikovand matematika, véetné distan¢ni formy studia, na prirodove-
decké fakulté Masarykovy Univerzity v Brné. Jedné se o jednosemestralni
kurz, ktery je doporucen absolvovat ve 2. semestru studia a ktery navazuje
na predmét Zaklady matematiky.

Ucebni text predpokladé jednak elementarni znalosti stfedoskolské ma-
tematiky a dale pak zdkladni znalosti latky absolvované v predmétu Za-
klady matematiky. Po formdalni strance je vyklad veden co nejpodrobnéji,
pricemz se vzdy vyslovné pfipominaji drobnd tskali a dtlezité malickosti,
které by méné zkuSeny étendf mohl c¢asto prehlédnout. Z téchto divodi
mé podrobné studium poznamek a komentaii prinejmensim stejny vyznam
jako ,uceni se“ definic a vét. Totéz plati i pro dikazy jednotlivych tvrzeni,
které jsou zde v prevazné vétsiné naprosto prirozené, prithledné a bez umé-
lych obratti. Konec dikazu je v textu vzdy opticky oznacen symbolem [,
umisténym na konci prislusného fadku.

Pro oznacovani zakladnich ¢iselnych mnozin jsou v textu pouzity nasle-
dujici standardni symboly:

. mnozina vSech pfirozenych ¢isel, tzn. ¢isel 1,2,3, ...
. mnozina vSech celych ¢isel

. mnozina vSech racionélnich cisel

. mnozina vSech readlnych cisel

. mnozina vSech komplexnich ¢isel.
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Kapitola 1

Vektorové prostory

81. Vektorovy prostor nad ¢iselnym télesem

Pojem vektoru a vektorového prostoru je jednim ze zdkladnich pojmi
moderni matematiky, kterého se vyuziva nejenom v rfadé disciplin ryzi ma-
tematiky, ale rovnéZz v mnoha aplikacich, at uz v p¥irodnich védach nebo
jinde.

Pii zavadéni pojmu vektorového prostoru se oproti piredchozi kapitole si-
tuace ponékud komplikuje v tom, Ze tentokrat vychazime ze dvou algebraic-
kych struktur, a to z jisté komutativni grupy (V,+), jejiz prvky budeme
oznacovat tuénymi pismeny, a dile z jistého ¢éiselného télesa (T, +, ). Mezi
témito dvéma strukturami pak budou platit urcité vazby. Pro zjednoduseni
vyjadfovani si zavedme nésledujici timluvu.

Umluva. Pii zapisovani algebraickych struktur uz nebudeme vizdy di-
sledné vypisovat symboly operaci jako doposud, ale ¢asto budeme k ozna-
Ceni celé struktury pouzivat pouze symbol nosné mnoziny.

Tedy napi. misto o grupé (V,+) budeme struéné hovotit o grupé V,
misto o télese (T, +,:) budeme struéné hovorit o télese T, atd. P¥itom
je vSak tfeba mit stile na paméti, Ze se jednd o zjednodusené oznaceni,
protoze, jak vime, algebraickou strukturu nelze ztotoznovat pouze s jeji
nosnou mnozinou.

Definice. Necht (V,+) je komutativni grupa (jejiz prvky nazyvame vek-
tory) a (T, 4+, -) je ¢iselné téleso. Necht pro kazdé ¢islo ¢ € T a kazdy vektor
u € V je definovan vektor ¢ - u € V tak, ze plati:
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pro lib. t,s € T a u,v € V. Potom V se nazyva wektorovy prostor nad
telesem T.

Oznaceni. Nulovy prvek z (V,+) se nazyva nulovy vektor a oznacuje se
symbolem o. Opacny prvek k vektoru w € V se nazyvd opacny vektor
k vektoru u a oznacuje se symbolem —u. Vektor - w se nazyvé soucin cisla
t s vektorem wu.

Poznamka. Vyse definovany soucin ¢isla s vektorem je vlastné speciadlnim
typem zobrazeni, a sice zobrazenim T x V — V, které se nékdy nazyva
vnéjsi operace, na rozdil od (bindrni) operace na mnoziné, napt. V, coz je
zobrazeni V x V' — V, které se pak nazyva vnitini operace.

V definici vektorového prostoru se setkivame se tfemi vnitinimi opera-
cemi a jednou vnéjsi operaci, pricemz nékteré z nich oznacujeme stejnymi
symboly (s¢itani ve V' a séitdni v T symbolem +, resp. nasobeni v T a
soudin ¢isla s vektorem symbolem -). I kdyz nemtze dojit k nedorozuméni
(vzhledem k tomu, Ze vektory z V a ¢isla z T odlisujeme graficky), je tieba
si tuto skutecnost dobfe uvédomit.

Ptipomenme, ze mame-li korektné definovat néjaky konkrétni vektorovy
prostor, pak z predchozi definice plyne, ze musime:
(1) zadat ¢iselné téleso T,
(2) zadat mnozinu vektora V,
(3) zadat, jak je definovano s¢itani vektort,
(4) zadat, jak je definovan soucin ¢isla z T' s vektorem z V,
(5) ovétit, ze (V, +) je komutativni grupa a ze plati axiomy (1) —(4) z de-
finice vektorového prostoru.

Priklad 1.1.

1. Necht T je libovolné ¢iselné téleso, n je pevné prirozené ¢islo a necht:

T" ={(z1,...,2pn) | T1,..., 2 € T}

(tzn. T™ je mnozina vSech usporadanych n-tic prvki z télesa T') je mnoZina
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vektort. Definujme pro lib. u = (u1,...,uy), v = (v1,...,0,) € T™" a
teT:

u+’U:(u1 +U1a"'au’n+lu’n)a
teu=(t -up,...,t-up),

kde symboly +, resp. - na pravych stranich znaci obycejné s¢itani, resp.
nasobeni ¢isel (struéné Fikdme, Ze séitani vektori a nasobeni &isla s vekto-
rem je definovdno ,po slozkich“). Pak (T™,+) je komutativni grupa (viz
priklad 1.7.4, kap. II) a lehce se ovéfi, ze plati axiomy (1)—(4) z definice
vektorového prostoru. Tedy 1™ je vektorovym prostorem nad télesem 7.

Poznamenejme, Ze nulovym vektorem je v T zifejmé usporadana n-tice
(0,0,...,0) a opaénym vektorem k (uq,...,uy) je vektor (—uy, ..., —uy).

Specielng, napi. R?, Q°, C?, Q(v/2 )*, atd. jsou rtizné vektorové prostory
tohoto typu.

2. Vezméme téleso R redlnych ¢isel. Mnozinou vektortt bude mnozina
vSech polynomt o neur¢ité z s redlnymi koeficienty, kterou ozna¢me R|z].
Scitani vektort definujeme jako obvyklé sc¢itani polynomt a soudin éisla
s vektorem definujeme jako obvyklé nasobeni polynomu realnym ¢islem.

Lehce se ovéri, ze (R[z], +) je komutativni grupa a ze plati axiomy (1) -
(4). Tedy R[z] je vektorovym prostorem nad télesem R (nulovym vektorem
tohoto vektorového prostoru je pak ziejmé tzv. nulovy polynom, tj. poly-
nom, jehoz vSechny koeficienty jsou nulové).

3. Necht n je pevné pfirozené ¢islo. Vezméme opét téleso R redlnych
¢isel a mnozinou vektoru necht je mnozina sestavajici z nulového polynomu
a dale ze vSech polynomt o neurcité x s realnymi koeficienty stupné < n,
kterou oznac¢ime symbolem R, [z]. Tedy:

R, [z] = {agz" + a1z" ' +--- 4+ an 17 + a, | ag,ay,...,a, € R}.

Sc¢itani vektort a soucin ¢isla s vektorem definujeme stejné jako v predcho-
zim prikladu.

Lehce se ovéri, 7e (R,[z],+) je komutativni grupa a Ze plati axiomy
(1)—(4). Tedy R, je vektorovym prostorem nad télesem R.

4. Necht T je libovolné ¢iselné téleso a V = {wv} je libovolna jednoprv-
kovad mnozina. Séitani vektort a soucin ¢isla s vektorem definujeme (jedi-
nym moznym zpusobem, a sice): v +v = v, resp. t-v = v pro kazdé t € T.
Pak ziejmé (V,+) je komutativni grupa a plati axiomy (1) (4). Tedy V je
vektorovy prostor nad télesem T, ktery budeme nazyvat nulovy vektorovy
prostor (nad T'). Je to tedy vektorovy prostor obsahujici jediny vektor — a
to nulovy, tzn. v = o.
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Poznamka. Uvédomme si, Ze mnozina vektorta V je vzdy neprazdné, dile
ze nulovy vektor ve V existuje jediny a opacny vektor k libovolnému vektoru
z V existuje rovnéz jediny (to vSe plyne ihned z faktu, ze (V,+) je grupa).
Ptitom je potfeba disledné rozliSovat symboly o a 0, tzn. nulovy vektor a
¢islo nula.

Daéle pripomenme, ze podle diive zavedené imluvy budeme misto u +
(—v) psat struéné u — v. Nasledujici véta ndm pak da dalsi pravidla pro
pocitani s vektory.

Véta 1.1. Necht' V je vektorovy prostor nad télesem T, necht t,s, € T,
u,v € V lib. Pak plati:

Dukaz. Provedeme vét§inou uzitim axiomu (1) —(4) vektorového prostoru.
(1): t-(u—v) = t-(u+(—v))+t-v—t-v = t-(u+(—v)+v) —t-v = t-u—t-v.
(2): (t—s)u = (t+(—s)) utsu—su = (t+(—s)+s)u—su = t-u—su.
(3): ,=“: Jellit=0,pak 0-u=(0—-0)-u=0-u—0-u = o0 podle (2).

Je-liu=o0,pakt-0o=t-(0—0)=t-0—1-0=o0 podle (1).

»=“ Necht t-u =0at+#0. Potomu=1-u= (%t) -u =

%(tu):%o:o
(4): Plyne z (1), (2) a (3), asice: t-(—u)=t-(0o—u)=t-0o—1t-u=

o—t-u=—t-u,resp. (—t) - u=0—-1t) - u=0-u—t-u=—t-u. O

Poznamka. Pomoci predchozi véty miizeme upresnit nasi predstavu o po-
¢tu vektorti ve vektorovém prostoru. Je-li totiz V' libovolny vektorovy pro-
stor nad T rizny od nulového prostoru (jinymi slovy feceno — V' obsahuje
alespon jeden nenulovy vektor), pak musi prostor V' obsahovat nekoneéné
mnoho vektori. Vezmeme-li totiz libovolny vektor u € V., u # o a tvorime
sou¢iny v8ech prvka z ¢iselného télesa T (kterych je nekonecné mnoho)
s timto vektorem w, dostdvdme nekonecné mnoho navzajem rtznych vek-
tort (je-li totiz ¢y - w = to - u, pro t1,ty € T, pak (t; — t2) - u = o, odkud
podle véty 1.1.(3) je (t1 — t2) = 0, neboli t; = t3).
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82. Podprostory vektorového prostoru

Definice. Necht V je vektorovy prostor nad télesem T. Neprazdnd pod-
mnozina W mnoziny V se nazyva podprostor vektorového prostoru V , jestlize
plati:

(1) u,v € W libololné —= u+v e W,

(2)teT, u e W libovolné = t-ueW.

Poznamka. 1. Lehce se d4 ovérit (provedte si podrobné samil), Ze pod-
minky (1) a (2) z pfedchozi definice jsou ekvivalentni néasledujici jediné
podmince:

(3) u,v € W, t,s € T libovolné — t-u+s-veW.

2. Kazdy podprostor W vektorového prostoru V' musi vzdycky obsa-
hovat nulovy vektor (je-li w € W libovolny, pak podle (2) a podle véty
1.1.(3) je 0-u = 0 € W). Vidime tedy, Ze se napf. nemize stat, aby dva
podprostory vektorového prostoru V byly disjunktni.

Véta 2.1. Necht W je podprostor vektorového prostoru V. nad télesem T.
Pak W je sam vektorovym prostorem nad télesem T'.

Dikaz. Soucet dvou vektortt z W, resp. soucin ¢isla z T' s vektorem z W
jsou definovany stejné jako ve V. Definice podprostoru nam zarucuje, ze
jde o vnitini, resp. vnéjsi operaci na W.

Daéle necht u,v € W libovolné. Pak (—1)-v =—-v € W, a tedy u —v =
u + (—v) € W (podle véty 1.1.(4) a definice podprostoru). Podle V.2.3.,
kap. IT je pak (W, +) podgrupou komutativni grupy (V,+), tzn. (W, +) je
komutativni grupou.

Axiomy (1) (4) z definice vektorového prostoru jsou ve W ziejmé spl-
nény (ponévadz jsou splnény v celém V).

Tedy W je vektorovy prostor nad télesem T'. O

Priklad 2.1.

1. Necht V je libovolny vektorovy prostor nad télesem T. Pak ziejmé
W = {o} a W =V jsou vidy podprostory ve V. Tyto dva podprostory
se nazyvaji trividlni podprostory ve V. Vsechny ostatni podprostory ve V
(pokud existuji) se pak nazyvaji netrividlni podprostory ve V.

2. Uvazme vektorovy prostor R? (viz piiklad 1.1.1.). Potom napt.:

(a) Wy = {(z,9,0) | z,y € R lib.} je podprostor vektorového prostoru
R3.
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(b) Wo = {(z,y,2) | z,y,2 € R A & — 2y + 3z = 0} je podprostor v R3.
(¢) Necht (u,v,w) je pevny vektor prostoru R3. Potom W3 = {k-(u,v,w) | k €
R} je podprostor v R3.

Je vidét, Ze vektorovy prostor R? obsahuje nekoneéné mnoho podprostorti.
Na druhé strané samoziejmé ne kazd4 podmnozina v R? je podprostorem
R3. Napt. Wy = {(z,v,1) | 2,y € R} neni podprostorem v R? (zdtivodnéte
prod!).

3. Uvazme vektorovy prostor R[z] vSech polynomi (viz piiklad 1.1.2.).
Pak napft-.:

(a) Wy ={f(z) € Rlz] | f(x) = f(—x)} je podprostor v R[zx].

(b) Wo ={f(z) e Rlz] | 2- f(0) +3- f(1) = 0} je podprostorem v R[z].

(c) Vektorovy prostor R, [z] (viz pfiklad 1.1.3.) je podprostorem v Rzx].
Na druhé strané napt. mnozina W3 = {z? + az + b | a,b € R lib.} neni
podprostorem v R[z].

Véta 2.2. Necht V je vektorovy prostor nad telesem T, necht I je ne-
prdzdnd indexovd mnozina a necht pro kazdé o € I je W, podprostor ve V.

Potom (W, je podprostor ve V.
acl

Dukaz. Mnozina () W, je zfejmé neprazdna (nebot obsahuje jisté nulovy
acl
vektor o). Zbyva tedy ovéfit platnost podminek (1) a (2) z definice podpro-

storu. Necht uw,v € (1 W,, t € T libovolné. Potom u,v € W, pro kazdé

acl
a € I, a tedy (ponévadz W, je podprostor) jeu+v € W, at-u € W, pro
kazdé a € I. Pak aleu+v e W, at-ue (1 W,. 0

acl a€el

Poznamenejme, Ze indexovd mnozina I byla libovolna (nepriazdnd), a
tedy predchozi véta plati jak pro koneény, tak pro nekoneény pocet pod-
prostori. Struc¢né feceno, véta tvrdi, Ze prinikem libovolného poétu pod-
prostord ve V' je opét podprostor ve V. Tohoto faktu vyuzijeme v nasledujici
dilezité tivaze.

Necht M je libovolnd podmnozina vektorového prostoru V (tzn. M
obecné neni podprostorem!). Pak existuje alespon jeden podprostor ob-
sahujici mnozinu M (napf. cely prostor V mé tuto vlastnost). Mizeme
tedy utvorit prinik vSech podprostorii ve V obsahujicich mnozinu M, ktery
ozna¢me symbolem [M]. Tedy:

M) = N, (1)
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(W, je podprostor ve V takovy, ze W, DO M) a plati nasledujici tvrzeni.

Véta 2.3. Necht M je libovolnd podmmnozina ve vektorovém prostoru V.
Potom:
(1) [M] je podprostor ve V,
(2) [M] je nejmensi (vzhledem k C) podprostor ve V' obsahujici mnoZinu
M.

Dukaz. (1): Plyne ihned z véty 2.2.

(2): Plyne z (1) a ze zdkladnich vlastnosti mnozinového pruniku. O
Je-li mnozina M kone¢nd, napi. M = {uy,...,ux}, pak misto symbolu
[{u1,...,ur}] budeme psit strucnéji [uq,...,ug]. V tomto pripadé je tedy:

[ul,...,uk] - ﬂWa

(W, je podprostor ve V takovy, 7e u,...,u;r € W,). Mize se samoziejmé
téZ stat, ze mnozina M je prazdnd. V takovém pripadé ziejmé je [()] = {o}.

Definice. Necht M je podmnozZina ve vektorovém prostoru V' a necht W =
[M]. Pak podprostor W se nazyva podprostor generovany mnozinou M.

Je-1i specielné M = {u1,...,u;}, pak W se nazyva podprostor genero-
vany vektory wy,...,ur a vektory wuq,...,u; se nazyvaji generdatory pod-
prostoru W.

Uvédomme si, ze na rozdil od priniku podprostori neni mnozinové sjed-
noceni podprostort (dokonce ani dvou) obecné podprostorem daného vek-
torového prostoru. Naptiklad pro podprostory Wy a Wy vektorového pro-
storu R? z piikladu 2.1.2. jejich sjednoceni W; U Wy neni podprostorem
v R® (nebot napi. (1,1,0),(1,2,1) € Wy U Wa, ale (1,1,0) + (1,2,1) =
(2,3,1) ¢ W1 U Ws). V dalsim si nyni zavedeme pojem tzv. souc¢tu pod-
prostorid, ukdzeme, Ze je podprostorem a jaky mé vztah k mnozinovému
sjednoceni téchto podprostorii.

Definice. Necht Wy, Wy, ..., Wi (k > 2) jsou podprostory vektorového
prostoru V. Pak mnozina Wy + Wy + - - - + W definovana:

Wi4+Wo+- - Wi = {ugtus+- - Fug | ug € Wi, ug € Wo, ..., up € Wy}
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se nazyva soucet podprostori Wy, ..., Wy.
Véta 2.4. Necht Wy, Wa, ..., Wi (K > 2) jsou podprostory ve V. Pak
plati:

(1) soucet podprostori Wi + Wa + - -- + Wy, je podprostorem ve V,

2) Wi+ Wo+---+ Wy, =Wy UWoU---UWjg], tzn. soucet podprostori
Wi, ..., Wi je roven podprostoru generovanému jejich mnozinovym
sjednocenim.

Dukaz. (1): Ziejmé je Wi +- - -+ W), # 0 (nebot W; # (). Déle necht u, v €
Wi+---+ Wy, t € T libovolné. Potom w = w1 +---4+up, v = v, +---+ v,
kde u;,v; € W;, i =1,...,k. Potom ale:

utv=(ur+ --+up)+ Wi+ o) =(ur+v1)+--+ (up +vi) €
Wi+ + Wy,
t-uzt-(u1+---+uk)Zt-ul—l—---—i-t-uk€W1+---+Wk,

a tedy Wy + --- + Wy, je podprostor ve V.
(2): Vzhledem k (1) budeme dokazovat mnozinovou rovnost:

Wi+ + Wy =N,

(U, je podprostor ve V takovy, ze Uy, 2 Wy U --- U Wy).

»C“ Necht w € Wy + .-+ + Wj. Potom v = u; + -+ + uy, kde
u; € W;. Je tedy u; € U,, kde U, je libovolny podprostor ve V takovy, ze
Uy D Wi U---UWy. Potom viak ui + -+ +uy = u € Uy, a tedy u € U,

(U, je podprostor ve Va Uy, D Wy U --- U Wy).

,2“ Zrejmé je W; C Wy + - -+ + Wy (nebot pro u; € W; libovolny
jeui=o0+--4+uj+---+o0€ W +---+Wy),atedy Wy U---UW; C
Wi+ -+ Wy. Podle 1. ¢asti véty je v8ak Wy + - - - + W, podprostorem ve
V, tzn. z vlastnosti mnozinového priniku pak jiz plyne zaddanid mnozinova
inkluze. O

Vidime tedy, Ze soucet podprostorid Wi +- - - + W}, je nejmensim podpro-
storem ve V obsahujicim mnozinové sjednoceni Wy U- - -UW}, téchto podpro-
stort. Samoziejmé, ze soucet podprostori obecné neni roven jejich mnozino-
vému sjednoceni. Déle si uvédomme, Ze vyjadieni vektoru u € Wy+---+Wy,
ve tvaru:

U =u + -+ ug,
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kde u; € Wy, ..., up € Wi, nemusi byt jednoznacné. Oboji se ukaze na
jednoduchém piikladu, a to pro kK = 2, coz je situace, s niz se budeme
v praxi nejcastéji setkavat. V tomto pripadé je tedy:

W1+W2:{U1+UQ | u; € Wy, ’U,QEWQ}:[WlLJWQ].

Schematicky je tato situace znézornéna na obr. 8.

<

o

obr. 8.

Priklad 2.2. Ve vektorovém prostoru R?* méme dany dva podprostory:

Wi = {(:v,y,O) | T,y € R}a
Wy = {(u,0,v) | u,v € R}.

Ziejmé plati, Ze:
Wy U Wy ={(a,b,c) | a,b,c € R, b= 0 nebo ¢ =0},
resp.
Wi+ Wy = R3.
Vidime tedy, ze W7 U Ws ; Wy + Wha.
Déle, vyjadreni vektoru u € Wi + Wy ve tvaru:
U = uy + ug, (2)

kde uy € Wy, uy € Wy, zde obecné neni jednoznaéné, nebot napit. (0,0,0) €
W, + W, piicems tieba (0,0,0) = (0,0,0) + (0,0,0) = (1,0,0) + (—1,0,0)
jsou dvé rtizna vyjadieni tvaru (2). Poznamenejme, ze v tomto pripadé ma
kazdy vektor z Wy 4+ W5 dokonce nekoneéné mnoho rtiznych vyjadieni tvaru

2).
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Definice. Necht Wy, Ws, ..., Wi (k > 2) jsou podprostory vektorového
prostoru V. Soucet podprostori W1, ..., Wy se nazyva primy soucet a ozna-
¢uje Wi4+Wo--- Wy, jestlize libovolny vektor u € Wy + --- + W}, lze
vyjadrit jedinym zptsobem ve tvaru:

w=uy A+ up, (3)

kde uy € Wy, ..., up € Wy.
Véta 2.5. Necht Wy, Wo, ..., Wi (k > 2) jsou podprostory vektorového

prostoru V. Pak soucet podprostoru W1, ..., Wy je primym souctem <=
pro kazde 1 = 1,2,...,k plati:

Wiﬂ(W1+“‘+Wi—1+Wi+1—|—"'+Wk):{O}. (4)

Dukaz. ,=“: Necht soudet podprostora Wy, ..., Wy je pfimy a necht pro
1<i<kjex € Wiﬂ(Wl—i-' Wi+ Wi+ -—i—Wk) libovolny. Potom
jex=u;+--+u; 1 +ujp + -+ ug, kde u; € Wj, a dale x € W;, tzn.
také —x € W;. Pak ale:

o=ui+- - +u_1+ () +uip + - +uy,
resp.
o=o0+o0+---+o0

jsou dvé vyjadieni nulového vektoru o ve tvaru (3), tzn. podle predpokladu
musi byt = o. Tedy je W, N (W1 + -+ W1 + Wiy1+---+ W) C {o}.
Opac¢nd inkluze je vsak trividlni, tzn. dohromady plati rovnost. Ponévadz
i bylo libovolné (s vlastnosti 1 < i < k), plati vSechny podminky (4).

,<=*“: Necht plati podminky (4), necht € € Wy + --- + Wy libovolny a
necht:

T=u+--+up=u)+-+up,

kde wj,u, € W;, i =1,2,....k jsou dvé vyjadfeni vektoru x ve tvaru (3).
Potom pro libovolné i = 1,2, ..., k dostavame:

(wi—ug) = (wh —wr)+- -+ (ui_g —wio1) + (i — Uipr) +- -+ () — ug),
tzn.:

(wi —ul) e W,N(Wy 4+ Wiy +Wigg + -+ Wy),
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odkud vsak podle (4) plyne, Ze (u;—u)) = o, neboli u; = u!. Tedy vyjadieni
vektoru & ve tvaru (3) je jednoznaéné a soucet podprostoria Wr,..., Wy je

primy. O

Poznamka. RozepiSeme-li si pfedchozi vétu pro nékterd konkrétni k, pak
dostavame napi.:

pro k = 2: soucet podprostoru Wy, Ws je primym souctem <= WinN
Wy = {O}a

pro k = 3: soucet podprostori Wy, Wy, W3 je primgm souctem <=
Wwin (W2 +W3) = {O} A Wsn (W1 + Wg) = {O} AN Win (W1 + WQ) = {O}

Priklad 2.3. Ve vektorovém prostoru R? méjme diny podprostory:

Wi = {(ZB,ZB,O) | ZAS R}a
Wy = {(’LL,O,’U) | u,v € R}a
Wy = {(0,k, k) | k € R}

Potom uzitim véty 2.5. dostavame, ze:

1. soucet podprostorat Wy, Wy je piimy (je-li w € Wy N Wy, pak w =
(z,2,0) = (u,0,v) = z =0, tzn. w = (0,0,0) a podle véty 2.5. je soucet
pifmy),

2. soucet podprostord Wy, Ws je piimy,

3. soucet podprostori Wy, W3 je piimy,

4. soucet podprostort Wi, Wy, W3 neni pfimy (nebot napt. Wi N (Ws +
W3) = Wi NR3 = W, # {0}, a tedy podle véty 2.5. soucet neni pifmy).

83. Linedarni zavislost a nezavislost vektoru

Definice. Necht V je vektorovy prostor nad T a necht uq, . . ., uj je koneéné
posloupnost vektorta z V. Pak vektor:

u="11- U+ -+l ug,

kde t1,...,t; € T, se nazyva linedrni kombinace kone¢né posloupnosti vek-
tort w1, ..., u, nebo struéné linedrni kombinace vektori uq, ..., ug.

MnoZina vsech linedrnich kombinaci vektori wq,...,u se bude oznaco-
vat symbolem L(uq,...,ug), tzn.:

L(wy,...,ug) ={t;-uy + -+ tg - ug | t1,...,t € T libovolné}.
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Poznamka. 1. Vsimnéme si, ze v predchozi definici hovorime o ,koneéné
posloupnosti vektorti uy, ..., u;“. Timto obratem chceme ftict, Ze je mozné,
aby se zde néktery z vektoru vyskytoval pfipadné vicekrit (tzn. muZe se
stat, ze w; = u; pro ¢ # j) a dale, Ze vektory chipeme v uvedeném po-
fadi (tento fakt vSak bude hrat dilezitou roli az v dalsim paragrafu). Z du-
vodi struénosti budeme vSak v dal§im misto ,koneénd posloupnost vektort
ui,...,u;" rfikat obvykle pouze ,vektory wq,...,ug".

2. Symbol L(wuq,...,u;) znamend mnozinu viech (moznych) linearnich
kombinaci vektort uq, ..., ug, kterych je zfejmé obecné nekoneéné mnoho.
Uvédomme si déle, Ze mnozina L(uq,...,u,) obsahuje vidy mimo jiné:

— kazdy z vektort wy,...,ux (nebot u; =0-wuy +---+0-wuj—g +1-u; +
0-wjp1+---+0-ug),
— nulovy vektor (nebot 0 =0-wu;+--- 40 - ug).

3. V predchozim paragrafu jsme hovotili o podprostoru generovaném ko-
nec¢nou mnozinou vektort. Je ziejmé, ze misto ,konec¢né mnoziny vektort“
mizeme vzit téz ,konecnou posloupnost vektori“ (piipadné opakujici se
vektory zde nehraji zadnou roli) a pouzit stejnou symboliku. Je-li tedy

U1, ..., u koneénd posloupnost vektort z V, pak:

[w,... up] =W, (1)
(W, je podprostor ve V takovy, Ze uq,...,ur € W,) je podprostor genero-
vany vektory ui, ..., uy. Nasledujici véta nam pak ukaze, 7e [u1,...,ug] a
L(uy,...,ux) jsou vlastné jedno a totéz.

Véta 3.1. Necht' V je vektorovy prostor nad T a necht uy,...,u je ko-
necnd posloupnost vektoru z V. Pak plati:
(1) L(uy,...,ux) je podprostor ve V,

(2) [u1,...,ux] = L(uq,...,ug), tzn. podprostor generovany vektory uy, . ..

je roven mnoziné vsech linedrnich kombinaci vektord uy, ..., ug.

Dukaz. (1): Ziejmé (ovéfenim definice podprostoru).
(2): Vzhledem k (1) budeme dokazovat mnozinovou rovnost:

NW, = L(ui,...,ug) (2)

(W, je podprostor ve V- A uq,...,u € Wy).
»,C“: Plyne z vlastnosti mnozinového prtniku, uvédomime-li si, ze
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L(uy,...,ux) je podprostor ve V (podle 1. ¢asti) a ze uq, ..., ur € L(uy,..., ug).
»2“ Mnozina na levé strané (2) je podprostor ve V' obsahujici vek-

tory wi,...,u, tzn. musi pak obsahovat také jejich libovolnou linedrni
kombinaci. O
Dusledek. Necht'V je vektorovy prostor nad T, nechtuy, ..., uy je koneénd
posloupnost vektori z V. a necht vy,...,vs € L(uy,...,ui). Pak plati:

(1) L(vy,...,vs) C L(uq,...,ug) (neboli [vq,...,v5] C [ug,...,ux]),

(2) [u1, .. Ug, V1, .. V] = [Ug, ..., U]

Dukaz. (1): Plyne ihned z (1) a z predchozi véty, ¢ast (2).

(2): Inkluze ,O%“ plyne z (1). Dokazme inkluzi ,C“. Ale trivialné je
Up,...,u; € L(uy,...,ug), resp. podle pfedpokladuje vy,...,vs € L(uy, ..., ug).
Podle é&asti (1) je pak [wi,...,uk,v1,...,05] C [u1,...,ur]. Dohromady
pak plati dokazovana rovnost. O

Vidime tedy, ze pridame-li ke generatoriim daného podprostoru W libo-
volny vektor, ktery je jejich linedrni kombinaci, dostavame opét generdtory
W, resp. (totéz — jinak feceno) odstranime-li z generatori podprostoru W
vektor, ktery je linedrni kombinaci zbyvajicich, dostavame opét generatory
w.

Priklad 3.1.
1. Rozepsanim se lehce ovéri, ze napi.:

R? = [(la O)a (Oa 1)] = [(la l)a (la 2)] = [(Oa 2)a (la l)a (Oa 1)] =
[(1,3),(2,1),(1,—-1),(—-2,3)], atd.

Vidime tedy, ze vektorovy prostor R? je mozno generovat dvéma a vice
vektory (zfejmé i nekoneéné mnoha). Na druhé strané, prostor R? evidentné
nelze generovat jednim vektorem (nebot [(a,b)] = L((a,b)) = {(k - a,k -
b) | k € R} G R?).
2. Ve vektorovém prostoru 7" oznacme vektory:
e; = (1,0,0,...,0,0),
e; = (0,1,0,...,0,0),

e, = (0,0,0,...,0,1).

Pak plati, ze T" = [e1,...,ey,], tzn. vektory ei,...,e, jsou generitory
vektorového prostoru T" (ziejmé pro libovolny vektor u = (uq,...,u,) €
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Trjeu=wuj- €1+ +uy- ey, tzn. T" C [e1,...,e,] a opacnd inkluze je
trividlni).
3. Ve vektorovém prostoru R, [z] ozna¢me vektory (tj. polynomy):
fl = 15
-f2 =,
f3 = mQa
fn—l—l = z".

Pak ziejmé Ry, [z] = [fy,..., fn41), tzn. polynomy 1,z,2%,...,2" jsou ge-
neratory vektorového prostoru R, [z].

Definice. Necht V je vektorovy prostor nad T a necht:
Uly...,Ug (3)

je konec¢né posloupnost vektort z V. Jestlize existuji ¢isla ¢1,...,t € T,
z nichz alespon jedno je riizné od nuly, tak, Ze:

ty-up+ -+l -up = o, (4)
pak rikdme, ze vektory wy,...,u jsou linedrné zdvislé.
V opac¢ném pripadé fikdme, ze vektory uy, ..., ug jsou linedrné nezavisle.

Poznamka. Vidime, ze pojem linedrni nezévislosti je negaci pojmu linedrni
zavislosti. Explicitné vyjadifeno to znamena:

Vektory wy, ..., uy jsou linedrné nezavislé, jestlize pro vsechna
t1,...,tx €T, z nichZ alespon jedno je ruzné od nuly, plati:
ti-up+ -+t - up # o.

S touto definici by se vSak ziejmé neSikovné pracovalo, a proto ji preformu-
lujeme do ekvivalentniho, ale prakti¢téjsiho tvaru:

Vektory w1, ..., ux jsou linedrné nezavisle, jestlize plati:

Praktické zjistovani zavislosti ¢i nezavislosti danych vektort (3) prova-
dime obvykle tak, ze hleddme vSechna ¢isla ty,...,t; € T splhujici rovnost
(4). Zjistime-li, Ze (4) je splnéno pouze pro t; = --- = t = 0, pak jsou
vektory (3) linedrné nezavislé. Je-li rovnost (4) splnéna i pro néjaké ¢; # 0,
pak jsou dané vektory linedrné zavislé.



16 Vektorové prostory

Priklad 3.2.

1. Ve vektorovém prostoru R? jsou napi. vektory (1,0), (0,1) linedrné
nezavislé. Podobné vektory (1,1), (1,2) jsou téz linedrné nezavislé (oboji
dostaneme rozepsanim podle piedchoziho nidvodu).

Na druhé strané napt. vektory (0,2), (1,1), (0,1) jsou linearné zavislé
a podobné vektory (1,3), (2,1), (1,—1), (—2,3) jsou téz linedrné zivislé
(ovéite si sami!).

2. Ve vektorovém prostoru T™ jsou vektory e; = (1,0,...,0), e; =
(0,1,0,...,0), ..., e, = (0,...,0,1) linedrné nezavislé (nebot je-li ¢, - e; +
et iy -e, = (0,...,0), pak (tl,...,tn) = (0,...,0), atedyt1 =ty ==
t, = 0).

3. Ve vektorovém prostoru R, [z] jsou vektory (polynomy) f, =1, f, =
@y ...y Fry1 = 2™ linedrné nezavislé (je-li ty-1+to-z+---+tpy1-2" = o0, kde
o znad¢i nulovy polynom, tj. polynom, jehoz vSechny koeficienty jsou rovny
nule, potom je t; = t3 = --- = ¢, = 0, nebot dva polynomy se rovnaji,
pravé kdyZ se rovnaji jejich koeficienty u stejnych mocnin z).

Jestlize uvazovana posloupnost vektorii obsahuje pouze jediny vektor,
napf. u, pak je zjistovani linedrni zavislosti ¢i nezavislosti velmi jednoduché,
nebot z predchozi definice a z véty 1.1.(3) plyne (rozmyslete si podrobné
jak!), ze plati:

vektor u je linedrné zdvisly <= u = o. (5)

O trosku slozitéjsi je situace, kdyz uvazovana posloupnost (3) obsahuje
alespon dva vektory. Kriteria linearni zavislosti ndm pro tento piipad udava
nésledujici véta.

Véta 3.2. Necht'V je vektorovy prostor nad T, nechtk > 2 a ui,ug,...,u; €
V. Pak ndsledugici viroky jsou ekvivalentni:
(1) vektory wuy, ..., ux jsou linedrné zdvislé,
(2) Ji (1 < i < k) tak, Ze vektor w; je linedrni kombinaci zbyvagicich
vektord (tj. vektord wy, ..., Wi—1, Wit1,- .., Uk),
(3) =) (1 <31 < k) tak, Ze [ul, cee ,uk] = [ul, e U1y Ujt 1y - - ,uk].

Dukaz. ,(1) = (2)“: Necht wuq,...,u, jsou linedrné zavislé. Pak existuji
¢isla t1,...,tp € T, z nichz alespon jedno je nenulové, tak, ze t; - u; +
-+ + 1 - up = 0. Necht nap¥. t; # 0. Pak ale Gpravou z pfedchozi rovnice
dostavame:
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_ ti—1 tiy1 t

t; t;
coz znamend, ze vektor u; je linedrni kombinaci zbyvajicich vektort.
+(2) = (3)“: Plyne pfimo z 2. ¢asti disledku véty 3.1.
»(3) = (1)“: Necht plati (3). Pak ale u; € [uy,...,ux] = [w1, ..., Ui—1, Uit1,...,Ug] =
L(ug, .oy i1, Uity UE), t20. U = p1wp + - + Pt Wi1 + Piy1 -
Wiyl + -+ p - ug, kde p; € T'. Pak po tpravé dostdvame:

prowr+ Pt Wimt + (=1) Wi F iyt Uit + oo+ pr U = 0,

odkud jiz plyne, ze vektory uq,...,u; jsou linedrné zavislé. O

Poznamka. Je tieba si uvédomit, ze ¢ast (2) predchozi véty ndm zajistuje
pouze existenci vektoru, ktery lze vyjadrit jako linedrni kombinaci zbyvaji-
cich vektori. Nelze tedy obecné tvrdit, ze kazdy z linedrné zavislych vektori
U1, U9, ..., U se di vyjadrit jako linearni kombinace zbyvajicich vektori.
Napi. ve vektorovém prostoru R? jsou vektory:

uy = (0, 1), U = (1, 1), usz = (0, —2)

linedrné zavislé (nebot 2wy + 0 - ug + 1 - ug = 0), ale pfitom je ziejmé, ze
vektor us nelze vyjadrit jako linedrni kombinaci vektord wi, us.

Dausledek. Necht V' je vektorovy prostor nad T a necht (3) je koneénd
posloupnost vektoru z V. Pak plati:
(1) obsahugje-li posloupnost (3) nulovy vektor, pak je linedrné zavisla,
(2) obsahuge-li posloupnost (3) dva stejné vektory, pak je linedrné zdvisld,
(3) je-li néjaka posloupnost vybrand ze (3) linedrné zdvisld, pak je i (3)
linedrné zdvisld,
(4) je-li (3) linedrné nezavislda, pak kazdd posloupnost vybrand ze (3) je
linedrné nezdvisld.

Dukaz. Vsechna tvrzeni dtsledku plynou piimo z definice linedrni zavis-
losti, resp. z predchozi véty. O

Na zavér paragrafu uvedeme nyni vétu, kterd patii k nejdulezitéjsim
vétam celé teorie vektorovych prostorii.

Véta 3.3. (Steinitzova véta o vyméné) Necht V je vektorovy prostor
nad T, wy,...,Up,01,...,0s € V. Necht vektory uy,...,u, jsou linedrné
nezdvislé a necht u; € L(vy,...,vs) proi=1,...,r. Potom plati:
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(1) r<s,
(2) pFi vhodném precislovini vektord vy,...,vs je:

L(Ula ce ,’Us) = L(ula sy Upy Upgdy e e ,’03).
Dukaz. Provedeme matematickou indukci vzhledem k r.

a) Necht r = 1. Pak je jisté r < s. Z predpokladi véty déle plyne, Ze
u1 # o (podle (5)) a je uy =1 - vy + - + ts - v,. Pak ale alesponi jedno

z Cisel £y, ..., t; musi byt nenulové. Precislujeme vektory vq, ..., v, tak, aby
t1 # 0. Potom:

Ulzéul_%vz__i_ifus’
tzn. v1 € L(uy,v9,...,v5). Trividlné je vy,...,vs € L(uj,ve,...,vs), a
tedy podle disledku véty 3.1. je L(v1,...,vs) C L(uy,v9,...,vs). Opatnou
inkluzi dostaneme stejnym zptusobem (uzitim predpokladuu; € L(vy,...,vs)),
a tedy plati zddana rovnost L(vq,va,...,vs) = L(uy,v9,...,vs).

B) Prepokladame, ze tvrzeni véty plati pro 1,2,...,r — 1 (r > 2), a
dokézeme jej pro r.

Podle predpokladu a piedchoziho disledku jsou vektory wq,...,w, 1
linearné nezavislé, tzn. (podle indukéniho piedpokladu) » — 1 < s a po
vhodném precislovani je:

L(vy,...,vs) = L(uy, ..., Up_1,Vp, ..., V). (6)

Ale podle predpokladu véty je u, € L(vy,...,vs) = L(uy,..., Up_1,Vp,...,Vs),
odkud predevsim plyne, ze r — 1 < s (jinak spor s linearni nezavislosti vek-
tord wq,...,u,), tzn. plati r < s.

Dale lze psat:

Up =11 UL+ F b g Up 1+t Uy + -+t - Vs, (7)

pricemz alesponi jedno z ¢isel ¢y, ..., ts musi byt nenulové (jinak opét spor
s linearni nezavislosti vektort wq,...,u,). Pre¢islujme je tak, aby ¢, # 0.
Potom:

11 tr_1 1 Tri1 ts
. .u7+_.u_—.v —_— e — — V.. 8
tr t'r r—1 tr T tr r+1 s ( )
Podle disledku véty 3.1. (uzitim (7) a (8)) dostavame, ze L(wu1, ..., Up_1,Vp,...,Vs) =
L(uy,...,Up,Vp41,...,05). Odsud a z (6) pak plyne, ze L(vy,...,v5) =
L(wyy ..., Up,Upy1,...,0s), cOZ je Zddand rovnost. O
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84. Baze a dimenze vektorového prostoru

Definice. Necht V je vektorovy prostor nad T. Koneéna posloupnost vek-

tortt u1,...,uy z V se nazyva baze vektorového prostoru V, jestlize plati:
(1) vektory uq,...,u, jsou linedrné nezavislé,
(2) vektory ui, ..., u, generuji vektorovy prostor V', tzn. [wy,...,u,| =
V.
Poznamka. Misto obratu ,konecnd posloupnost vektort w1, ..., u, je bazi
V“ budeme castéji fikat strucné ,vektory wuq,...,u, jsou bazi V<.

Déle si uvédomme, ze predchozi definice nezarucuje existenci baze ani nic
nefikd o poctu bazi ve V. Celou situaci si nejprve ilustrujeme na nékolika
ptikladech.

Priklad 4.1. Z priklada 3.1. a 3.2. bezprostiedné plyne, Ze:

1. Vektory (1,0), (0, 1) jsou bazi vektorového prostoru R2. Podobné vek-
tory (1,1), (1,2) jsou téz bazi R%. Ziejmé vektorovy prostor R?> mé neko-
neéné mnoho riznych bazi. Na druhé strané, napi. vektory (0,2), (1,1),
(0,1), resp. (1,3), (2,1), (1,-1), (=2,3), resp. (1,2), (2,4), resp. (1,2)
nejsou bézi R?.

2. Vektory e; = (1,0,...,0), ..., e, = (0,...,0,1) jsou bazi vektoro-
vého prostoru T".
3. Vektory (polynomy) f{ =1, fo ==z, ..., f, 1 = 2" jsou bazi vekto-

rového prostoru R, [z].

Priklad 4.2.

1. Nulovy vektorovy prostor V' = {0} nemd béazi, nebot libovolna ko-
necnd posloupnost vektorti z V ma tvar o,o0,...,0, a je tedy linedrné za-
visla.

2. Vektorovy prostor R[z] nemda bazi, nebot zidnd konecnd posloup-
nost vektort (polynomt) z R[z] negeneruje cely prostor R[z]. Je-li totiz
di,---,39, libovolna koneénd posloupnost polynomt z R[z]| a jestlize poly-
nom g, mi stupen k;, potom jisté existuje prirozené Cislo ¢ s vlastnosti:
t > k; pro kazdé i = 1,...,n. Pak ale napi. polynom g = z! se ned4 napsat
jako linedrni kombinace polynomt gy, ..., g,, a je tedy [g1,-..,9,] & R[z].

Rozebereme-li si predchozi definici podrobnéji, pak vidime, Ze baze uq, . ..

vektorového prostoru V' je z hlediska generatort ,,nejchudobnéjsi“ posloup-
nosti vektord. Presnéji fe¢eno, pokud bychom néktery z vektoru wq,...,u,

7uTL
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vypustili, pak zbyvajici vektory uz nebudou generovat vektorovy prostor V'
(plyne z véty 3.2. — rozmyslete si podrobné jak). Na druhé strané, z hle-
diska linedrni nezévislosti je baze ,nejbohatsi“ posloupnosti vektori z V,
jak v dal$im ukizeme.

Definice. Rekneme, Ze koneéna posloupnost vektort wi,...,u, z V je
mazimdlni linedrné nezdvisla posloupnost vektoru ve V', jestlize:

(1) vektory w1, ..., u, jsou linedrné nezavislé,

(2) pro libovolné w € V jsou vektory uq, ..., u,, w linedrné zavislé.

Véta 4.1. Konecnd posloupnost vektori w, . .., u, je bdzi vektorového pro-
storu V', prave kdyz je mazximdlni linedrné nezdvislou posloupnosti vektori
ve V.

Dukaz. ,=“: Necht uq,...,u, je bize ve V. Pak vektory uy,...,u, jsou
linedrné nezavislé a pro libovolny vektor w € V je w € [uy,...,uy] =
L(uy,...,uy). Podle véty 3.2. jsou pak vektory uq,...,u,, w linedrné za-
vislé, a tedy ui,...,u, je maximalni linedrné nezavisld posloupnost vek-
tor.

,<=“: Necht w1, ..., u, je maximalni linedrné nezavisla posloupnost vek-
tori ve V. Pak uy, ..., u, jsou linedrné nezavislé. Dokazeme, 7e [u1,...,up] =
V, neboli L(uy,...,u,) = V. Ale inkluze ,C“ je trividlni. Naopak, necht
w € V libovolné. Pak podle predpokladu jsou vektory wi,...,u,,w line-
arné zavislé, tzn. existuji ¢isla ¢1,...,%,,t € T, z nichz alespon jedno je
rtizné od nuly, tak, Ze:

t1-up+---+itp-up+1t-w=o.

Musi vSak byt ¢ # 0 (jinak spor s linearni nezavislosti vektort wy, ..., uy),
a tedy:

w:—%-ul —=u, € Lug, ..., uy),
coz jsme chtéli ukazat. 0

-----

vého prostoru.

Véta 4.2. Konecnd posloupnost vektori uy, . .., uy, je bdzi vektorového pro-
storu V, pravé kdyz kaZdy vektor w € V' je mozZno jedinym zpisobem vyjd-
drit ve tvaru:

w=1t - U+ +1ty- Uy, (1)
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kde t1,...,t, € T.

Dukaz. ,=“: Necht uq,...,u, je bize ve V. Pak existence vyjadieni (1)
plyne z definice baze. DokaZzeme jeho jednozna¢nost. Necht tedy:

kde t;,; € T. Pak odeétenim a tpravou dostavame:
(ti—r1) w4+ (tp — 1) - uy, = 0.

Vektory uq, ..., u, jsou vSak linedrné nezavislé, tzn. musi byt (¢; —r;) = 0,
neboli t; = r; pro kazdé 1 = 1,...,n.

,<=“: Necht kazdy vektor w € V se da jednoznacné vyjadrit ve tvaru
(1). Potom je V = L(uy,...,up) = [u1,...,uy]. Zbyva ukizat, ze vektory
Uy, ..., U, jsou linedrné nezivislé. Necht tedy:

t1-uy+ -+ 1, u, =o.

Ziejmé vSak je 0-uy + --- + 0 - u,, = 0, a tedy z jednoznacnosti vyjadieni
(1) plyne, ze t; = --- = t, = 0, tzn. uq,...,u, jsou linedrné nezavislé.
Dohromady pak dostavame, ze vektory uq, ..., u, jsou bazi V. O

Véta 4.3. Necht uq,...,uy je baze vektorového prostoru V. Pak plati:

(1) jestlize vy,...,vy je bdze prostoru V, pak je m = n,
(2) jestlize vektory wy, ..., ws generuji prostor V, pak z nich lze vybrat
bazi,

(3) kazdou konecnou posloupnost linedrné nezdvislych vektori z V lze do-
plnit na bazi V.

Dukaz. (1): Aplikujeme-li dvakrit Steinitzovu vétu, dostavime n < m a
m < n, odkud plyne, ze m = n.
(2): Podle predpokladu mé prostor V bézi, tzn. musi byt V' # {o}. Necht

vektory wi, ..., w; generuji prostor V. Pak alespon jeden z nich je riizny od
nulového vektoru a zi'ejmé je lze precislovat tak, ze w1, ..., w; jsou linedrné
nezavislé a wi, ..., w;, w; jsou linedrné zavislé pro kazdé j s vlastnosti i <

j < mn. Odtud (podobnou tivahou jako v zavéru dikazu véty 4.1.) plyne, zZe
w; € L(wy,...,w;), atedy V = L(wy,...,w,) C L(wy,...,w;). Opacna

inkluze je vSak trividlni, tzn. je V = L(w1,...,w;) a vektory wi, ..., w;
jsou béazi prostoru V.
(3): Necht wy, ..., w, jsou linedrné nezavislé vektory z V. Podle Steinit-

zovy véty je (po vhodném precislovani) V = L(uq,...,uy) = L(wq,..., Wy, Upi1,...
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odkud podle pravé dokdzanych ¢asti (1) a (2) dostavame, ze w1, ..., Wy, Upt1, ..., Uy
je baze V. O

Prvni ¢ast predchozi véty nam tika, ze ma-li vektorovy prostor né€jakou
bazi, pak vSechny jeho baze sestavaji vidy ze stejného poétu vektorti. Na
zakladé tohoto faktu mitizeme vyslovit nasledujici definici.

Definice. Necht V je vektorovy prostor nad T'. Pak:
(1) je-li V nulovym vektorovym prostorem (tzn. V = {o}), fikdme, ze
dimenze V je nula,

(2) existuje-li baze uq,...,u, prostoru V, pak fikdme, ze dimenze V je
n7

(3) je-li V' # {0} a nemé-li zidnou bazi, pak Fikdme, ze dimenze V je
nekonecno.

Piseme: dimV = 0, resp. dimV = n, resp. dimV = cc.
Vektorové prostory z (1) a (2) se nazyvaji koneénédimenziondlni, vekto-
rové prostory z (3) se nazyvaji nekonecnédimenziondlni.

Priklad 4.3. Z prikladi 4.1. a 4.2. bezprostiedné plyne, ze:

1. dimR? = 2,

2. dimT" = n (tzn. specielné napi. dimR? = 3, dim@Q® = 5, dim C* = 4,
atd.),

3. dim R, [z] = n + 1 (tzn. specielné napf. dim Rs[z] = 6, atd.),

4. dimR[z] = co.

Umluva. Vsude v dalsim se budeme zabjvat pouze konecnédimenziondl-
nimi vektorovymi prostory.

Rekneme-li tedy, ze V je vektorovy prostor nad 7', bude to automaticky
znamenat, ze V' je kone¢nédimenzionalni, tzn. bud nulovy prostor, nebo vek-
torovy prostor, v némz existuje baze. K tomu jesté poznamenejme, ze kazdy
podprostor kone¢nédimenzionalniho vektorového prostoru je sam také ko-
necnédimenzionalnim vektorovym prostorem (plyne z vét 2.1. a 4.1.).

V praxi se pomérné casto setkame s tilohou, ze ve vektorovém prostoru V,
jehoz dimenzi zndme, napt. dim V' = n, ovérujeme, zda néjaka posloupnost
sestavajici z n vektord je bazi. V takovém piipadé staci ovéfovat pouze
jednu z podminek (1) a (2) z definice baze, jak ukazuje nasledujici véta.
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Véta 4.4. Necht'V je vektorovy prostor nad T, dimV =n (n > 1) a necht

UL, ..., Uy je konecnd posloupnost n vektori z V. Pak ndsledujici vyroky
jsou ekvivalentni:

(1) vektory uy,...,u, jsou bazi prostoru V,

(2) vektory uy, ..., u, jsou linedrné nezdvislé,

(3) vektory uy,...,u, generuji prostor V.

Dukaz. (1) = (2)“: Ziejmé (plyne z definice béze).

»(2) = (3)“: Necht w1, ..., u, jsou linedrné nezavislé. Podle véty 4.3. (3)
(vzhledem k predpokladu dimV = n) jsou vSak vektory wui,...,u, bazi
prostoru V', tzn. generuji prostor V.

»(3) = (1)“: Necht uy,...,u, generuji prostor V. Podle véty 4.3.(2)
(vzhledem k tomu, ze dimV = n) vSak jsou vektory uq,...,u, bazi pro-
storu V. O

Véta 4.5. Necht Wy, Wy jsou podprostory vektorového prostoru V. Potom
plati:

(1) Wy C Wy = dim W < dim Wy,

(2) Wi CWy A dimW; =dimWy, — Wy = W,

Dukaz. Pokud W; = {o} nebo Wy = {0}, pak obé tvrzeni zfejmé plati.
Necht tedy Wi, Wy # {0} a necht uy,...,u, je baze Wy, resp. vi,...,vs
je baze Woy. Jestlize Wi C Wy, pak u; € Wy = L(vq,...,v5), i =1,...,7,
pricemz vektory wy,...,u, jsou linedrné nezavislé, tzn. jsou splnény pred-
poklady Steinitzovy véty. Potom:

(1): podle Steinitzovy véty je r < s, neboli dim Wy < dim W,

(2): je-li navic dim Wy = dim Ws, tzn. r = s, pak opét podle Steinitzovy
véty je L(vq,...,vs5) = L(uq,...,u,), neboli Wy = Ws. O

Poznamka. 7Z predchozi véty plyne nékolik ziejmych, ale dilezitych du-
sledki:

1. Dimenze podprostoru je vzdy mens$i nebo rovna dimenzi celého pro-
storu.

2. Je-li podprostor W vlastni podmnozinou podprostoru Wy (tzn. Wy ;
Ws), potom je dim W < dim Wy. Jinymi slovy feceno, nemtize se stat, aby
dva podprostory stejné dimenze byly ostie v inkluzi.

3. Predpoklad W; C Wy v ptedchozi vété byl podstatny, tzn. pokud
dva podprostory nejsou v inkluzi, pak o vzajemném vztahu jejich dimenzi
nemizeme nic Fict.
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Véta 4.6. (Véta o dimenzi souétu a pruniku podprostoru) Necht W1y,
Wy jsou podprostory vektorového prostoru V. Pak plati:

dim(W1 + WQ) + dim(W1 N WQ) = dim W1 + dim WQ.

Dukaz. Je-li W; = {0} nebo Wy = {0}, pak tvrzeni zfejmé plati (rozmys-
lete si podrobné pro¢!). Necht tedy dim W, =7 # 0 a dim Wy = s # 0.

Prinik W1NW5 je podprostorem ve V', a tedy je bud W1NWy = {0}, nebo
existuje baze W1 NWa, tj. linedrné nezavislé vektory wy, ..., wy s vlastnosti
WiNWy = L(wl, ... ,wk).

Podle véty 4.3. (3) existuji vektory wgy1,...,u, € Wi tak, ze wy, ..., Wk, Uk, ...
je baze Wy, a podobné existuji vektory vgy1,...,vs € Wy tak, ze wy, ..., wg, Vg1, .- -

je baze Wy (v pripadé Wi N Wy = {0} je zfejmé k = 0).
Nyni dokazeme, 7e vektory:

Wiy ooy Why U415+ 5 Ury V1 - -5 Us (2)

jsou bazi podprostoru Wy 4+ Ws.
a) Dokazeme, ze vektory (2) jsou linedrné nezavislé. Necht:

trwi+ At Wt Up g+ e Ut Vp v = 0. (3)

Oznacéme:

=t wi+- Al W g U o A e U (4)
Ze (3) dostavame, ze & = —t) | - Vg1 — - — b v, ton. x € Wi N W a
lze psat:

=g wi+- g wp =g wi+ g wp+0-up g+ +0-u,. (5)

Ale wy, ..., Wk, Ugy1,...,u, je bze Wy, tzn. ze z (4) a (5) podle véty 4.2.
plyne, 7Ze ty11 = - -+ = t, = 0. Dosadime-li tyto hodnoty do (3), dostavame:

tl"wl+“‘+tl~c'wk+t2+1‘vk+1+“‘+tls'vs:07

odkud plyne (ponévadz ws,..., Wk, Vgi1,...,Vs jsou linedrné nezavislé),
zet) ==t =1t = =ty =0. Dohromady dostdvime, Ze vektory
(2) jsou linedrné nezavislé.

7u7'
»Us
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B) Dokézeme, ze vektory (2) generuji podprostor Wi + Wy, tzn. ze plati:
Wi+ Wy =L(wWi,..., Wk, Upi1y---sUp,Vfi1y---,Vs). (6)

Inkluze ,O¢ je ziejma. Naopak, necht & € W71 + W5 libovolny. Potom x =
x1t+xo, kdexs € Wi, 20 € Wo. Alex € W = L(wl, e, WEy Uty - - ,u,«) C
L(wy,..., Wk, U115, Up, Vf11,...,Vs) & podobné pro xy. Tedy & =
x1+ @2 € L(wy, ..., Wi, Upy1,.-- Uy, Vgil,...,Vs) a dohromady pak do-
stavame zadanou rovnost (6).

Dokéazali jsme, ze vektory (2) jsou bazi Wi + Wy, tzn. dim(Wy + Ws) =
r + s — k. Potom vSak dim(W; + Wy) +dim(Wy N Wy) =r+s—k+k =
r+ s =dimW; + dim Ws. O

Poznamenejme, ze predchozi vétu nelze piimo zobecnit pro vice nez dva
podprostory daného vektorového prostoru, jak plyne z néasledujiciho pii-
kladu.

Priklad 4.4. Ve vektorovém prostoru R? uvazme podprostory:

Wy = {(z1,22,0) | z1,29 € R},

W2 = {(ylaoay3) | Y1,Y3 € R}a
W3 = {(0,22,23) | 29,23 € R}.

Ziejmé je dim Wy, = dim Wy = dim W3 = 2 a déle je Wy + Wy 4+ W3 = R?’,
resp. WiNWenNW3 = {0}. Je tedy dim(W1+Wo+W3)+dim(WiNWoNW3) =
3+0=3, aledimW; +dimWy +dimW3=2+2+ 2 =6.

Poznamka. V nasich tvahach o koneénych posloupnostech vektori v pred-
chozim paragrafu (tj. v ivahach o linearni zavislosti a nezavislosti) nehralo
poradi vektort zadnou podstatnou roli. Se zavedenim pojmu béze se vsak
otazka poradi vektori okamzité vynori a je ziejmé podstatné, v jakém po-
fadi vektory baze uvazujeme (i kdyz doposud, kdy jsme pracovali vzdy jen
s jednou bazi, se to mozna na prvni pohled nezdélo). Pfesnéji feceno, danou
bazi uy,...,u, vektorového prostoru V chipeme jako usporadanou n-tici
vektori z V, a tedy napf. rovnost dvou bazi znamené rovnost dvou uspo-
tadanych n-tic vektori z V. Dilezitost této poznamky se ukaze v dal$im,
pii zavddéni pojmu soutradnic vektoru.

Definice. Necht:
wi, .y (")
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je baze vektorového prostoru V' a necht vektor w € V je vyjadien ve tvaru:

w=1t- U+ -+ 1ty up, (8)
kde ty,...,t, € T. Pak ¢islo #; nazyvame i-tou soutadnici vektoru w v bézi
(7) a uspofddanou n-tici (t1,...,t,) nazyvame soutadnicemi vektoru w

v bdzi (7).

Poznamka. Je nutné si uvédomit, Ze pojem souradnic vektoru je vzdy va-
zan na néjakou pevnou bazi prostoru V. Ziejmé jeden vektor ma v rtiznych
bazich obecné riizné souradnice.

Déle si uvédomme, ze véta 4.2. zajistuje korektnost predchozi definice,
tzn. pii dané bazi (7) ma kazdy vektor w € V soutradnice (v bézi (7)),
které jsou stanoveny jednoznacné. Také naopak, ke kazdé usporadané n-
tici (t1,...,t,) Cisel z T existuje ziejmé jediny vektor, jehoz soutadnice
v béazi (7) jsou pravé (t1,...,t,).

Koneéné poznamenejme, ze souradnice vektoru v dané bazi budeme psat
nejen do fadku, jak bylo vySe zavedeno, ale také nékdy podle potieby i do
sloupce.

P¥iklad 4.5. Ve vektorovém prostoru R® vezméme vektor w = (1, -2, 3).
Potom:
(a) vektor w ma v bazi e; = (1,0,0), e = (0,1,0), es = (0,0,1) soufad-
nice (1,-2,3),
(b) vektor w mé v bazi es = (0,1,0), e; = (1,0,0), e3 = (0,0, 1) sourad-
nice (—2,1,3),
(c) vektor w ma v bazi u; = (1,1,1), ug = (0,1,1), uz = (1,0,1) sou-
fadnice (—4,2,5),
jak se lehce zjisti rozepsanim z definice.

Véta 4.7. Necht (7) je baze vektorového prostoru V. Nechtt € T a necht
vektor € € V, resp. y € V. md v bazi (7) soutadnice (z1,...,Ty), resp.
(Y1,---,Yn). Potom:

(1) vektor x +y ma v bazi (7) soutadnice (z1 + y1,-..,%Tn + Yn),

(2) vektor t-x md v bazi (7) soutadnice (t-T1,...,t- Ty).

Diikaz. Podle predpokladu je € = o1 -uq + -+ Tp - Up, TeSp. Yy = Y1 - U7 +
“++ 4 Yn - Up, tzn. potom (po tprave):

w+y:($1+y1)'u1+"'+($n+yn)'una
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odkud jiz plyne tvrzeni véty.



Kapitola 2

Matice a determinanty

81. Poradi a permutace

Permutaci libovolné mnoziny M se obecné rozumi kazdé bijektivni zob-
razeni mnoziny M na sebe samu. Nasim cilem vSak neni studium obec-
nych vlastnosti permutaci libovolnych mnozin, nybrz permutace ndm budou
pouze pomocnym nastrojem ke studiu dalsich algebraickych pojm. Ome-
zime se proto v tomto paragrafu jen na vyklad nejzdkladnéjsich vlastnosti
permutaci kone¢né mnoziny M, feknéme n-prvkové. Pro zjednodusSeni vyja-
dfovani budeme v dal$im predpokladat, ze mnozina M se sklddé z prvnich
n piirozenych &isel, tzn. M = {1,2,...,n}.

Definice. Necht M = {1,2,...,n}. Pak libovolna uspotrddand n-tice utvo-

fend z prvki mnoziny M se nazyva poradiz n prvki 1,2, ..., n nebo struéné
potadi.
Necht R = (rq,...,7) je libovolné pofadi. Rekneme, Ze dvojice r;,7; je

inverze v poradi R, jestlize ¢ < j a r; > rj (tj. jestlize vétsi z obou Cisel
predchézi v daném poradi ¢islu mensimu).

Poradi, v némz celkovy pocet inverzi je sudé ¢islo (resp. liché ¢islo), se
nazyva sudé poradi (rvesp. liché potadi). Hovoiime pak téZ o parité poradi.

Priklad 1.1. Necht n = 8. Potom:

1. pofadi (1,2,3,4,5,6,7,8) je sudé (celkovy pocet inverzi je 0),

2. poradi (3,1,2,7,5,8,6,4) je liché (celkovy pocet inverzi je 9).
Celkovy pocet inverzi v daném konkrétnim poradi zfejmé nejrychleji zjis-
time tak, ze bereme odleva jedno ¢éislo po druhém a pro kazdé z nich spo-

28
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¢itdme, kolik mensich ¢isel stoji za nim (napravo). Se¢tenim téchto hodnot
pak dostaneme celkovy podet inverzi v daném poradi.

Definice. Necht R = (r1,...,7,), S = (81,...,8,) jsou dvé pofadi. Necht
existuji indexy ¢ # j tak, Ze s; = rj, s; = r; a ddle r, = s pro k #
i,7. Potom fekneme, ze poradi S vzniklo z poradi R provedenim jedné
transpozice.

Poznamka. Jinymi slovy feceno, provedeni jedné transpozice znamena
vzdjemnou zaménu dvou riznych prvka v daném poradi, pri¢emz vSechny
ostatni prvky zistavaji na ptivodnim misté.

Véta 1.1. Necht n je peuvné prirozené cislo. Pak plati:
(1) z m prokd lze utvofit celkem n! riznijch pofadi,
(2) vSech n! poradi z n prvki lze serfadit tak, Ze kazdé ndasledugici potadi
obdrZime z predchazejiciho provedenim jedné transpozice. Pritom lze
vyjit z libovolného potadi.

Dukaz. Pfipomenme, ze symbol n! (¢ti ,n faktorial“) znadi pfirozené ¢islo
definované: n! =n-(n—1)- --- - 2. 1. Dokazovat budeme obé ¢asti véty
najednou, a to matematickou indukci.

«) Pro n =1 obé tvrzeni trividlné plati.

B) Predpoklidejme, 7e obé tvrzeni plati pro 1,...,n — 1, a budeme je
dokazovat pro n. Necht (rq1,...,r,) je libovolné potradi z n prvki. Podle in-
dukéniho predpokladu je vSech poradi, kterd maji na poslednim misté prvek
Tn, celkem (n — 1)! a lze je seradit tak, Ze nasledujici vznikne z piredcho-
ziho provedenim jedné transpozice. V poslednim z téchto pofadi provedme
transpozici prvki r, a r; (1 <4 < n—1) a stejnou tvahou jako vyse dosta-
neme (n — 1)! poradi s prvkem r; na poslednim misté. Takto vystiidame na
poslednim misté vSech n prvki, ¢imz dostaneme vSechna rtzna poradi z n
prvki, kterych je tedy n - (n — 1)! = n!, pfi¢emz nasledujici poradi vzniklo
vzdy z predchoziho provedenim jedné transpozice. O

Véta 1.2. Provedeni jedné transpozice zmeéni paritu daného potadi.

Dukaz. Provedeme ve dvou krocich. Nejprve pro transpozici sousednich
prvki a potom pro transpozici libovolnych dvou rtznych prvkid daného
poradi.
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a) Necht v pofadi R = (r1,...,7,7i+1,--.,7pn) je t inverzi. Provedenim
transpozice sousednich prvki r; a ;11 dostaneme poradi R’ = (71, ..., 741, Tis« -5 Tn),
v némz je bud ¢t — 1, nebo ¢ + 1 inverzi. Tedy R’ ma opa¢nou paritu nez R.

f) Necht R = (ri,....7,...,7j,...,7,) je dané poradi. Provedenim
transpozice prvki r; a r; dostaneme pofadi R’ = (r1,...,7j,... T, ..., Ty).

Tuto transpozici v8ak lze realizovat postupnym provedenim (j — i) + (5 —
i—1) =2(j — 1) — 1 transpozic sousednich prvki. Ale &islo 2(5 — i) — 1 je
liché, tzn. uzitim «) dostdvidme tvrzeni. O

Véta 1.3. Necht'n > 2. Pak z celkového poctu n! ruzngch poradi z n prvki

je %‘ sudych a "7' lichgch potadi.
Dikaz. Tvrzeni véty plyne ihned v vét 1.1. a 1.2. O
Definice. Necht M = {1,2,...,n} je konefnd mnoZina o n prvcich. Pak

bijektivni zobrazeni P mnoZiny M na sebe se nazyva permutace mnoziny
M nebo kratce permutace.

Permutaci P definovanou: P(i;) = j., prot = 1,...,n, budeme zapisovat
ve formé dvouradkové tabulky tvaru:

<z'1 g - Zn)
1 J2 o gn)

Poznamka. Permutace mnoziny M je tedy bijekce M — M, kterou zapi-
sujeme ve tvaru dvouradkové tabulky. Znamena to, ze v hornim i dolnim
rfadku této tabulky musi byt vzdy néjaké poradi z n prvki. Ziejmé lze tutéz
permutaci P zapsat v uvedeném tvaru celkem n! forméalné riiznymi zpusoby
(zaménime-li poradi sloupct v tabulce permutace). VSech téchto n! zapisi
permutace P je samoziejmé naprosto rovnocennych, i kdyz nejcastéji bu-
deme permutaci zapisovat v tzv. zdkladnim tvaru:

1 2 - n
ki ky -0 ky)
Piiklad 1.2. Pro n =5 jsou:

123 4 5) 3214 5\ 4
235 4 1) "™P\5 3 94 1) ™P 1y

— O

w N
ot W
N——

N =
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t1i formalné rizné zapisy téze permutace (z celkového poctu 5! = 120 moz-
nych zapisu této jedné permutace).

Véta 1.4. Pocet riznijch permutaci n-prokové mnoziny je roven nl.

Dukaz. ZapiSeme-li kazdou permutaci v zékladnim tvaru:

1 2 ... n

ki ko - k)’
pak ruznych permutaci bude piesné tolik, kolik bude rtiznych poradi v dol-
nim fadku. Téch je vSak n! podle véty 1.1.(1). O

Definice. Permutace P se nazyva sudd permutace, resp. lichd permutace,
jestlize poc¢tu inverzi v hornim a dolnim fadku tabulky permutace P je sudé
¢islo, resp. liché ¢islo. Hovorime pak téz o parité permutace.

Poznamka. I kdyZ danou permutaci P muzeme zapsat n! formalné riz-
nymi tabulkami, je pfedchozi definice korektni, nebot pti libovolném zapisu
permutace P je parita horniho a dolniho fadku (chépanych jako poradi)
bud vzdy stejnd, nebo vidy rozdilni. Tento fakt plyne z toho, Ze pii pie-
chodu od jednoho zapisu permutace P k jinému provadime totiz jisty pocet
transpozic, a to soucasné v hornim i dolnim radku.

Véta 1.5. Necht n > 2. Pak z celkového poctu n! rizniych permutaci n-
prvkové mnoZiny je ”7' sudych permutaci a %' lichych permutaci.

Dukaz. Kazdou permutaci zapiseme v zakladnim tvaru:

1 2 ... n
ki ko - kp)

Parita permutace je pak shodnda s paritou poradi v dolnim fadku a véta
plyne bezprostiedné z véty 1.3. O

Na zavér paragrafu vyuzijeme prilezitosti, kterou ndm permutace po-
skytuji, a vratime se kratce k algebraickym strukturdm. Jak bylo vyse
feceno, permutace m-prvkové mnoziny M je bijekce M — M, tedy zob-
razeni. Pro permutace tak plati vSsechny zakladni poznatky o zobrazenich,
uvedené drive. Napiiklad mizeme permutace sklidat (ve smyslu skladani
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zobrazeni), pfi¢emz zfejmé vysledné zobrazeni (tj. slozeni dvou bijekei) je
také bijekce M — M, ¢ili permutace. Konkrétné, zapiseme-li permutace P,
R ve tvaru:

Pt M) ()
11 12t Ip Ju J2 o In

pak slozenim P a R (v tomto poradi) dostaneme permutaci:

Rop:<.1 2 )
J1 g2 0 Jn

Tedy mnozina vSech permutaci n-prvkové mnoziny M s operaci o skladani
permutaci je grupoid, ktery podle V.5.2. kap. 1. je pologrupou. Plati vSak
jesté vice, jak ukazuje nasledujici véta.

Véta 1.6. MnozZina vsech permutaci n-prvkové mnoZiny s operaci o skld-
ddani permutaci je grupou. Tato grupa je pro n > 3 nekomutativni.

Ddukaz. Podle predchozi poznamky jde o pologrupu. Dale zifejmé permu-

tace:
1 2 ... n
B-(1 5 00

je jednickou a k libovolné permutaci:

]1 e jn

existuje inverzni permutace, a sice:

Jioc dn
TR .

Tedy mnozina vSech permutaci n-prvkové mnoziny s operaci o je grupa.
Necht n > 3. Pak pro:

P‘<3 1 2 ) R_<1 3 2 )

plati Ro P # P o R (ovéite si detailné sami!), a tedy operace o neni
komutativni. O

Poznamka. Predchozi véta udava jeden z nejjednodussich piikladd ne-
komutativni grupy. Tato grupa se obvykle nazyvd grupa permutaci (na
n-prvkové mnoziné M) nebo téz symetrickd grupa permutaci stupné n.
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82. Determinanty

Jednim ze zdkladnich pojmt celé moderni matematiky je pojem matice.
Teorie matic hraje ustfedni tlohu v tzv. linedrni algebte. Jeji vysledky se
pak aplikuji p#i feSeni soustav linedrnich rovnic, pii studiu vektorovych
prostori a v celé fadé dalsich odvétvi nejenom matematiky.

Definice. Necht T je c¢iselné téleso, m, n jsou pfirozend cisla. Pak obdél-
nikové schéma tvaru:

aiyl a2 - Qip
a1 a2 -+ a2
A == . . .. . 9 (1)
am1 am2 **° Omn
kde a;j € T proi =1,...,m a j = 1,...,n, se nazyva matice typu m/n

(nad télesem T'). Oznaceni: A = (a;;) typu m/n. Cisla a;; € T' se nazyvaji
proky matice A.

Matice A = (a;;) typu m/n a matice B = (b;;) typu p/q jsou si rovny,
jestlize jsou stejného typu (tj. m =p A n = q) a je-li a;; = b;; pro kazdé
iy7.

Poznamka. 1. Predchozi definice matice je sice nazornd, ale prisné vzato
neni zcela korektni, nebot se v ni pouziva formélné nejasného a nepiesného
pojmu jobdélnikové schéma“ (a je pak nutné hovorit o rovnosti dvou ma-
tic). Zcela presné by bylo t¥eba matici typu m/n nad télesem T' definovat
jakozto zobrazeni:

fAL2,...,m} x{1,2,...,n} = T,

kde f((i,)) = aij. P této definici by viak vétdina tvrzeni o maticich byla
forméalné znaéné komplikovand a nepiehledna. Ponechame tedy definici ma-
tice tak, jak byla ptivodné uvedena (tj. vypisujeme vlastné funkéni hodnoty
uvedeného zobrazeni f do onoho ,,obdélnikového schématu®).

2. Kazdy jednotlivy fddek matice A typu m/n nad télesem T muZeme
ziejmé uvazovat jako usporadanou n-tici prvka (tj. ¢isel) z télesa T, tzn.
jinak feéeno, jako vektor z vektorového prostoru 7. M4 smysl pak hovo-
Tit o s¢itani fadkd matice, ndsobeni fadku ¢islem z 7', linedrni kombinaci
radkt, linedrni zavislosti a nezavislosti fadktd, atd., a to ve smyslu uvede-
nych operaci, resp. pojmu tak, jak byly definovany ve vektorovém prostoru
T™. Matici A lze pak téz chapat jako usporddanou m-tici vektoru z T".
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Analogicky muzeme sloupce matice A chapat jako vektory z vektorového
prostoru T™ a provadét s nimi tytéz tivahy.

Definice. Necht A = (a;;) je matice typu m/n nad T'. Potom:
(1) je-li a;; = 0 pro kazdé ¢, j (tj. vSechny prvky matice jsou rovny nule),
matice se nazyva nulovd matice (typu m/n) a oznacuje se symbolem
Omns
(2) je-li m = n (tj. pocet fadku je roven poctu sloupcii), matice A se
nazyva ctvercovda matice Tadu n,
(3) matice A’ typu n/m, kterd vznikne z matice A zdménou Fadku za

sloupce, tj.:
a1l a1 -t AGml
| e
ain aén a7;1n

se nazyva transponovand matice k matici A.

Ve zbyvajici ¢asti tohoto paragrafu se budeme zabyvat pouze ¢tverco-
vymi maticemi fddu n nad pevnym c¢iselnym télesem 7'. Pro tyto matice
nejprve zavedeme nasledujici pojem.

Definice. Necht A = (a;;) je ¢tvercova matice fadu n nad télesem 7. Pak
determinant matice A je ¢islo z télesa T oznacené det A (nebo téz |A]) a
definované vztahem:

detA — Z (_1)1(]177]71) . aljl . a2j2 PP anjn7
(jlr":jn)

kde I(j1,...,Jn) znadi celkovy pocet inverzi v permutaci:

<1 2 ... n)
1 J2 o n

pouzitych fadkovych a sloupcovych indexi. S¢éitani se provadi pres vSechna
rizna poradi (j1,. .., jn) sloupcovych indext.
Soucdin:

I(J1 4.7
(—1) (.717 7]71) . a1j1 . a2j2 « eee e a’njn
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se nazyva clen determinantu.

Poznamka. Rozebereme-li si predchozi definici podrobnéji, pak vidime, ze
determinant det A je ¢islo z T', které dostaneme sectenim celkem n! ¢lent
determinantu (viz véta 1.1. (1)). P¥itom kazdy jednotlivy ¢len determinantu
je soucinem n prvkt matice A vybranych tak, Ze z kazdého radku a kazdého
sloupce je vybran pravé jeden prvek a tento soucin je ,opatien znaménkem
+ nebo — podle toho, zda permutace utvoirena z fadkovych a sloupcovych
indexi vybranych n prvki je suda nebo licha.

Déle je tieba si uvédomit zasadni rozdil mezi pojmem matice (tj. jakymsi
obdélnikovym, resp. ¢tvercovym schématem) a pojmem determinantu ma-
tice (tj. pevnym ¢islem z T').

Priiklad 2.1. Rozepisme si predchozi definici determinantu pro nejjedno-
dussi pripady, tj. n = 1,2, 3.

n=1 l|an|=an,

air a12
az1 G2

n =2 = a1 - ax — a2 - a1,

ail a2 a3
n=23 |ax a G23| = a11-0a22 033+ 12023 a31 + a13 - A21 - A32 —
az; as2 ass — Q13- a22 - a31 —G12 - Aa21 - a3z — ail - a3 - as2.

Je vidét, ze vypocet determinantu matice pouze na zikladé definice by
byl netinosné zdlouhavy a pracny, zejména pro vétsi n. Napt. pro n = 10
by bylo nutno spocitat pres t¥i a ptl milionu desetic¢lennych soucinti (ne-
bot 10! = 3628800). Z tohoto diivodu uvedeme nyni nékolik vét popisuji-
cich zakladni vlastnosti determinanti, které mnohdy vypocet determinantu
podstatné usnadni.

Vsude v dalsim v tomto paragrafu budeme symbolem A oznacovat ¢tver-
covou matici A = (a;j) fadu n nad télesem 7.

Véta 2.1. Transponovdnim matice A se hodnota determinantu nezméni,

tj. det A’ = det A.

Dukaz. Necht (j1,J2,...,n) je libovolné poradi z n prvki. Pak soucin
aij, - agj, - -+ - apj, se vyskytuje pravé jednou v det A i det A’. Tento
soucin je v det A vyndsoben &islem (—1)", resp. v det A’ ¢islem (—1)*%, kde
7, resp. s znaci celkovy pocet inverzi v permutaci:
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I 2 - n g2 e jn)
. .|, resp. .
Ziejmé vSak r = s, odkud jiz plyne tvrzeni. O

Véta 2.2. Necht proky k-tého Fddku matice A maji tvar:

ag1 = b1 + ¢k,
apz = by + cpo,

Qkn = bkn + Ckn

a necht matice B, resp. C se lisi od matice A pouze v procich k-tého fadku,
pricemz bgi, ..., bgn, TESP. CR1,- .-, Chn je k-ty Tadek matice B, resp. C.
Potom det A = det B +det C'.

Schématicky zapsdano, plati:

an e ain apy o aip|  |ain o aip
bkrtckr o bkntCrn| = bk cr bgn |+ |Ck1 0 Cknl-
anl T Gnn anl1 - QApn Gn1 " QOnpn

Dukaz. Tvrzeni plyne p¥imo z definice determinantu, nebot pro kazdy ¢len
determinantu det A plati:

» '(_l)l(jl,...,jn) NP NEIEERN (bk]k _Ii_ck]k) Cee Qg =
(—1) (.717-"7]n).a1j1. . bk]k P an]n+(_1) (.717...7]n).a1j1. . ck]k P .a’ﬂjn‘

O

Poznamka. Piedchozi vétu lze ziejmé rozsitit pro libovolny koneény pocet
s¢itanct v k-tém fadku matice A (dokdZe se pomoci matematické indukcee).

Véta 2.3. Necht matice B vznikne z matice A:
(1) zdmeénou dvou riznijch Tadki. Potom je det B = — det A.

(2) vyndsobenim jednoho tadku pevngm cislem t € T. Potom je det B =
t-det A.
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Dukaz. (1): Zaméhme v matici A k-ty fadek s r-tym fadkem, kde k # r.
Pak soudiny vyskytujici se v det A a det B zistanou stejné, ale maji vzdy
opacna znaménka, protoze permutace:

<1 T T SR n>a<1 R S n)
TR [T SO [T TP U
maji (podle véty 1.2.) riznou paritu. Potom vSak det B = — det A.

(2): Plyne pfimo z definice determinantu, nebot vynisobime-li v matici
A napt. k-ty fadek prvkem t € T, potom:

detB = Z(—l)I(Jh?]n) . a1j1 @ eaa e t . ak]k © eaa e a’njn =

t- (=) Gin) Lqy e cay, =t det A

Véta 2.4. Necht v matici A:
(1) jeden tadek sestava ze samijch nul. Potom je det A = 0.
(2) dva rizné Fadky jsou shodné. Potom je det A = 0.
(3) jeden Tadek je t-ndsobkem jiného Fadku (t € T lib.). Potom je det A =
0.
(4) jeden tadek je linedrni kombinaci ostatnich vadki. Potom je det A =

0.

Dukaz. (1): Plyne pifimo z definice determinantu. Kazdy ¢len det A je totiz
roven nule, ponévadz obsahuje nulu (a sice z toho fadku, ktery sestava ze
samych nul).

(2): Zaménime-li ty dva fadky matice A, které jsou shodné, pak matice
A se ziejmé nezméni. Podle véty 2.3. (1) v8ak musi byt det A = — det A, tj.
2 -det A = 0, odkud vSak dostavame, Ze det A = 0.

(3): Plyne piimo z véty 2.3.(2) a z pravé dokazané ¢asti (2).

(4): Necht napt. k-ty fadek matice A je linedrni kombinaci ostatnich
radku. Pak det A lze podle poznamky za vétou 2.2. vyjadrit jako soucet
(n — 1) determinantt, z nichz vSak v kazdém je k-ty fadek nasobkem néja-
kého jiného fadku. Podle ¢asti (3) této véty je vSak kazdy z téchto (n — 1)
determinantti roven nule, a tedy det A=0+0+---+0=0. O

Véta 2.5. Hodnota determinantu matice A se nezméni, jestlize:
(1) k jednomu tddku matice A piicteme libovolny nasobek jiného tddku,
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(2) k jednomu tddku matice A pricteme libovolnou linedrni kombinaci
ostatnich tadki,

(3) jeden fddek matice A ponechdme beze zmény a k ostatnim Fdadkim
pricteme jeho libovolné ndsobky.

Dukaz. (1): Plyne bezprostfedné z vét 2.2. a 2.4.(3).
(2): Plyne z poznamky za vétou 2.2. a z véty 2.4. (4).
(3): Plyne z (1), jejim opakovanim. O

Poznamka. 7 véty 2.1. plyne, Ze ke kazdé z nasledujicich vét, tj. 2.2., 2.3.
a 2.4. plati analogicka véta, kterou ziskame tak, Zze v puvodni formulaci
slovo ,fadek“ nahradime slovem ,sloupec“. Napriiklad, plati tedy tvrzeni:
»jestlize v matici A je jeden sloupec linearni kombinaci ostatnich sloupci,
potom je det A = 0, atd.

Tuto tvahu lze zifejmé uplatnit na kazdé tvrzeni o determinantech ma-
tice, tykajici se fadkid matice. Dostaneme tak stejné tvrzeni, tykajici se
sloupcti. Analogicky naopak (tzn. z kazdého platného tvrzeni o determinan-
tech, tykajiciho se sloupcti dané matice, dostaneme zdménou slova ,slou-
pect za slovo ,Fadek“ platné tvrzeni, tykajici se fadk).

Vétu 2.5. (a odpovidajici vétu pro sloupce) ¢asto vyuzivame pii konkrét-
nich vypocétech determinantii, kdy se pfi¢itaAnim vhodnych nasobki jednéch
Fadka (resp. sloupcti) k jinym faddkdm (resp. sloupciim) snazime matici
upravit na takovy tvar, z néhoz jiz determinant lehce spocitame. Napii-
klad, dojdeme-li k matici A tvaru:

ap; a2 e a1,(n-1) ain
0 ag a,(n—1) aon
A= :
0 0 A(n-1),(n-1) G(n—1)n
0 0 0 Ann
(tj. vSude pod hlavni diagondlou jsou nuly), pak det A = a11-a92- -+ - app,

jak plyne ihned z definice determinantu. Stejny vysledek (tzn. hodnota
determinantu je rovna soucinu prvkt v hlavni diagonale) dostaneme, jestlize
v matici jsou samé nuly nad hlavni diagonélou.

Ve zbyvajici ¢asti tohoto paragrafu pak odvodime jesté jeden zpisob jak
zjednodusit vypocet determinantu.
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Definice. Necht A = (a;;) je ¢tvercova matice fadu n. Necht je zvoleno k
jejich fadku a sloupct (k < n), a sice: 1 < 41 < ig < -+ < i < m, resp.
1< g1 < jo <+ < ji < n. Pak matice:

Qiyjr Qigga " Qiggy
Qizgy  Qiggy  ~ 7" Qiggy,
M= . .
Qipjr - Qigga """ Qiggy,
se nazyva submatice matice A urcend vadky i1,...,4; a sloupci j;. .., jg.

Jeji determinant | M| se nazyva minor fadu k matice A.

Zbyvajicimi (n—k) fadky a (n—k) sloupci je uréena submatice M matice
A, kterd se nazyva dopliikovd submatice k submatici M a jeji minor [M]| se
nazyva doplnék minoru |M|.

Ozna¢me sy =iy +dg + - +ig + j1 + - + jg. Pak ¢&islo (—1)* - |M]|
se nazyva algebraicky doplnek minoru |M|. Clen doplitku |[M| vynasobeny
¢islem (—1)*M se pak nazyva ¢len algebraického dopliku minoru |M].

Priklad 2.2. Necht A je ¢tvercova matice fadu 4 nad télesem R:

S = O
N DN = DN
—_— O N W
o o

Zvolime-li 47 = 1, 40 = 3, j1 = 2, jo = 3, tj. prvni a tieti fadek, resp.
druhy a tieti sloupec, pak submatice M uréend zvolenymi fadky a sloupci
je tvaru:

2 3 .
M—<2 0), tzn. minor |M| = —6.
Doplitkovou submatici je pak:

M = <2 _g), tzn. doplnék |M| = +18.

Dale je spy =1+ 3+ 2+ 3 =9, tzn. algebraicky doplnék minoru |M| je:

(=1)% - |M] = (-1)? - 18 = —18.
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Poznamka. Oznacime-li s3; soucet indext rfadki a sloupct urcujicich do-
plitkovou submatici M, pak ziejmé plati (—1)*™ = (—1)%, nebot sy +
sy =2-(14+2+---+n) je sudé ¢islo, a tedy sy a sy; musi byt obé bud
soucasné sudd, nebo soucasné licha. Tedy algebraicky doplnék minoru |M |
je té7 roven &islu (—1)*% - [M|, co# lze nékdy pii praktickych vypoétech
s vyhodou poutzit.

Véta 2.6. Necht A je ¢tvercovd matice fadu n, necht |M| je minor vddu k
matice A (k < mn). Pak soucin libovolného clenu minoru |M| s libovolngm
¢lenem jeho algebraického dopliiku je ¢lenem determinantu |A|.

Dukaz. Necht submatice M je uréena fadky i1,...,i; a sloupci j1,. .., jk
matice A, pfiCemz iy < ig < -+ < i, resp. j; < jo < -+ < Jjk.

Zaménme i1-ty Ffadek matice A s (i1 — 1)-tym Ffaddkem, pak s (i1 — 2)-tym
radkem, atd., az s prvnim fadkem. Celkem jsme takto provedli (i; — 1)
zamén Ffadka matice A. Podobné pomoci (i9 — 2) zdmén fadku premistime
i9-ty fadek na misto druhého Fadku, atd., az pomoci (i — k) zamén radku
premistime igx-ty fadek na misto k-tého fadku. Celkem jsme tedy provedli
(i—1)+@G2—2)+ -+ (Gix—k)=(1+-+ir) —(1+2+---+ k) zAmén
radk matice A. Analogicky pomoci (j1 + -+ +jx) — (1 +2+4 -+ k) zdmén
sloupct matice A premistime ji, ..., jx-ty sloupec na misto prvniho, ...,
az k-tého sloupce. (Dilezité je, Ze se po provedeni téchto iprav nezménilo
ptvodni poradi raddkt a sloupcti submatice M ani jeji dopliikové submatice
M, tzn. nezménily se hodnoty jednotlivych ¢lentit minoru | M| ani élent jeho
doplitku [M].)

Tedy pomoci (i1 +---+ig+j1+---+jr) —2- (1 +-- -+ k) zameén radkd,
resp. sloupcu jsme z matice A dostali jistou matici B, pfi¢emz podle véty
2.3.(1) plati:

B| = |A| - (—1)i+tietiitetiy =2 (k) — | A] L (= 1)kt
odkud po vynésobeni &islem (—1)#++iktiit-+ik dostavame:
|A| _ |B| . (_1)i1+"'+ik+j1+"'+jk‘ (2)
Submatice M je v matici B urena prvnimi k fadky a prvnimi k& sloupci.
Potom vsak sou¢in libovolného ¢lenu minoru |M]| s libovolnym ¢lenem do-

plitku |[M| je ¢lenem determinantu |B|, nebot ozna¢ime-li B = (b;;), pak
¢len minoru | M|, resp. ¢len doplitkku [M] jsou tvaru:

(=) Bromti) g, o bkt » TESP. (_1)I(tk+17---7tn).bk+1’tk+1. v by, (3)
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kde I(ty,...,tx) znaci pocet inverzi v permutaci <t
1

+1 -+ n

znadi pocet inverzi v permutaci < ) . Oznacime-1i I(tq,...,tp)

toy1 o0 tn
P Z), pak plati (rozmyslete si prod!):
I(ty, ..., tg) + I(tgg1,---ytn) = I(t1,...,t,). Potom vSak vynasobenim
obou &lenit z (3) dostavame: (—1)(Fswte) o pyy oo by, L con je vak
¢len determinantu |B|.

Odtud (podle (2)) soucin libovolného ¢lenu minoru |M| s libovolnym
¢lenem doplitku | M| vynéasobeny éislem (—1)%+ - Fi+itt+ik je &lenem de-
terminantu |A|. To v8ak je jiz zddané tvrzeni, nebot libovolny ¢len alge-
braického doplitku minoru |M| v matici A obdrzime z libovolného ¢Elenu
doplitku |M| vynésobenim é&islem (—1)%+Fiktiit+i, O

pocet inverzi v permutaci <

Véta 2.7. (Laplaceova véta) Necht A = (a;j) je ctvercova matice Tadu
n, necht je pevné zvoleno k Tddkiu matice A, kde 0 < k < n. Pak deter-
minant |A| je roven souctu vsech (Z) soucinu minord radu k vybrangch ze
zvolenyjch k 1ddku s jejich algebraickymi doplriky.

Dukaz. Ze zvolenych radkt lze ziejmé vybrat minor fadu k pravé (Z)
rtznymi zptsoby. Podle véty 2.6. je soucin ¢lenu takového minoru s ¢lenem
jeho algebraického doplitku ¢lenem determinantu |A|. Pfitom je ziejmé,
ze dostavdme navzdjem rizné ¢leny. K dikazu naseho tvrzeni tedy staci
spocitat, zda uvedenym zpusobem dostaneme v8echny ¢leny determinantu
|A| (kterych, jak vime, je n!). Ale kazdy minor fddu k£ ma k! ¢lent, kazdy
jeho algebraicky doplnék mé (n — k)! &lenit a vybrangch minori je (7), tzn.
celkem dostavame:

mwn—mbw)zmwn—mbmﬁﬁﬁzm

¢lent determinantu |A|, a tedy véta plati. O

Poznamka. Laplaceova véta se také nékdy nazyva ,véta o rozvoji determi-
nantu podle zvolenych k radkd“. Jeji prakticky vyznam spociva v tom, ze
vypocet determinantu uréitého radu, napt. n, prevadime na vypocet jistého
poc¢tu determinanti matic fddu mensiho nez n.

Pripomenme, ze na zdkladé véty 2.1. plati analogicka véta k Laplaceové
vété zformulovand pro sloupce (tzn. slovo ,fadek“ v Laplaceové vété nahra-

k
¢ >7 resp. I(tk+17 s atn)
k
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dime slovem ,sloupec®). Rikdme pak, Ze jsme determinant vyjadiili rozvi-
nutim podle danych k sloupci.

Definice. Necht A = (a;;) je ¢tvercova matice fadu n. Pak algebraicky
doplnék jednoprvkové submatice sestavajici z prvku a;; budeme kratce na-
zyvat algebraicky doplnék proku a;; a oznacovat symbolem A;;.

Dusledek. Necht A = (a;j) je ctvercova matice Fadu n, necht i, resp. j je
pevné zvoleny Tadkovy, resp. sloupcovy index. Pak plati:

|Al = apn - Ain + a2 - Aig + -+ + ain - Ain,
resp.

Al = a1 - Avj + agj - Agj + -+ ang - Apj.
Ddukaz. Uvedeny diisledek je doslovnhym piepisem Laplaceovy véty, a sice
pro k= 1. U

Priklad 2.3. Uzitim Laplaceovy véty spo¢téme determinant |A|, kde A je
matice fadu 4 (nad R) tvaru:

I
O O =
NN O O Ww
Ut DN OO

1. Vypocet provedeme rozvinutim podle 2. a 3. fddku (pii praktickém
vypoctu je ziejmé nejvyhodnéjsi volit fadky, v nichz se vyskytuje pokud
mo7no hodné nul). Pak:

2003 4], s 20 1A, e 28] ]1 3]
|A|_‘3 0H75 (1)+‘3 0H4 5‘( 1)+‘3 2H4 7‘( D7+
00| [14] o o8 |13] o n o8] |11, .,
‘00”45‘(1) +‘02H47‘(1)+02 g4 CUT=
28| |13
32‘-‘47‘_(—20)-(—5)_100.

2. Spoétéme tentyZz determinant rozvinutim podle 1. sloupce. Pak:
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008 1
|Aj=1-10 0 2|-(=1)2+2-]0
475 4

N O W
(2 3 NG RTN
N O w
Tt CO &~
—
|
—_
SN—
IS
-+
.

1
(=1)*+3-|0
4

134
00 8| (~1)°=0-2-10+3-40 + 0 = 100.
00 2

83. Algebra matic

V tomto paragrafu se nejprve vratime k maticim typu m/n (tj. obecné
k obdélnikovym maticim) a ukdZeme si nékteré algebraické struktury, které
lze pomoci matic utvorit. Budeme predpokladat, ze vSechny matice jsou
uvazovany nad pevnym ¢iselnym télesem T (nebude-li vyslovné feceno ji-
nak).

Oznaceni. Vsude v dalsim budeme symbolem Mat,,,(7") oznacovat mno-
7inu v8ech matic typu m/n nad pevnym ¢iselnym télesem 7. NapiSeme-li
tedy, ze A € Mat,,, (T), pak to bude znamenat, ze A je matice typu m/n
nad télesem 7.

Definice. Necht A = (a;;), B = (b;j) € Mat,,,,(T), t € T libovolné. Pak:
(1) matice A+ B = (¢;5) € Maty,,, (T') definovana:

Cij = Q45 + bi]’
proi=1,...,m, 7 =1,...,n se nazyva soucet matic A, B,
(2) matice t - A = (d;j) € Mat,,,(T') definovana:
dij =t- ai]’

proi=1,...,m, 7 =1,...,n se nazyva soucin ¢isla t s matici A.

Vidime, 7Ze soucet matic je definovan pouze pro matice stejného typu,
pricemz pak s¢itdme ,odpovidajici si prvky obou matic“. S¢itani matic je
ziejmé operaci na mnoziné Mat,,, (T"). Podobné, pfi sou¢inu ¢isla s matici
nasobime timto ¢islem kazdy prvek dané matice. Soucin ¢isla s matici tedy
miizeme chapat jako vnéjsi operaci.

Véta 3.1. (Maty,,(T'), +) je komutativni grupa.
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Dukaz. Z predchozi definice a ze zndmych vlastnosti obyéejného séitani
Cisel plyne, ze (Mat,,,(T'),+) je pologrupa, kterd je komutativni. Lehce
se ovéri, ze nulova matice 0,,, je nulou, resp. pro libovolnou matici A =
(a;j) € Mat,,,(T) je matice (—a;;) € Mat,,,(T) opaénym prvkem k A.
Oznacujeme (—a;j) = —A. Tedy (Mat,,,(T'),+) je komutativni grupa. [

Véta 3.2. Mnozina Mat,, (T) je vektorovy prostor nad T (vzhledem k ope-
racim séitani matic a soucinu ¢isla s matici), jehoz dimenze je rovna m-n.

Dukaz. Podle predchozi véty je (Maty,,(T), +) komutativni grupou. Déle,
rozepsanim se lehce ovéri platnost vztaht:

()t-(A+B)=t-A+1t-B,

(2) (t+s)-A=t-A+s- A,

(3) (t-s)- A=t (s- A),

4)1-A=A
pro lib. t,s € T a A, B € Mat, (T'). Tedy z definice vektorového prostoru
plyne, ze Mat,,,(T) je vektorovy prostor nad T (roli vektori hraji tedy
matice typu m/n nad T).

Zbyvéa ukazat, ze dim Mat,y,, (T') = m-n, coz provedeme tak, ze zkonstru-
ujeme bazi vektorového prostoru Mat,,,,(T). Pror =1,...,m,s=1,...,n
ozna¢me symbolem U,; matici typu m/n, kterd ma na r, s-tém misté (tj.
v r-tém fadku a s-tém sloupci) jednicku a vSude jinde samé nuly. Tedy:

1 proi=r, j=s
Urs = (uij) typu m/n, kde u;j = { i ’

0 jinak
Dostavame tak celkem m-n matic U1, ...,Uin,Ust,... ,Uspyeo . s Unity ooy Upnn,
o nichz se rozepsanim lehce ukaze (provedte si podrobné samil!), Ze jsou li-
nearné nezavislé a ze generuji cely prostor Mat,,, (T), tzn. jsou jeho bézi.

[l

Definice. Necht A = (a;;) je matice typu m/n, B = (b;;) je matice typu
n/p (obé nad tymz télesem T'). Pak matice A - B = (c;;) typu m/p, kde:

n

Cij = > ik - brj,
k=1

proi =1,....,m, 7 = 1,...,p, se nazyva soucin matic A, B (v tomto
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Priklad 3.1. Necht A, B jsou matice nad R tvaru:

L2t o 3
A= 0 1-1-71), B= 1 0
-8 0 0-5 _9 _3
Pak:
-6 4
A-B= 9 22 |,
-14 -1

resp. soucin B - A neni vubec definovan.

Poznamka. Pri nisobeni dvou matic A, B zfejmé podstatné zilezi na
jejich poradi. Z predchoziho piikladu vidime, ze se muze stat, ze soucin
A - B je definovan, kdezto sou¢in B - A definovan neni. Ale i v pripadé, ze
oba sou¢iny A- B a B - A jsou definovany a jsou stejného typu (tzn. A, B
jsou ¢tvercové matice stejného typu), neznamend to, ze A- B = B - A, jak
je vidét z nasledujiciho prikladu.

Priklad 3.2. Necht n > 2 a A, B jsou ¢tvercové matice fadu n (nad 7))
tvaru:

10 0 0 0 0

0 0 0 10 0
A - s B =

0 0 0 0 0 0

Pak pfimym vypocltem zjistime, 7e A - B = Ony, kdeito B - A = B, coz
znamena, ze A- B # B - A.

Vidime tedy, Ze nasobeni matic obecné neni komutativni. Na druhé
strané, nasobeni matic je vSak asociativni a nasobeni matic je distribu-
tivni vzhledem ke s¢itdni matic (samoziejmé za predpokladu, Ze vSechny
pouzité soucty a souciny matic jsou definovany), jak ukazuji nasledujici dvé
véty.

Véta 3.3. Ndasobeni matic je asociativni, tj. necht matice A je typu m/n,
B je typu n/p a C je typu p/q. Potom plati:
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A-(B-C)=(A-B)-C.

Dukaz. Necht plati pfedpoklady véty, pticemz A = (a;;), B = (b;j), C =
n
(¢ij). Pak matice A- B = (d;;) je typu m/p, plicemz d;j = ) aju - buj.

u=1

»
Dale pak (A - B)-C = (fij) je matice typu m/q, kde fi; = > diy - ¢yj =
v=1

p n

Y- > @iy - byy - ¢yj, PriCemz v poslednim vyrazu neni tfeba v soucinu za
v=1u=1
sumac¢nimi znaky zavorkovat, nebot se jedna o soucin ¢isel (z T'), pro ktery

plati asociativni zdkon.
P
Podobné, matice B - C = (g;;) je typu n/q, kde gij = > by, - ¢yj. Déle
v=1
pak A- (B - C) = (hi;) je matice typu m/q, kde:
n n p p n
hij = Zaiu *Guj = Zaiu : Zbuv cCyj = Z Zaiu by cCyj = fz]
u=1 u=1 v=1 v=1u=1

Dohromady tedy plati dokazovana rovnost. O

Véta 3.4. Nasobeni matic je distributivni vzhledem ke scitani matic, tj.:
(1) Necht matice A je typu m/n, resp. B, C jsou typu n/p. Potom plati:

A-(B+C)=A-B+A-C.

(2) Necht matice F', G jsou typu m/n, resp. H je typu n/p. Potom plati:
(F+G)-H=F-H+G-H.

Dukaz. (1): Necht A = (aj;) je typu m/n, resp. B = (b;;), C = (cij)
jsou typu n/p. Potom A - (B + C) = (d;;) je matice typu m/p, pricemsz
n

dij = Y aik - (bxj + cxj). Déle, matice A- B + A-C = (f;) je matice typu
k=1

m/p a plati:

n n n
fij = Y2 aik b+ D aik - cxj = Y- ai - (bj + crj) = dij.
k=1 k=1 k=1
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Dohromady tedy plati (1).
(2): Dokaze se analogickym zptsobem jako (1). O

Definice. Ctvercovd matice fadu n (nad T) tvaru:

100 --- 00

010 -+ 00

001 -- 00
E, =

000 -~ 10

000 -- 01

(tj. matice majici v hlavni diagondle samé jednicky a vSude jinde samé
nuly) se nazyva jednotkovd matice (fadu n).

Véta 3.5. Mnozina véech ctvercovijch matic 7ddu n (nad T) s operacems
s¢itdni matic a ndsobeni matic, tj. (Maty,,(T'),+, ), je okruhem s jednickou.
Tento okruh pro n > 2 neni komutativni a obsahuje délitele nuly.

Dikaz. Je ziejmé, ze s¢itdni matic, resp. nadsobeni matic jsou operace na
mnoziné Mat,, (7). Z vét 3.1., 3.3. a 3.4. pak ihned plyne, ze (Mat,,(T), +, -)
je okruh. Déle, pro libovolnou matici A € Mat,,,(T') zfejmé plati (ovéite si
rozepsanim!), ze:

E, - A=A-FE,=A,
a tedy jednotkova matice F, je jedni¢kou okruhu (Mat,,(T),+, ).
7 prikladu 3.2. pak plyne, ze pro n > 2 tento okruh neni komutativni

a obsahuje délitele nuly (nulou je zde zifejmé nulovd matice fadu n, tzn.
Onn)- O

Poznamenejme, ze okruh (Maty,,(T'),+, ), struéné téz nazyvany ,,okruh
matic“, je jednim z nejjednodussich prikladt nekomutativniho okruhu.

Véta 3.6. Necht A = (a;;) je matice typu m/n, B = (b;j) je matice typu
n/p. Pak plati:
(A-B)=B"-A

(tj. transponovand matice k soucinu matic je rovna soucinu transponova-
nych matic v opacném poradi).
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Dukaz. Matice (A - B)' = (¢i;) je typu p/m, pfi¢emz c;; je prvek stojici
n

v matici A-B v j-tém fadku a i-tém sloupci, tzn. ¢;; = Y ajj-by;. Déle pak
k=1

n n
matice B-A = (dz]) je typu p/m, kde di]’ = Z bki “Qjk = Z Qg * bki = Cij,
a tedy plati dokazovana rovnost. O
Véta 3.7. (Cauchyova v&ta) Necht A = (a;j), B = (bij) jsou cétvercové
matice 7ddu n. Pak plati:

|A- B| =[A]-|B].

Dukaz. Uvazme matici H fadu 2n tvaru:

an ayg - ayp, 0 0 - 0

a1 az -+ axy O 0O - 0

g e e - am 0O 0 --- 0
1 0 - 0 by by - by
0 -1 -+ 0 bar b --- boy
0 0 e -1 bnl bn2 e bnn

Uzitim Laplaceovy véty (a sice rozvinutim podle prvnich n fadkid) dosta-
vame:

|M| = |A] - |B. (1)
Nyni ke kazdému z poslednich n sloupci pri¢teme vhodnou kombinaci prv-
nich n sloupci tak, aby na misté kazdého b;; vznikla nula (piesnéji feceno:
k (n + j)-tému sloupci pri¢teme by;-krat 1. sloupec +-- -+ byj-krat n-ty

sloupec, pro j = 1,...,n). Dostavame tak matici:
ailr a2 - @iy €11 €12 -t Clp
a1 @ -+ Ay C21 €22t C2p
K = apl1 Gp2 *°* Gpp Cpl Cp2 *°° Cpp
-1 0 --- 0 o o --- 0|
o -1 --- 0 o o0 -~ 0
0 o -~ -1 0 0 - 0
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n
v niz Cij :ail-blj+---+am-bnj = Zaik'bkja proi,j =1,...,n. Pti
k=1

tomto oznacenti je tedy (c;;) = A-B. Rozvinutim podle poslednich n sloupcii
matice K pak dostavame:

|K| _ |A‘B|‘(_1)n‘(_1)1+---+n+(n+1)+---+2n — |A‘B|‘(_1)2-n-(n+1) _ |AB|
(2)
Ale tpravy, pomoci nichZ jsme z matice H dostali matici K, neméni

hodnotu determinantu (podle véty 2.5.(2) zformulované pro sloupce), a
tedy |H| = | K|, odkud pomoci (1) a (2) dostavame:

[Al-|B] = [A- B,
coz je zadané tvrzeni. O

Definice. Ctvercova matice A se nazyva reguldrni matice (vesp. singuldrni
matice), je-li |A| # 0 (resp. |A| = 0).

Dusledek. Necht A, B jsou c¢tvercové matice stejného Fadu n. Pak plati:
matice A - B je requldrni <= o0bé matice A i B jsou reguldrni.

Dukaz. Tvrzeni plyne piimo z definice regularni matice a z Cauchyovy
véty. O

Definice. Necht A je ¢tvercovd matice fadu n. Matice X s vlastnosti:
A-X=E, NX-A=EFE, (3)

(pokud takova existuje) se nazyva inverzni matice k matici A a oznacuje
se symbolem A~

Pozndamka. 7Z (3) predev§im plyne, Ze inverzni matice (pokud existuje)
musi byt také ¢tvercova a fadu n. Déle, vzhledem k tomu, ze (Mat,,(T),-)
je pologrupa s jednickou E, (viz véta 3.5.) a pojem inverzni matice je
totozny s pojmem inverzniho prvku v této pologrupé, mize k matici A
existovat nejvyse jedna inverzni matice (podle V.1.3., kap. II.) a oznadeni
A~ je tedy korektni. Nasledujici véta a jeji diisledek ndm pak udava nutnou
a dostateénou podminku existence inverzni matice a vzorec pro jeji vypodet.
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Véta 3.8. Necht A = (ay;) je ctvercovd matice fadu n. Potom plati: k ma-
tici A existuje matice inverzni <= A je reguldrni matice.

Dukaz. ,=“: Necht k A existuje inverzni matice A~!. Pak plati E, =
A-A7t odkud 1 = |E,| = |A- A7 = |A]-|A7Y|. Pak ale je |A| # 0, a tedy
A je regularni matice.

»<=“: Necht A je regularni matice, tzn. |A| # 0. Ozna¢me:

An Ay - Ap

Ag Ay - Apo
A* = ) ) i

Aln A2n e Ann

matici, v niZz na 7, j-tém misté je Aj; (pozor na pofadi indexi!), tzn. al-

gebraicky doplnék prvku stojicitho na j,i-tém misté v pavodni matici A.

Poznamenejme, Ze matice A* se nazyva adjungovand matice k matici A.
Nyni dokadzeme, 7e matice X = 1| - A* je inverzni matici k matici A.

>

M=

Necht A- X = (Cij)a tzn. Cij = A

] a;j - Aji. Potom ale:

. . 1
“Pprov = JJe Ci = a7

ol
1=
&
=
i];
=
I

dr 14 = 1 (wiitim disledku
Laplaceovy véty),

n n
— pro 7 7'5 _] je Cij = ‘ij . kzlaik . Ajk = |17‘ -0=0 (vyraz kzlaik . Ajk je
roven nule, nebot podle disledku Laplaceovy véty se jedné o determinant
matice, v niz i-ty a j-ty fadek jsou stejné).
Vidime tedy, ze A- X = (c;j) = En.
Analogickou tvahou se zjisti, ze X - A = E,, tzn. dohromady dostavame,
7e X = A™', a tedy k matici A existuje matice inverzni. O

Dusledek. Necht A je requldrni matice. Pak A~ = (ﬁ) - A*,
Dukaz. Tvrzeni plyne ihned z 2. ¢asti dikazu predchozi véty. O

Nékteré jednoduché zakladni vlastnosti inverznich matic, resp. regular-
nich matic ndm popisuji nasledujici dvé véty.

Véta 3.9. Necht A, B jsou requldrni matice vadu n. Pak plati:
(1) (A7)t =4,
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Dukaz. (1) a (2) plynou z véty 1.4., kap. II., a z véty 3.8., uvédomime-li
si, ze (Matp,(T),-) je pologrupa s jednickou.

(3): Ziejmé A- A~! = E,, odkud podle Cauchyovy véty je |A| - |[A7!| =
|En] =1, tzam. |[A71| = ﬁ.

(4): Podle véty 3.6. je (A1) - A' = (A- A™YY = E! = E, a analogicky
téz A'- (A~ = E,, tzn. podle (3) je (A~!)" inverzni matici k matici A’,
neboli plati (4). O

Véta 3.10. Necht Maty,,(T) znaci mnoZinu vech reguldrnich matic vddu
n (nad T'). Pak (Maty,,(T),-) je grupa, kterd je pro n > 2 nekomutativni.

Dukaz. Ziejmé E, € Mat,,(T'). Podle disledku Cauchyovy véty a podle
vét 3.3. a 3.8. ihned dostédvame, ze (Mat,,(T),-) je grupa.
Déle necht n > 2. Vezméme matice A, B fadu n tvaru:

110 -+ 00 0 0 0 01
010 --- 00 0 0 010
001 -- 00 0 0 100
A= | B= :
000 -- 10 01 0 00
0 00 1 10 000

Potom zfejmé A, B jsou regularni, tj. A, B € Mat,,,(T) aplati A-B # B-A
(ovéite si vypocétem!). Tedy uvazovand grupa neni komutativni. O

Multiplikativni grupa regularnich matic fadu n (n > 2) je dal$im po-
mérné jednoduchym piikladem nekomutativni grupy.

Poznamka. V§imnéme si, Ze z véty 3.8. bezprostiedné plyne, Ze pii prak-
tickém ovérovani, zda matice X je inverzni matici k A, staci ovéfovat pouze
jednu z rovnosti (3), tzn. rovnosti:
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ponévadz druhd rovnost je jiz vynucena. (Je-li napt. A- X = E,,, pak A je
regularni a existuje matice A~!. Pak vyndsobenim vychoziho vztahu zleva
matici A~! a zprava matici A dostdvame: A='- (A-X)-A=A"1-E, A,
tzn. po tpravé: X - A = E,,.)

84. Hodnost matice

V tomto paragrafu bude A = (a;;) znacit matici typu m/n nad ¢iselnym
télesem T', tzn.:

ail ai2 ain

a1 a2 aon
A= . )

aml Am2 " OGmn

kde a;; € T. Jak jiz bylo diive feceno, fddky matice A mlzeme chipat
jako vektory z vektorového prostoru T". Potom vektory — fddky matice A
generuji v I jisty podprostor W a my se v dal§im budeme zajimat o jeho
dimenzi.

Podobné, sloupce matice A lze chapat téz jako vektory — tentokrat z vek-
torového prostoru 7™, pricemsz tyto vektory — sloupce matice A generuji
v T™ jisty podprostor H. Je samoziejmé, ze T™ a T™ jsou obecné dva zcela
rozdilné vektorové prostory a totéz plati i o podprostorech W a H. Piesto
v8ak ukizeme, Ze dimenze obou téchto podprostortt musi byt stejné, tzn.
dimW = dim H.

Definice. Necht A = (a;;) je matice typu m/n nad T. Pak dimenze vekto-
rového podprostoru v T™ generovaného fadky matice A se nazyva hodnost
matice A a oznacuje se symbolem h(A).

Véta 4.1. Hodnost matice je rovna mazimdlnimu poctu jejich linedrné ne-
zavislych radki.

Dukaz. Tvrzeni plyne ihned z definice hodnosti matice, definice dimenze,
definice baze a z véty 4.1., kap. L. O

Poznamka. Z predchoziho je zifejmé, Ze hodnost matice A je rovna nule,
pravé kdyz A je nulovou matici. Je-li tedy matice A nenulova, pak jeji
hodnost je rovna nékterému prirozenému é&islu.
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Dalsi moznost vyjadfeni hodnosti matice ndm ukéZe nésledujici véta.
Poznamenejme k ni jeSté to, Ze pojem minoru fadu k& matice A lze ziejmé
stejnym zpisobem jako v §2 definovat i pro libovolnou (obecné obdélni-
kovou) matici A typu m/n za predpokladu, Ze £ < min{m,n}. Je-li vSak
m # n, nelze pak jiz samoziejmé hovorit o doplnku tohoto minoru.

Véta 4.2. Necht A je nenulovd matice typu m/n. Pak hodnost matice A
je rovna mazimdlnimu z fddu nenulovych minori matice A.

Dukaz. Necht A = (a;;) je nenulova matice typu m/n. Pak ziejmé existuje
minor |M| fadu k£ > 0 tak, ze |M| # 0 a vSechny minory fadu vétsiho
nez k (pokud vibec existuji) jsou rovny nule. Bez jmy na obecnosti lze
predpokladat, Ze submatice M je uréena prvnimi k£ rfadky a prvnimi &
sloupci matice A. Chceme nyni dokazat, ze h(A) = k. Ale plati:

«) Prvnich k£ fadki matice A je linedrné nezavislych.
V opac¢ném ptipadé by byly i fadky submatice M lineadrné zavislé a podle
véty 3.2., kap. L., resp. véty 2.4. by byl |M| = 0, coz je spor.

B) r-ty fadek (kK < r < m) matice A je linedrni kombinaci prvnich k
radkii.

Necht tedy &k < r < m a necht 1 < j < n libovolné. Utvoime matici:

aip -t Al a1y
D; =

g1 vt Gk Gk

Qry - Qpfg  Gpj

tak, Ze matici M ,ovroubime® odpovidajicimi prvky r-tého fadku a j-tého
sloupce matice A. Determinant |D;| je zfejmé roven nule, nebot pro j > k
je |Dj| minorem fadu k + 1, resp. pro j < k obsahuje matice D; dva stejné
sloupce. Rozviiime nyni |D;| podle posledniho sloupce. Dostavame:

0:|Dj|:alj-L1+a2j-L2+---+akj-Lk—i—a,«j-|M|,

kde L; (i = 1,...,k) jsou algebraické dopliikky prvki posledniho sloupce
(uvédomme si, ze L; nezavisi na j). Ponévadz | M| # 0, miZzeme psat:

=L Lk
Arj = —1aq7 " Q15 M~ Qkj
pro kazdé 5 = 1,2,...,n, coz vSak znamena, ze r-ty fadek je linedrni kom-

binaci prvnich £ radki.
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Z «) a ) plyne, ze maximalni pocet linearné nezavislych fadki matice
A je roven Cislu k, a tedy podle véty 4.1. je h(A) = k. O

Dusledek. Transponovinim matice se jeji hodnost nezméni, tj. h(A) =
h(A").

Dukaz. Je-li A nulovd matice, pak A’ je téZ nulova matice a tvrzeni plati.
Necht tedy A je nenulovd matice a necht h(A) = k. Pak podle predchozi
véty existuje v A nenulovy minor fadu k a vSechny minory fddu vétsiho
neZ k jsou rovny nule. UvaZme nyni transponovanou matici A’. Vzhledem
k tomu, Ze transponovianim se neméni hodnoty minort (plyne z véty 2.1.),
existuje tedy i v matici A’ nenulovy minor fddu k& a vSechny minory fadu
vétstho nez k v A’ jsou rovny nule. To ale znamena (opét podle piedchozi
véty), ze h(A") =k, a tedy h(A) = h(A'). 0

Véta 4.3. Hodnost matice je rovna mazimdlnimu poctu jejich linearné ne-
zavislych sloupcii.

Dukaz. Podle predchoziho dusledku a podle véty 4.1. je hodnost matice A
rovna maximalnimu poctu linedrné nezavislych tadki transponované ma-
tice A’, tj. maximalnimu po¢tu linedrné nezavislych sloupcti piivodni matice

A. O

7 piedchozich tvrzeni jiz vyplyva to, o ¢em jsme hovorili na zacatku
paragrafu, a sice je-li matice A matice typu m/n, pak dimenze podprostoru
(v T™) generovaného fadky matice A je rovna dimenzi podprostoru (v 7T)
generovaného sloupci matice A.

V dal8im si nejprve vSimneme pripadu, kdy matice A je ¢tvercova.

Véta 4.4. Necht A je étvercova matice Tadu n. Pak ndsledujict vijroky jsou
ekvivalentni:
(1) matice A je requldrni,
(2) h(A) =
(3) rddky matzce A jsou linearné nezdavislé,
(4) sloupce matice A jsou linedrné nezdvislé.

Dukaz. ,(1) =
plyne, ze h(A) =
»(2) = (3)“: Plyne z véty 4.1.

( )“: Necht A je regularni, tzn. |A| # 0. Pak z véty 4.2.
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»(3) = (4)“: Plyne z vét 4.1. a 4.3.
»(4) = (1)“: Plyne z vét 4.3. a 4.2. O

Predchozi véta ndm samoziejmé zaroven podava i charakterizaci singu-
larni matice. Provedenim obmén vSech implikaci totiz dostavame, ze ekvi-
valentni jsou téz vyroky:

(1) matice A je singularni,

(2) h(A) <
(3) radky matlce A jsou linedrné zavislé,

(4) sloupce matice A jsou linedrné zavislé.

Véta 4.5. Necht A je matice typu m/n. Pak plati:
(1) je-li B matice typu n/p, pak:

h(A-B) < h(A) a h(A-B)<h(B),

(2) je-li R (resp. S) reguldrni ¢tvercovd matice vadu m (resp. Tddu m),
pak:

hA-R)=h(A) a h(S-A) =h(A).

Dukaz. (1): Necht A = (a;;), B = (bi;). Oznaéme A - B = (¢;;) a dale
oznacme:

ail -+ Gy €11ttt Clp
D=

aml °° OGmn Cml " Cmp

Matici D miZeme chapat jakoZto matici A, k niZ bylo pfidano jistych p
sloupci. Ale ponévadz:

n
Cij = Zaik'bkj:blj'ai1+b2j‘ai2+“'+bnj-am
k=1

pro pevné j a i = 1,...,m, vidime, Ze pridané sloupce jsou vzdy linearni
kombinaci prvnich n sloupct, a tedy je h(D) = h(A).

Matici D vSak muZeme téz chapat jako matici A - B, k niZz jsme (zleva)
pridali jistych n sloupci, tzn. pak ziejmé plati h(A-B) < h(D). Dohromady
dostavame, ze h(A - B) < h(A).

Analogickym zptisobem (pfidanim vSech fadkd matice A - B k fadkim
matice B) se dokaze, ze h(A - B) < h(B).
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(2): Podle pravé dokazané ¢asti (1) je h(A - R) < h(A). Ale zfejmé
A= (A-R)-R™!, atedy opét podle (1) je h(A) = h((A-R)-R™') < h(A-R).
Dohromady pak dostavame, ze h(A - R) = h(A).

Druh4 ¢ast tvrzeni (2) se dokaze analogicky. O

85. Dalsi vlastnosti a uziti matic

V prvni ¢asti tohoto paragrafu si odvodime jednoduché metody vypo-
¢tu hodnosti matice, resp. vypocétu inverzni matice a ukazeme si nékteré
moznosti aplikaci téchto postupt pii feSeni tloh o vektorovych prostorech.

Definice. Necht A je matice typu m/n nad télesem T. Pak kazdi z na-
sledujicich tprav matice A se nazyva elementdrni radkovd dprava matice
A:
(1) libovolna zdména poradi radku,
(2) vynasobeni libovolného fddku nenulovym ¢islem z T,
(3) k jednomu fadku pfic¢teni jiného fadku vynasobeného libovolnym ¢is-
lem z T.

Poznimka. Rekli jsme si, e fadky matice A budeme chipat jako vektory
z vektorového prostoru T™. V tomto smyslu pak elementarni fadkové tpravy
matice A chiapeme jako vySe popsané manipulace s vektory z T™.

Radky matice A generuji ve vektorovém prostoru 7" jisty podprostor W.
Dulezité je (jak ukaze nésledujici véta), Ze provedeni elementarni fadkové
dpravy neovlivni tento podprostor W.

Véta 5.1. Necht A je matice typu m/n nad T a necht matice B vznikne
z matice A provedenim elementdrni tdadkové upravy. Pak podprostor (ve
vektorovém prostoru T™) generovany Tddky matice A je roven podprostoru
generovanému Tddky matice B.

Dtikaz. Radky matice A (chdpané jako vektory ve vektorovém prostoru T7)
ozna¢me Uy, ..., Un,. Podle véty 3.1.(2), kap. 1., je podprostor generovany
radky matice A roven mnoziné vSech linedrnich kombinaci téchto fadku,
tzn.:

(Ui, U] = L(wg, ..., Up).

Podprostor [uq,...,uy,]| se nezméni, jestlize:
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a) zaménime libovolné poradi fadkd matice A,

nebot ziejmé L(wuy, ..., Uy) = L(w;,, ..., u;, ), kde (i1,...,in) je libovolné
poradi indext 1,...,m,

B) vynasobime i-ty fddek matice A nenulovym ¢islem ¢t € T,
nebot L(wy,..., Wi, ...,Up) = L(wy,...,t- uj ..., upy), jak se lehce ovéri
rozepsanim,

) pri¢teme k i-tému fadku matice A t-ndsobek j-tého rfadku (i # j),
nebot L(wi,..., Ui, ..., Upy) = L(ui,...,u; +1-uj, ..., uy,), jak se opét
ovéri rozepsanim.

Ukézali jsme tedy, Ze podprostor [w1,...,un,] v T™ se nezméni provede-
nim libovolné elementirni fadkové tpravy matice A. O

Dusledek. Provedeni libovolné elementdrni radkové upravy matice A ne-
zmeéni hodnost matice A.

Dukaz. Tvrzeni plyne bezprostiedné z definice hodnosti matice a z pred-
chozi véty. O

7 piedchozich Givah vyplyva, 7ze pii praktickém zjigtovani hodnosti dané
matice A bude zfejmé vyhodné pomoci elementirnich fddkovych uprav
(které neméni hodnost) prevést matici A na néjaky . jednoduchy tvar®,
z néhoz jiz hodnost okamzité uréime. Tento ,,jednoduchy tvar“ popisuje
nasledujici definice.

Definice. Necht A je matice typu m/n. Rekneme, ze A je matice ve schodo-
vitém tvaru, jestlize v matici A kazdy nenulovy fadek zacind vét§im poctem
nul nez predchozi radek.

Poznamka. Rozebereme-li si podrobnéji predchozi definici, pak vidime, ze:

1. Libovolnd matice typu 1/n, tj. matice sestdvajici pouze z jednoho
radku, je vidy ve schodovitém tvaru.

2. Je-li matice A ve schodovitém tvaru, pak pripadné nulové radky musi
byt v matici A umistény ,dole“. Specielné, nulovd matice 0,,, je ziejmé
zvlastnim piipadem matice ve schodovitém tvaru.

3. Je-li nenulova matice A ve schodovitém tvaru, pak svym tvarem sku-
teéné odpovida tomuto nizvu, nebot nuly v matici A tvori jakési ,,schody*.
Pfitom prvni fddek miize, ale nemusi zac¢inat nulou (resp. nulami), druhy
radek vsak jiz musi zadinat alespon jednou nulou, tieti fadek musi zaci-
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nat alespon dvéma nulami, atd. Schématicky znizornéna vypada nenulova
matice A ve schodovitém tvaru takto:

(R (A ain,
0-«---- 0agjy - -vvmeee s aon
A=10- - v 0agj, ~~ - agn |,
O« v v oe e 0
O« v v e e 0

kde 1 < j1 < jo < -+ < ji < m,resp. 1 < k < min{m,n}, resp. a;j, # 0
prot=1,2,...,k.

Véta 5.2. Kazdou matici lze konecnym poctem elementdrnich vadkovijch
uprav prevést na schodovity tvar.

Dukaz. Necht A = (a;;) je matice typu m/n. Je-li A nulova matice, pak je
jiz ve schodovitém tvaru a jsme hotovi. Necht tedy A je nenulovd matice.
Drtikaz nyni provedeme matematickou indukei vzhledem k m (tj. vzhledem
k po¢tu fadka matice A).

a) Pro m =1 je matice A jiz ve schodovitém tvaru a tvrzeni plati.

B) Predpokladejme, ze kazdou matici o 1,2,...,m Fadcich lze koneé-
nym poctem elementirnich Ffadkovych tprav prevést na schodovity tvar.
Necht nyni A je matice o (m + 1) ¥adcich. Necht s-ty sloupec je prvnim
nenulovym sloupcem matice A. Pak pfipadnou vyménou dvou radku do-
staneme z matice A matici B = (b;;), kterd ma v 1. fadku a s-tém sloupci

1s
nasobek prvniho fddku, postupné pro ¢ = 2,...,m + 1. Dostaneme tak

matici C' = (¢;;), kterd ma v prvnich s sloupcich samé nuly s vyjimkou
prvku ¢1; # 0. Aplikujeme-li nyni na matici sestavajici z poslednich m
Fadkt matice C' indukéni predpoklad, dostavame tvrzeni véty (rozmyslete
si podrobné prodc!). O

nenulovy prvek b5 # 0. Nyni k i-tému fddku matice B pric¢teme (—%)—

Véta 5.3. Hodnost matice ve schodovitém tvaru je rovna poctu jejich ne-
nulovych Tddk.

Dukaz. Necht A je matice typu m/n ve schodovitém tvaru. Je-li A nulova
matice, pak h(A) = 0 a tvrzeni plati.
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Necht tedy A je nenulovd matice ve schodovitém tvaru, kterd obsahuje k
nenulovych fadki. Téchto k fadkt musi byt linedrné nezavislych (plyne ro-
zepsanim piimo z definice matice ve schodovitém tvaru) a vSechny ostatni
rfadky (pokud existuji) jsou nulové. To znamend, Ze maximdlni pocet li-
nearné nezavislych radki matice A je roven k, a tedy podle véty 4.1. je
h(A) = k. O

Pomoci poslednich dvou vét a diisledku véty 5.1. miizeme nyni pomérné
jednoduse zjistovat hodnost dané matice A. Matici A nejprve pievedeme
pomoci elementarnich fadkovych tprav na schodovity tvar (algoritmus je
popséan v dikazu véty 5.2., ktery byl konstruktivni), v némz pak jen spo-
¢itame pocet nenulovych radkta. Cely postup si ukdZeme na nasledujicim
prikladu.

Priklad 5.1. Urcete hodnost matice A (nad télesem R) tvaru:

N == O

1
2
1
1

w w o =
SO OO
—_ O = =
[\DHL[\D»—A

Reseni: Nejprve zaménou 1. a 2. fadku dosdhneme toho, Ze v levém
hornim rohu matice bude nenulovy prvek. Potom vynasobenim 1. fadku
vhodnym ¢islem (zde redlnym) a jeho pFi¢tenim k 2., 3., resp. 4. fadku
dosdhneme toho, Ze pod timto nenulovym prvkem v 1. sloupci budou samé
nuly. Analogickym zptsobem pak upravujeme submatici sestavajici z 2., 3.
a 4. rddku, atd., az nakonec dostaneme matici ve schodovitém tvaru.

Poznamenejme, ze po tpravé budeme mezi jednotlivymi maticemi psat
symbol —. Z tuspornych dtvodt provadime obvykle vzdy nékolik elemen-
tarnich fadkovych tprav typu (3) najednou. Tedy pak:

1 2 0 0-1-2 1 2 0 0-1-2
A 0 1 1 0 1 1 N 0 1 1 0 1 1 N
-11 3 0 0-4 0 3 3 0-1-6
2 1-3 0-1 2 0-3-3 0 1 6
1 2 0 0-1-2 1 2 0 0-1-2
0 1 1 0 1 1)_> 0 1 1 0 1 1)
0 0 0 0-4-9 0 0 0 0-4-9
0 0 0 0 4 9 0 0 00 0 O
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Vidime, ze posledni matice (ktera je ve schodovitém tvaru) ma 3 nenulové
fadky, a tedy h(A) = 3.

Predchozi metodu (kterd je samoziejmé jen jednou z mnoha zndmych
metod urc¢ovani hodnosti matice) mizeme s vyhodou pouzit p¥i feseni celé
tfady tloh o vektorovém prostoru T". Chceme-li napiiklad v T™ zjistit di-
menzi a bazi néjakého podprostoru W generovaného koneénym pocétem
zadanych vektori, pak tyto vektory napiseme jako radky do matice, kterou
elementarnimi rddkovymi tpravami prevedeme na schodovity tvar. Nenu-
lové radky takto ziskané matice ve schodovitém tvaru jsou pak bazi podpro-
storu W (jak plyne z vét 5.1. a 5.3.). Podobnym zptsobem lze postupovat
napiiklad p¥i zjigtovani dimenze a baze sou¢tu dvou podprostort v T, atd.

Priklad 5.2. Ve vektorovém prostoru R® jsou dany podprostory W; =
[u1, w9, us] a Wy = [v1,v9,v3], kde w1 = (1,-1,2,4,0), ug = (0,0,1,3,2),
uz = (1,—-1,1,1,-2), resp. v1 = (0,1,0,2, -2), v = (—1,2,1,3,-2), v3 =
(—=1,0,1,—1,2). Urcéete dimenzi a bazi podprostoru Wy + Ws.

Reseni: Vektory wi, us, us, v, va, v3 generuji Wi +Ws (proc¢?), tzn. Wi+
Wy = [u1,u2,us,v1,v2,v3]. Stadi tedy napsat uvedenych Sest vektoru do
radkd matice a tuto matici prevést elementarnimi fadkovymi tipravami na
schodovity tvar, Tedy:

1-1 2 4 0 1-1 2 4 0 1-1 2 4 0
00 1 3 2 01 0 2-2 01 0 2-2
1-1 1 1-2 00 1 3 2 00 1 3 2
010 2-2|"10oo0o-1-3-2|"]0 0-1-3-2|"
102 1 3-2 0 1 3 7-2 00 3 5 0
10 1-1 2 0-1 3 3 2 00 3 5 0

1-1 2 4 0 1-1 2 4 0

01 0 2-2 01 0 2-2

00013 2| o013 2

00 0 0 0 00 0 4 6

0 0 0—4—6 00 0 0 0

0 0 0—4—6 00 0 0 0

Tedy dim(W; + Wy) = 4, piicemz bazi Wi + Wy tvori napiiklad nenulové
fadky posledni matice, tj. vektory wy = (1, —1,2,4,0), wy = (0,1,0,2, —2),
ws = (0,0,1,3,2), wy = (0,0,0,4,6).
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Jednou z dalSich zdkladnich tloh linedrni algebry je hledani inverzni
matice k dané ctvercové regularni matici A fadu n. Z dusledku véty 3.8.
vime, zZe:

-1 _ 1 *
Al =LA,

kde A* je adjungovand matice k matici A, a podle tohoto vzorce muzeme
téz inverzni matici A~! piimo spoéitat. Je viak vidét, Ze pro vétsi n bude
vypocet prili§ pracny (je t¥eba vypocitat jeden determinant matice fadu n
a dale n? determinantt matic ¥4du n — 1). Proto si nyni odvodime jednu
pomérné jednoduchou a pro ruc¢ni vypocet celkem vhodnou metodu nalezeni
inverzni matice.

Véta 5.4. Necht A je requldarni matice ¥adu n nad T. Pak plati:
(1) matici A lze koneéngm poctem elementdrnich vdadkovych dprav prevést
na jednotkovou matici E,,
(2) provedeni tadkové elementdrni upravy matice A je ekvivalentni vynd-
sobeni matice A zleva jistou requldrni matici Tddu n.

Dukaz. (1): Podle pfedpokladu je h(A) = n, a tedy (podle vét 5.2. a
5.3.) matici A lze koneénym poétem elementarnich fddkovych tprav pievést
na tvar, v némz v hlavni diagondle jsou nenulové prvky a pod ni jsou
samé nuly. Vynasobenim jednotlivych fadkt vhodnymi nenulovymi éisly
z T dostaneme v hlavni diagondale samé jednicky a pak kone¢nym pocétem
elementarnich fadkovych tprav typu (3) nad diagonalou samé nuly. Tedy
dostaneme jednotkovou matici E,,.

(2): Rozepsanim se bezprostiedné ovéii, ze:

a) Zéaména dvou fadki (i-tého a j-tého) matice A je ekvivalentni vy-
nasobeni matice A zleva matici F', kde F' je matice vznikla z jednotkové
matice F, (fddu n) zdménou i-tého a j-tého fadku. Ziejmé ale |F| = —1,
tzn. matice F' je regularni.

B) Vynésobeni i-tého fadku matice A nenulovym ¢islem ¢ € T je ekviva-
lentni vynasobeni matice A zleva matici G, kde G je matice vznikla z jed-
notkové matice FE, vyndsobenim i-tého fadku c¢islem . Ale |G| =t # 0,
tzn. matice G je reguldrni.

) Pii¢teni t-ndsobku j-tého fadku k i-tému fadku matice A (kde i # j
at € T libovolny) je ekvivalentni vynasobeni matice A zleva matici H, kde
H je matice vznikla z jednotkové matice FE,, pri¢tenim ¢-nasobku j-tého
fadku k i-tému fadku. Podle véty 2.5. (1) v8ak |H| = 1, tzn. H je regularni
matice. O
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7 predchozi véty uz nyni primo plyne metoda vypoctu inverzni matice
k matici A. Spoé¢ivd v tom, Ze elementarnimi fadkovymi tpravami pie-
vedeme matici A na jednotkovou matici F, a tytéZz elementarni fadkové
upravy paralelné aplikujeme na jednotkovou matici F,,, kterd ndm nakonec
piejde v hledanou inverzni matici A~', nebot podle piedchozi véty existuji

reguldrni matice R1,..., Rs; takové, ze:
(Rg+ -+ Ry~ Ry)-A=E,,
co# znamend, e (Rs- --+ - Ry - Ry) = A~!. Soucasné vsak:
(Rg- -+ “Ry-Ry)-Ep=(Ry- - -Ro-Ry),
odkud tedy jako vysledek dostdvame matici (Rs- --- - Ry - Ry) = A7

Prakticky provadime vypocet tak, ze obé matice, tj. A a E,, napiSeme
vedle sebe a oddélime svislou ¢arou. Pak provadime zvolené elementarni
radkové upravy, a to soucasné pro obé matice najednou. Vysledné matice
budeme mezi sebou oddélovat symbolem ~.

Priklad 5.3. K dané regulirni matici A (nad télesem R) naleznéte inverzni
matici A~!. P¥itom:

1 1 1
A=1[1 3 2
1 1 0
Reseni:
1 1 1)1 0 0 1 1 1 1 0 0
13 2|0 1 0)J~[0 2 1|-1 1 0]~
11 0|0 0 1 0 0-1]-1 0 1
1 1 1 1 0 0 1 1 0 0 0 1
1 101 11
0 0 1 1 0-1 0 0 1 1 0-1
1 00 1-1 1
ot
0 1 0 1 3 3
0 0 1 1 0-1
Hledanou inverzni matici je tedy matice:
-}
-1 T 1
At=1-1 5 3
1 0-1
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V nasich predchozich Gvahach o vektorovych prostorech jsme doposud
vystacéili vidy s jednou pevnou bazi daného vektorového prostoru, vzhledem
k niz jsme vyjadfovali napiiklad soutradnice vektoru, atd. Na zavér tohoto
paragrafu budeme nyni vySetfovat vzajemny vztah mezi dvéma béazemi
daného vektorového prostoru, resp. vztah mezi souradnicemi téhoz vektoru
v riznych bazich daného prostoru. Ukdzeme si, Ze v obou pripadech lze
s vyhodou pouzit maticového zpusobu zipisu, ¢imz se formdlné znacné
zjednodusi nase vyjadrovani.

Definice. Necht V je vektorovy prostor nad T a necht:
Uly...,Up (1)

Viy...,Up (2)

jsou dvé jeho baze. Necht déle je:
V1 =a11 Uy +ag U2+ Fap1c Uy
'02:a12-u1+a22-uQ+---+an2-un
Vp = Gip UL + A2 - U2 + - + Gpp - Uy

Pak matice A tvaru:

aip a2 - ain

a21 Q22 - Qon
A=

anpl1 Ap2 -°° dpn

se nazyva matice prechodu od bdze (1) k bdzi (2).

Poznamka. 1. Rozebereme-li si predchozi definici, pak vidime, %e matici
A prechodu od jedné baze ke druhé bazi prostoru V zkonstruujeme tak,
7e j-ty vektor druhé baze vyjadiime jako linedrni kombinaci vektord prvni
baze a jeji koeficienty pak zapiSeme do j-tého sloupce matice A (pro j =
1,2,...,n). Pfitom je samoziejmé, ze jak poradi obou bazi, tak i poradi
vektori v téchto bazich je podstatné a nelze je nijak zaménovat.

2. Matice prechodu od jedné baze k druhé bazi prostoru V je vzdy re-
gularni (plyne z (3) a z linedrni nezavislosti vektori druhé béze).
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Priklad 5.4. Ve vektorovém prostoru R?* méjme dény dvé baze:
u; = (1,1,1), w9 =(1,1,0), wu3z=(1,0,0), (4)
v1=(2,3,2), wvy=1(3,1,2), wv3=(4,3,3). (5)
Lehce se ovéri, ze plati:

171:2-U1+UQ—U3,
vo =2 -u; —ug+2-us,
0323'U1+U3,

resp.
U1 = v + vo — U3,

U2:—4-’01—5"02+6"03,
u3=—-3-v1 —3-vo+4-v3,

odkud jiz plyne, ze matice A prechodu od baze (4) k bazi (5), resp. matice
B piechodu od béaze (5) k bazi (4) maji tvar:

2 2 3 1 -4 -3
A= 1-1 0], resp. B= 1-5-3
-1 2 1 -1 6 4

Vidime tedy, ze predev§im je A # B, ale na druhé strané se vypoc¢tem
lehce zjisti, ze A- B = E3, a tedy B = A~!. Tedy, zaménénim poradi bazi
(4) a (5) jsme dostali matici prechodu, ktera je k pivodni matici prechodu
inverzni. Nasledujici véta ukaze, ze tomu tak musi byt vzdycky.

Véta 5.5. Necht (1), resp. (2) jsou dvé baze vektorového prostoru V. nad
T. Necht A je matice prechodu od baze (1) k bdzi (2). Potom A™! je matici
prechodu od bdze (2) k bdzi (1).

Dukaz. Necht A = (a;;). Pak podle definice matice pfechodu od (1) k (2)
je:

n
V= Zakj-uk, j: 1,...,n.
k=1
Necht dale B = (b;j) je matice pfechodu od baze (2) k bazi (1). Pak je:

n
Uy = Zbrk-'vr, kzl,...,n.
r=1
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Po dosazeni dostavame:

n n n n .
vj= Y agjc ) by v = Z(Zbrk'akj) cvp, j=1,...,n.
k=1 r=1

r=1 \k=1
Podle véty 4.2., kap. 1., se kazdy vektor z V d& napsat pouze jedinym
zplisobem jako linedrni kombinace vektorti dané baze. Zirejmé vsak je:

Porovnanim poslednich dvou rovnosti pak dostavame:

n 0 pror#j
Zbrk'akj:{ .
k=1 I pror=

coz maticové vyjadieno ¥ikd, ze B - A = E,,, odkud jiz plyne, 7e B = A,
O

Pozndmka. 7 definice matice pfechodu plyne, 7ze zadanim bazi (1) a (2)
je jednozna¢né urcena matice prechodu od (1) k (2), tj. jistd reguldrni
matice A. Podobné v8ak, mame-li ddnu bézi (1) a néjakou regularni matici
A, pak je témito dvéma tdaji (pomoci vztahi (3)) jednozna¢né uréena
baze (2) takova, ze matice A je matici pfechodu od (1) k (2). Stejné tak,
zaddnim baze (2) a regularni matice A je jednozna¢né uréena baze (1)
takovd, 7e A je matici pfechodu od (1) k (2). Bazi (1) miZeme v tomto
piipadé zkonstruovat napt. uzitim véty 5.5. (tzn. ze vztaht (3), pomoci
béze (2) a inverzni matice A~1).

Zcela na zavér nyni jesté odvodime, jaky je vzajemny vztah mezi sourad-
nicemi jednoho vektoru ve dvou rtiznych bazich prostoru V. Je samoziejmé,
Ze pri zméné baze se zméni i souradnice vektoru vzhledem k bazi. Poné-
vadZ mnohdy pro jednoduchost vypocti je vhodné specidlni volba baze, je
dilezité znat pravidla, podle nichz se méni souradnice vektoru pii zméné
baze. Touto otdzkou, nazyvanou transformace souradnic vektoru, se nyni
budeme zabyvat.

Necht tedy (1) a (2) jsou dvé baze vektorového prostoru V' a necht A =
(aij) je matice prechodu od baze (1) k bazi (2). Déle necht w € V' je pevny
vektor, pfiemz w ma v bazi (1), resp. v bazi (2), soufadnice:

Z1 'l
, Tesp.

In Yn
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To ale znamend, ze plati:
w:xl'u1+"'+mn'Un (6)

W=y v+t Yn o Un (7)
Dosadime-li do (7) vztahy (3), dostavame:
n n n n n
wzzyj"vjzzyj‘zakj'uk:Z(Z%y“%‘)'uk- (8)
j=1 j=1" k=1 k=1 \j=1
Nyni vSak porovnanim pravych stran (6) a (8) dostavame:
Tr U+ F T Un = (@Y1 4o Fainyn) wit A (@pyi e+ annYn) Un,

odkud z jednoznacénosti obou vyjadieni plyne rovnost odpovidajicich si ko-
eficient1, tj.:

T = a11y1 + -+ GipYn
Tg = a21Y1 + -+ G2pYn

Tpn = ap1Y1 + - + GnpYn

coz vSak muZzeme zapsat v maticovém tvaru:

T Al
=A.

Tn Yn

Timto jsme tedy dostali souradnice vektoru w v bazi (1) vyjadiené po-
moci soufadnic téhoz vektoru v béazi (2). Kdybychom chtéli naopak vyja-
drit soutadnice vektoru w v bazi (2) pomoci jeho soufadnic v bazi (1),
pak staéi obé strany posledni maticové rovnice vynasobit zleva matici A~
(kterd existuje, nebot matice A je regulirni). Dostaneme pak:



Kapitola 3

Soustavy linearnich rovnic

81. Gaussova metoda feSeni soustav linearnich rov-
nic

Se soustavami linedrnich rovnic a jejich feSenim je mozné se v urci-
tych jednoduchych, resp. specidlnich ptipadech setkat jiz na stiedni skole.
V tomto paragrafu ukdZeme jednu z mnoha znidmych metod praktického fe-
Seni obecnych soustav linedrnich rovnic. Vyklad je veden tak, Ze je mozno
tento paragraf studovat nezavisle na jeho zatrazeni do III. kapitoly (z pred-
chozi latky se pouziva pouze pojem matice, matice ve schodovitém tvaru,
elementarni rddkovd tprava matice a nékteré jednoduché vlastnosti vek-
torového prostoru 7™) a je pak mozno jej pouzit pii feSeni konkrétnich
prikladi vztahujicich se k problematice probirané drive.

Definice. Necht T je ¢iselné téleso. Pak soustava rovnic:

a1 + a19x9 + -+ + a1pTy = by
a91T1 + ag9x9 + -+ aony — bg

(1)

ap121 + apoxo + -+ + appTy, = by

kde a;; € T, b; € T, se nazyva soustava k linedrnich rovnic o n nezndmych
(nad télesem T').

Reseni soustavy (1) je kazd4 uspoiddand n-tice (t1,...,t,) prvki z T
takovd, ze po dosazeni t; za z; (i = 1,...,n) vSechny rovnice v (1) piejdou
v identity, tj. plati:

67
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a1ty + ajote + -+ + aipty = by
a1ty + agote + -+ + aspt, = bo

apity + apoto + - + agpty, = by

Poznamka. 1. Pro lepsi vyjadiovani zavedme jesté nasledujici oznadeni a
nazvy: ¢islo a;; v soustavé (1) budeme nazyvat koeficient (v i-té rovnici
u j-té nezndmé), resp. ¢islo b; budeme nazyvat absolutni élen i-té rovnice.
Dale, matice:

a1 a2 -+ Qip a1 a2 -+ aip b

azy @ - Gy _ a1 a - Gz, by
A= | L .|, resp. A=

7 S ag1 Qg2 -+ Gy by

se nazyva matice soustavy (1), resp. rozsitend matice soustavy (1). Abychom
opticky odlisili absolutni ¢leny od koeficientti soustavy (1), budeme obvykle
v rozsifené matici soustavy A psat pred sloupcem absolutnich ¢lenti svislou
¢aru.

2. Kazdé teseni soustavy (1) je, jak bylo v definici Fe¢eno, usporadand
n-tice prvki z télesa T', tzn. mlze byt povazovano za vektor z vektorového
prostoru T™. Mnozinu vSech feSeni soustavy (1) lze pak chapat jako jis-
tou podmnozinu prostoru 7" (kterd mize byt piipadné i prazdnd, nemé-li
soustava (1) zadné feSeni).

3. Oznacime-li:

x1 b1
X=|:|, tesp. B=| : |,

In b
pak mizeme ziejmé soustavu (1) zapsat kratce maticovou rovnici:
A-X =B.

Tento maticovy zpisob zapisu soustav linedrnich rovnic ndm pak v dal§im
¢asto umozni prehledné a struéné vyjadrovani.

Definice. Soustava linearnich rovnic se nazyva fesitelnd soustava (resp. ne-
resitelnd soustava), jestlize existuje alespon jedno (resp. neexistuje zadné)
jeji reseni.
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Dvé soustavy linearnich rovnic o n neznamych (nad tymz télesem T') se
nazyvaji ekvivalentni soustavy, jestlize mnoziny jejich feSeni si jsou rovny.
Jakakoliv aprava dané soustavy linedrnich rovnic, po niz vznikne soustava
ekvivalentni, se nazyva ekvivalentni iprava dané soustavy linedrnich rovnic.

Uvédomme si, Ze ,Fesit* danou soustavu linedrnich rovnic znamena bud
najit vSechna jeji teSeni, nebo zjistit, Zze je nefesitelnd. Pokud jde o po-
¢et TeSeni soustavy linedrnich rovnic, nastane ziejmé vzdycky pravé jeden
z nasledujicich tri pripadi:

(1) soustava neméa zadné FeSeni (t]. je nefesitelna),
(2) soustava ma jediné feSeni,
(3) soustava ma vice nez jedno feseni (ukdzeme, %e nekoneéné mnoho).

Véta 1.1. Necht je ddana soustava linedrnich rovnic (1). Pak ndsledugici
apravy jsou ekvivalentnimi dpravami soustavy (1):
(1) libovolnd zdména pofadi rovnic,
(2) vyndsobeni libovolné rovnice nenulovym ¢islem z T,
(3) k jedné rovnici pFicteni jiné rovnice vyndsobené libovolngm cislem
2T,
(4) vypusténi z (1) rovnice, kterd je linedrni kombinaci ostatnich rovnic.

Dukaz. (1), (2): Zfejmé.

(3): Vzhledem k (1) mizeme piedpokladat, ze k prvni rovnici soustavy
(1) pficteme druhou rovnici vynasobenou ¢islem p € T. Dostavame tak
soustavu (2) tvaru:

a1 Ty + -+ aipn +p- (2121 4+ -+ agpyn) = b1 +p-bo
a91T1 + -+ aonTpy — bg

(2)

k11 + - -+ agpTy, = by

Nyni, je-li (¢1,...,t,) FeSenim soustavy (1), pak ziejmé je (t1,...,%p)
FeSenim soustavy (2).
Naopak, necht (t1,...,t,) je feSenim soustavy (2). Pak po dosazeni do

prvni rovnice soustavy (2) dostdvame:
aritt + -+ aipty +p - (a21ts + -+ + agpty) = b1 +p - b

Podle predpokladu vsak ag1t1+- - - +aspty, = bo, tzn. po dosazeni a odecéteni
dostavame:
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aty + - 4 aipty = by,

odkud jiz ihned plyne, 7e (t1,...,t,) je FeSenim soustavy (1) (ponévadz
druhd az k-t rovnice v (2) a v (1) jsou stejné).

Dokéazali jsme tedy, Ze soustavy (1) a (2) jsou ekvivalentni.

(4): Vzhledem k (1) predpokladejme, Ze v soustavé (1) je prvni rovnice
linearni kombinaci ostatnich rovnic, tj. soustava (1) je tvaru:

p2 - (a1 + -+ + agnpn) + -+ pp - (ap1z1 + -+ appxn) =p2-bo+ -+ pp - by
anx1 + -+ agpTy = by

ap1T1+ -+ appxn = bk
(3)
kde po,...,pr € T. Uvazme dale soustavu (4), kterd vznikne ze soustavy
(3) vypusténim prvni rovnice, tj.:

ags1xq + -+ aony — bg

(4)

Qp1T1 + + QppnTy = bk

Nyni je v8ak bezprostiedné vidét, ze (¢1,...,t,) je feSenim (3), pravé kdyz
(t1,...,t,) je FeSenim (4), neboli Ze soustavy (3) a (4) jsou ekvivalentni. [

Pii provadéni ekvivalentnich tprav dané soustavy linearnich rovnic neni
nutné stale opisovat celou soustavu i s neznamymi, ale zfejmé stac¢i pracovat
s jeji rozsitenou matici soustavy. Uvédomme si, ze pak provadéni uprav (1) —
(4) na dané soustavé je ekvivalentni providéni elementirnich fadkovych
dprav na jeji rozSifené matici soustavy doplnénému o vypousténi radkt
matice, které jsou linedrnimi kombinacemi ostatnich radk.

Na této tivaze je pak zalozena metoda feSeni soustav linedrnich rovnic,
kterou nyni popiseme. Jeji princip spoéiva v tom, ze danou soustavu line-
arnich rovnic prevedeme na ekvivalentni, ale ,,jednodussi“ soustavu, jejiz
feSeni (kterd jsou zaroven i FeSenimi puvodni soustavy) bude moZno vice-
méné ihned vypsat.

Gaussova metoda Teseni soustavy linedrnich rovnic

Necht je ddna soustava linedrnich rovnic (1). Pak ekvivalentnimi tpra-
vami z véty 1.1. pfevedeme soustavu (1) na soustavu (1’), jejiz rozsifena
matice soustavy je ve schodovitém tvaru, pricemz vzdy vypustime kazdou
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rovnici, kterd je linearni kombinaci ostatnich rovnic (z pfedchozi Gvahy a
z véty 5.2., kap. II., plyne, Ze toho lze po konecném poctu kroki vzdy
dosdhnout). Necht soustava (1) mé s rovnic. Potom:

1. Vyskytne-li se v (1’) rovnice, v niz vSechny koeficienty jsou nulové a
absolutni ¢len je rizny od nuly, pak zfejmé soustava (1’), a tedy i soustava
(1) je nefesitelna.

V opaéném pripadé je soustava (1) fesitelnd, a sice:

2. M4 jediné teseni, je-li s = n. Toto feseni lehce spocitame postupnym
dosazovanim ze soustavy (1°).

3. M4 nekone¢né mnoho feseni, je-li s < n. V tomto pripadé (opét po-
stupnym dosazovanim z (1°)) vyjadiime jistych s nezndmych pomoci zbyva-
jicich (n — s) neznamych (které se nazyvaji volné nezndmé). Dosazujeme-li
za volné nezndmé libovolné ¢isla z T (kterych je nekoneéné mnoho), do-
stavame pak jednotlivd konkrétni feseni soustavy (1) (kterych je tedy také
nekoneéné mnoho).

Tlustrujme si nyni Gaussovu metodu reSeni soustavy linearnich rovnic na
nékolika typickych piikladech.

Priklad 1.1. Reste soustavu linedrnich rovnic (nad R):

1+ 29 — w3+ z4= 1

—2$1—3$2+2$3—3$4:

1+ zo — z3+ 2z4= -1
To 4+ 2x4= 3

Reseni: NapiSeme roz$ifenou matici této soustavy a pomoci elementér-
nich fadkovych uprav ji prevedeme na schodovity tvar. Navic vypoustime
fadky, které jsou linedrni kombinaci ostatnich fadka (pokud se takové vy-
skytnou).

1 2-1 1 1 1 2-1 1 1
-2-3 2- 2 _ 0 1 0-1 4 .

1 1-1 2 |-1 0-1 0 1 |-2
0 1 0 2 3 01 0 2 3

1 2-1 1 1

0 1 0-1 4

0 0 0 O 2

0 0 0 3|-1
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I kdyz posledni matice jesté neni formélné upravena na schodovity tvar,
vidime, 7e dana soustava je nefeSitelnd, nebot ve tfetim Ffaddku posledni
matice, tj. ve tfeti rovnici posledni soustavy jsou vSechny koeficienty u ne-
znamych nulové, kdezto absolutni ¢len je od nuly rizny.

Priklad 1.2. Reste soustavu linedrnich rovnic (nad R):

$1—2$2+ $3:—1
T + z3 =
201 — dx9g +4x3= 0
2:E1—3ZE2 =4
Reseni:
1-2 1 |-1 1-2 1 |-1
1011_>0202_>(1)_f(1)_1
2-5 4 0 0-1 2 2 00 2 3
2-3 0|-4 0 1-2|-2
3

Tedy z posledni rovnice: 2z3 = 3, neboli z3 = 5. Déle z predposledni rovnice
dostavame piimo: 2o = 1 a konec¢né z prvni rovnice: £1 = —1 + 2z9 — x3,

).

tj. po dosazeni: 1 = —3.
Priklad 1.3. Reste soustavu linedrnich rovnic (nad R):

Dan4é soustava mé tedy jediné resSeni (—%, 1,

[\S][V)

T — 20 + T3+ x4= 2
T1 — 29 — T3+ T4 =—2
Ty — 229 + 33 + x4 = 6

1-2 1 1 2 1-2 1 1 2

-2-1 1|-2|—=>]0 0-2 0 |-4 —><(1)_(2) i (1)‘2).
1-2 3 1 6 0 0 2 0] 4
Tedy dostavame soustavu, v niz budou dvé volné neznadmé (ziejmé které-
koliv dvé z nezndmych z1, x9, x4, nikoliv vSak neznidmd z3). Zvolime-li
za volné neznadmé napi. nezndmé xo, x4, pak lehce vypocteme: 3 = 2,
1 = 2T9 — x4.

Tedy (polozime-li 9 = t, z4 = s) dand soustava ma nekone¢né mnoho
feSeni tvaru (2t — s,t,2, s), kde ¢, s jsou libovolna redlna &isla.
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Poznamka. Jestlize m4 soustava linearnich rovnic nekoneéné mnoho fe-
Seni, pak z Gaussovy metody vyplyva pouze to, kolik nezndmych volime za
volné neznamé, nikoliv vSak, které neznamé to jsou. Mtze se totiz stat, ze
nékterou nezndmou nesmime volit za volnou nezndmou (napf. nezndmou 3
v piikladu 1.3.) nebo naopak, nékterou nezndmou musime volit za volnou
nezndmou (napf. v soustavé dvou rovnic o ¢tyfech neznamych tvaru:

T + 223 + x4 =1
x3 — x4 =0

musime ziejmé za jednu ze dvou volnych neznamych zvolit nezndmou xs).

82. Zdakladni vlastnosti soustav linearnich rovnic

Méjme danu soustavu k linedrnich rovnic o n neznamych nad T, tj.
soustavu:
aixy + ajpro + - + a1pTy = by
a91T1 + Q99T + - + QopTy = bg

(1)
k11 + apoTo + - + app Ty, = by,

kde A, resp. A bude zna&it matici této soustavy, resp. rozsifenou matici
této soustavy. Zajimame-li se o hodnost matic A a A, pak ihned vidime, Ze

ziejmé mohou dva pfipady: bud je h(A) = h(A), nebo je h(A) = h(A) + 1.
Pfitom h(A) = h(A) nastane pravé tehdy, kdyz sloupec absolutnich ¢lent
je linearni kombinaci sloupctt matice A (rozmyslete si podrobné proc).
Nyni si uvedeme dilezitou vétu, kterd ndm umozni rozhodnout o resitel-
nosti ¢i neresitelnosti soustavy linearnich rovnic, aniz bychom hledali jeji

feSeni.

Véta 2.1. (Frobeniova véta, resp. Kronecker-Capelliho véta) Soustava li-
nedrnich rovnic (nad T') je tesitelnd, prave kdyz hodnost matice této sou-
stavy je rovna hodnosti rozsitené matice této soustavy.

Diikaz. Uvazujme soustavu (1), kde A, resp. A znaéi matici soustavy (1),
resp. rozsifenou matici soustavy (1).

»,=“: Necht (1) je FeSitelnd soustava a necht (¢i,...,%,) je TeSeni (1).
Pak plati:
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a11t1 + arote + -+ - + aipty, = by
a21t1 + a22t2 + o+ agntn = bg

apity + apoto + - + agpty, = by

neboli:
by an a2 aip
by ao1 a22 Qo
by ag1 ag2 agp

coz znamena, ze sloupec absolutnich ¢lent je linedrni kombinaci sloupct

matice A, a tedy h(4) = h(A).

»<=“: Necht h(A) = h(A). Potom (jak bylo feceno v ivodu tohoto pa-
ragrafu) sloupec absolutnich ¢lent je linedrni kombinaci sloupci matice A.

Oznacime-li koeficienty v této linedrni kombinaci ¢4, ..., t,, pak stejnym ob-
ratem jako v 1. ¢asti dikazu dostaneme, Ze (t1,...,t,) je feSenim soustavy
(1). Tedy soustava (1) je feSitelna. O

Frobeniova véta je jednoduchym a elegantnim kriteriem fesitelnosti sou-
stav linedrnich rovnic, ovSem v pripadé resitelné soustavy netika nic o poétu
feSeni ani o tom, jak vSechna teSeni vypadaji. Takové tvahy budou nyni
obsahem zbytku tohoto paragrafu. Nejprve vySetiime specielni piipad sou-
stavy (1), kdy & = n (tzn. rovnic je tolik jako nezndmych) a navic matice
soustavy je regulérni.

Véta 2.2. (Cramerovo pravidlo) Necht je ddina soustava n linedrnich
rovnic o m nezndmich, jejiz matice soustavy A je requldrni. Pak soustava

ma jedin€ teseni (x1,...,%y,), pricemz:
_ 1AL
Tj = TAT j=12,...,n,

kde A; je matice vznikld z matice A nahrazenim j-tého sloupce sloupcem
absolutnich clena.

Dukaz. Uvazme soustavu (1), v niz k = n, a kterou tedy miZeme maticové
zapsat ve tvaru:

I bl
A-X=B, kdeX=| : |, B=]|:|. (2)
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Matice A je vSak podle predpokladu regularni, tzn. existuje inverzni matice
A=, Potom vynéisobenim rovnosti (2) zleva matici A~! dostaneme A~ -
(A-X)= A" B, odkud:

X=A4"'.B, (3)

coz je tedy feSeni dané soustavy, které (jak plyne z odvozeni) je jediné.
Pokusme se nyni nalezené reseni explicitné vyjadrit. Podle disledku véty
3.8., kap. IL., je:

A Ay - Ay
A—l — W . Alj A2j . Anj ,
Aln A2n e Ann

kde A;; je algebraicky doplnék prvku a;; v matici A. Z (3) pak dostavame:

xj:ﬁ'(Alj'bl+A2j'b2+"'+Anj'bn):

a1 -+ aij1 b a0 an
[A]
apl  +°° Qpgj—1 by, Gnj+1 *°° Gpp
vz o « v v A, .
uzitim disledku Laplaceovy véty. Tedy skutecné z; = % proj=1,...,n.

O

Nyni vyfesime obecny pfipad, tzn. popiSeme feSseni obecné soustavy k
linearnich rovnic o m» neznamych, o niz vime, Ze je reSitelna.

Véta 2.3. (Obecné Cramerovo pravidlo) Necht (1) je fesitelnd sou-
stava linedrnich rovnic a necht h(A) = r. Dale:
— Vybereme z matice A r linedrné nezdvisljch tadki a ddle uwvazZujeme
pouze ty rovnice, jejichZ koeficienty se nachdzeji ve vybranych tadcich.
— Ponechame na levé strané takovych r meznamych, Ze matice sestavend
z koeficienti u téchto nezndmych je reguldrni. Ostatni neznamé (pokud
existuji) prevedeme na pravé strany a nazveme je volné nezndmé.
Potom, zvolime-li za volné nezndmé libovolné pevné proky zT a vypocitame-
li Cramerovym pravidlem zbgvajici nezndmé, dostaneme timto zpusobem
prdvé viechna feseni soustavy (1).
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Dukaz. Podle predpokladu je h(A) = h(A) = r. Vzhledem k vété 1.1. (1)
muzeme piedpokladat, Ze prvnich r ¥adkt matice A je linedrné nezavislych
a ostatni fadky jsou linearni kombinaci prvnich r fadkd. Potom podle véty
1.1.(4) je soustava (1) ekvivalentni soustaveé:

ajl1xq + -+ aA1nTpy — b1
(4)

ap1T1 + 0+ ATy = by

Nyni mohou nastat dva piipady:

I. Je-lir = n, pak |A| # 0 a podle véty 2.2. existuje jediné feSeni soustavy
(4), a tedy i soustavy (1), které spo¢teme Cramerovym pravidlem, tzn.
tvrzeni plati.

IT. Necht r < n a necht pro pirehlednost zapisu je nenulovy minor fadu
r matice soustavy (4) tvofen prvnimi r sloupci. Pfevedenim zbyvajicich
nezndmych na pravé strany a dosazenim z; = ¢j,kdec; € T, j =r+1,...,n
dostavame:

a11T1 + -+ a1Tr = by — 141641 — 0 — G1pCy
(5)

121 + -+ appTy = by — Grr41Cr41 — = — ArpCp

Na soustavu (5) miZeme pouzit Cramerovo pravidlo, ¢imz dostaneme je-
diné feseni (cq,...,¢,) soustavy (5). Potom vSak (¢1,...,¢r,Crp1,---,Cn) je
ziejmé FeSenim (4), tzn. i FeSenim (1).

Naopak, musime ukézat, ze kazdé feSeni soustavy (1) lze obdrzet po-
psanym zpusobem. Necht tedy (di,...,d,) je libovolné feseni soustavy
(1). Pak (di,...,d,) je feSsenim soustavy (4). Dosadime-li d; za z; pro
j=r+1,...,n, pak (di,...,d;) je FeSenim soustavy (5), a musi tedy byt
rovno tomu jedinému FeSeni, které dostaneme pouzitim Cramerova pravi-
dla. Tedy teSeni (di,...,dy) jsme dostali postupem uvedenym ve vété. []

Dusledek. Necht je ddana soustava linedrnich rovnic (1). Potom:

(1) soustava (1) ma jediné reseni <= h(A) = h(A) = n,
(2) soustava (1) md nekonecné mnoho veseni <= h(A) = h(A) < n.

Dikaz. Obé tvrzeni plynou pifimo z Frobeniovy véty a z diikazu obecného
Cramerova pravidla, podle néhoz mé soustava (1) jediné feseni, pravé kdyz
neexistuje zadna volna neznamd, tzn. pravé kdyz h(A) = n. O
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Poznamka. Poznamenejme, ze feSeni soustav linedrnich rovnic pomoci
Cramerova pravidla, resp. obecného Cramerova pravidla mé spise teore-
ticky vyznam, protoze je numericky pomérné naro¢né (napt. rozhodné na-
ro¢néjsi nez Gaussova metoda popsand v §1). Na druhé strané nam ale
Cramerovo pravidlo umoznuje piimy vypocet jednotlivych nezndmych, coz
mize byt nékdy vyhodné (napt¥. jsme-li v situaci, kdy nds zajima pouze
hodnota jedné neznamé).

83. Homogenni soustavy linearnich rovnic

Definice. Soustava:
aiz1 + apxs + -+ aipzy, =0
: (1)
ap1T1 + aga®a + -+ + agpxTy = 0

kde a;; € T, se nazyva homogenni soustava k linedrnich rovnic o n nezna-
mych nad 7.

Poznamka. Matici soustavy (1), resp. rozsifenou matici soustavy (1) bu-
deme opét znadit A, resp. A. ProtoZe matice A vznikla z matice A pfiddnim
sloupce sklddajiciho se ze samych nul, je ziejmé h(A) = h(A), a tedy (podle
Frobeniovy véty) homogenni soustava (1) je vzdy fesitelna.

Evidentné, usporadana n-tice (0,0,...,0) je feSenim soustavy (1). Toto
feSeni se nazyva nulové feseni. Vidime tedy, ze homogenni soustava ma bud
jediné feseni (a sice nulové), anebo mé nekone¢né mnoho feseni (tj. kromé
nulového i nenulova FeSeni).

Kriterium pro oba pripady udava nasledujici véta.

Véta 3.1. Necht (1) je homogenni soustava s matici soustavy A. Potom:
(1) soustava (1) md pouze nulové feseni <= h(A) =n,
(2) soustava (1) md téZ nenulovd fedeni <= h(A) < n.

Diikaz. Tvrzeni plyne piimo z disledku véty 2.3., nebot v (1) je h(A) =
h(A). O

Poznamka. Z predchozi véty a z véty 4.4., kap. I1., plyne, ze ve specielnim
pripadé, kdy pocet rovnic je roven po¢tu neznamych (tj. £ = n), ma ho-
mogenni soustava pouze nulové feseni (resp. m4 téz nenulova Feseni), pravé

kdyz |A| # 0 (resp. |A| = 0).
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Jak jiz bylo diive feceno, kazdé feseni soustavy linedrnich rovnic o n ne-
znamych nad T je moZno povazovat za vektor z vektorového prostoru 1.
Mnozina W vSech feSeni této soustavy je pak podmnozinou v T, kterad
v pripadé nehomogenni soustavy ziejmé neni nikdy podprostorem v T
(nebot zcela jisté neobsahuje nulovy vektor). V piipadé homogennich sou-
stav je vSak situace jind, jak ukazuje nasledujici véta.

Véta 3.2. Mnozina W wvsech feseni homogenni soustavy (1) je podprosto-
rem ve vektorovém prostoru T™ a plati: dim W = n — h(A).

Dukaz. I. Dokazeme, ze W je podprostor v T". Ziejmé je (0,0,...,0) € W,
tzn. W #£ (). Déale, necht (c1,...,¢), (d1,...,dy) € W, t,s € T libovolné,
n n

tzn. je: Y a;jc; =0, Y a;d; =0proi=1,...,k. Pak ale:
j=1 J=1

n n n

aij(t-Cj-FS-dj) =1t- Zaijcj-—i-s- Zaijdj =t-04+s5-0=0
J=1 Jj=1 Jj=1
proi =1,...,k. To znamena, ze t-(c1,...,¢,)+5s-(d1,...,d,) € W, a tedy
W je podprostor v T™.

I1. Dokazeme, 7ze dimW = n — r, kde r = h(A). Zfejmé musi byt 0 <
r <mn.Jelir =0, pak W =T", resp. je-li r = n, pak W = {(0,0,...,0)},
a v obou pripadech je dim W =n —r.

Piedpokladejme tedy, ze 1 < r < n—1. Protoze h(A) = r, lze v matici A
soustavy (1) najit nenulovy minor ¥ddu r. Bez ijmy na obecnosti mizeme
predpokladat, ze:

ai;p a2 ---  air
az;r Qa2 ---  QAr

£0.
ar1 Qp2 - Gpp

Podle obecného Cramerova pravidla je pak W rovno mnoziné vSech feSeni
soustavy:

a1 + a2 + - + a1 Ly + a1 1Zpq1 0 F A1p2y =0
: (2)
ar1T1 + Ap2X2 + + -+ QppTy + Qppp1Tpp1 + -0+ ATy = 0

v niz za nezndmé x,1,...,x, volime libovolné jisté prvky z 7'
Oznafme w1, ..., w,_, nasledujici fesSeni soustavy (2), a tedy i soustavy

(1):
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’wl:(Cu, ey Clpy 1,0,0,...,0,0)
w2:(621, ey COpy 0,1,0,...,0,0)

Wp—r = (cnfr,l y v Cn—ryry 0,0,0,...,0, 1)

a ukazeme, 7e tvori bazi podprostoru W.

a) Vektory wy,..., w,_, jsou ziejmé linedrné nezavislé (rozmyslete si
podrobné prod).

B) Necht u = (uy,...,u,) € W libovolny, tzn. u je FeSenim soustavy (1).
Uvazme vektor w = upy1 - wy + -+ + Uy » Wyp—y. Ziejme je w € W a plati
W= (Y1, esYpsUpilys---,Upn), kde yy,...,y, jsou néjaka ¢isla z T'. Vidime,

7e vektory u a w maji poslednich (n — r) slozek shodnych a oba jsou z W,
tzn. oba jsou feSenimi (2). Pak ovSem podle obecného Cramerova pravidla

musi byt y1 = vy, ..., y» = u,, odkud plyne, ze u = w, tzn. vektor u je
linedarni kombinaci vektort wi,...,wy,—,, které tedy generuji podprostor
W . Dohromady dostavame, ze dimW =n —r =n — h(A). O

Poznamka. 1. Na zdkladé predchozi véty jsme u homogenni soustavy
opravnéni hovotit o podprostoru vsech feseni misto o mnoziné vsech te-
Seni. Déle je dobré si uvédomit, ze ¢islo n — h(A) udava pocet volnych
nezndmych, a tedy dimenze podprostoru feseni dané homogenni soustavy
je rovna poctu volnych neznamych v této soustavé.

2. Pii praktickém hledani baze podprostoru feseni W je nejvyhodnéjsi
postupovat tak, zZe si nejprve obecné vyjadiime feseni dané soustavy, potom
(n — r) volnych neznidmych zvolime (n — r) linedrné nezavislymi zptisoby
a spocitame vektory baze W. Je ziejmé, ze bazi W je nekonecéné mnoho,
pri¢emz pocetné nejjednodussi volbou bude volba provedend v diikazu pred-
chozi véty (tj. volba vzdy jedné jednicky a ostatnich nul).

Piiklad 3.1. Naleznéte dvé baze podprostoru feSeni W homogenni sou-
stavy linearnich rovnic (nad R):

T + 29 + 23 — 24 = 0
T3+ x4 =0

Reseni: Soustavu ziejmé neni nutné upravovat, volné neznidmé budou
dvé, napt. z9 a x4, priCemz pak je x3 = —x4, £1 = —x9 + 2x4. Obecné
FeSeni soustavy je tedy tvaru (—t + 2s,t,—s,s), kde t,s € R.

Volime-li napt. t =1, s =0, resp. t =0, s = 1, dostavame bazi podpro-
storu feseni W ve tvaru (—1,1,0,0),(2,0,—1,1).
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Podobné, volime-li napi. t =1, s = 1, resp. t = —1, s = v/2 (uvédomme
si, ze se jednd o dvé linedrné nezavislé volby!), dostavame bazi podprostoru
feseni W ve tvaru (1,1, —1,1), (1 +2v2, -1, —v/2,v2).

Predchozi véta v podstaté rika, ze homogenni soustavou lineadrnich rovnic
o n neznamych je uréen jisty podprostor vektorového prostoru T". Toto
tvrzeni lze vSak také obratit, jak ukazuje nasledujici véta.

Véta 3.3. Necht W je libovolny podprostor vektorového prostoru T". Pak
existuje homogenni soustava linedrnich rovnic (o n nezndmych, nad T),
jejiz mnozZina reseni je rovna prave W.

Dukaz. Je-li W = {(0,...,0)}, resp. W = T™, pak véta zfejmé plati (hle-
danou soustavou je pak napft. soustava s matici soustavy E,, resp. Opny).

Necht tedy {(0,...,0)} S W G T" a necht vektory:

w; = (wu, w12, ..., wln)

wi = (Wg1, Wk2, .., Wip)

tvori bazi podprostoru W. Uvazme nasledujici homogenni soustavu:

w111 + wiaxs + -+ + Wiy = 0

(3)

WE1T1 + WE2T2 +---+ WinTy = 0

Hodnost matice soustavy (3) je rovna k, nebot jeji fadky jsou linearné
nezavislé. Ozna¢me pismenem U podprostor feseni soustavy (3). Podle véty
3.2. je pak dimU =n — k (> 0). Necht:

uy = (ulla U12, <.y Uln )1

Un—k = (un—k,l s Up—k,25 «+ - Un—k,n)

je pevna baze podprostoru U. Uvazme dal§i homogenni soustavu:

U111 +  upexe -+ UpTy =0

Up—f,1T1 + Up—f2T2 + -+ + Up_ pTn = 0
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o niz dokézeme, ze je hledanou soustavou, tzn. oznaé¢ime-li podprostor reseni
soustavy (4) jako W, musime dokézat, ze W = W.

Ale w; je feSenim soustavy (4) (coz plyne z toho, Ze ui,...,u,_j jsou
feSenimi soustavy (3)) pro j = 1,...,k, a tedy wy,...,wr € W, odkud
dostavame, 7e W = L(wy,...,w;) CW.

Dale, hodnost matice soustavy (4) je ziejmé n — k, tzn. podle véty 3.2.
je pak dimW =n — (n — k) = k = dim W.

Dohromady je tedy W C W A dimW = dimW, odkud podle véty
4.5.(2), kap. 1., dostavame, 7ze W = W. O

Poznamka. Je tieba si uvédomit, ze homogenni soustava, jejiz existenci
predchozi véta zarucuje, neni zfejmé urcena jednoznacné. Déle, obrati uve-
denych v diikazu predchozi véty se pouziva pii feseni konkrétnich prikladii,
a je proto nutné je znét.

Priklad 3.2. Naleznéte soustavu linearnich rovnic (nad R), jejiz mnozina
feseni je rovna podprostoru W vektorového prostoru R*, kde W je genero-
van vektory:

wy = (1,2,1,1), wy=(0,1,—1,1), w;s=(1,3,0,2).

Reseni: Nejprve si napiSeme soustavu (3) (pfitom neni nutné z genera-
tort W piredem vybrat bazi W, nebot eventuelni nadbytecné rovnice v (3)
béhem vypoctu stejné vypadnou), pak najdeme bézi jejiho podprostoru
feSeni U a nakonec pak slozky vektorti baze U budou vystupovat jako ko-
eficienty v hledané soustavé (4).

Nejprve tedy fesime soustavu:

T1 + 20 + 23+ 4= 0 1 2 1 1 0
To — 23+ 4= 0 = 0O 1-1 1(0]—>--—
z1 + 3z +2z4=0 1 3 0 210
1 1
<0 1 —1 1 )
odkud dostavame xo = x3 — x4, 1 = —3x3 + x4, tzn. baze podprostoru

feSeni této soustavy je napiiklad w3 = (—3,1,1,0),us = (1,—1,0,1).
Hledana soustava linedrnich rovnic je pak naptiklad:

—3z1 + 22 + T3 =0
1 — T2 +$4:0
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Na zavér celé kapitoly se vratime jesté k obecnym soustavdm line4drnich
rovnic (nad T') a budeme se snazit ¥ici néco vice o0 mnoZiné feseni takové
soustavy. Hlavni vyznam nésledujicich tivah a tvrzeni se vSak ukéze a vy-
uzije pozdéji v geometrii.

Definice. Necht je dana soustava linedrnich rovnic nad T

a11%1 + a1 + -+ + a1y = by

(5)

ap1T1 + Qoo + - + ppTy, = by

Pak homogenni soustava linearnich rovnic s tymiz koeficienty u neznamych,
tj.:
a11z1 + a12x9 + -+ + a1ipy =0
(6)

Q1T + apoT9 + -+ QfnLy = 0

se nazyva zhomogenizovand soustava k soustavé (5).

Véta 3.4. Necht je dana soustava linedrnich rovnic (5). Pak plati:
(1) soucet libovolného reseni soustavy (5) s libovolnym Tesenim k ni zho-
mogenizované soustavy je fesenim soustavy (5),
(2) rozdil libovolngjch dvou feseni soustavy (5) je Tesenim k ni zhomoge-
nizované soustavy.

Dukaz. (1): Necht u = (u1,...,u,) je FeSeni soustavy (5) a necht v’ =
(v],...,v)) je feSeni k ni zhomogenizované soustavy (6), tzn. plati:

n n

/
Zaijuj- = bz', resp. Zaij'uj =0
j=1 j=1

proi=1,... k. Pak u+ v = (ug +v},...,u, +v),) a plati:

n n n
ry [ —
aij(uj +vj) = X aijuj + 3 aijvy = bi+0=b;
j=1 j=1 j=1

proi=1,...,k, atedy u + v’ je feSenim soustavy (5).
(2): Necht w = (uq,...,uy), resp. v = (vy,...,v,) jsou dvé feSeni sou-

stavy (5), tzn. plati:

n n
Zaiju]- = bi, resp. Zaij"]j = bi
j=1 j=1
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proi=1,.... k. Pak u —v = (uy —v1,...,u, —v,) a plati:
n n n
> aij(uj —vj) = Y aijuj — 3 aijv; = bi — b =0
j=1 7=1 7=1
proi=1,...,k, a tedy u—wv je FeSenim zhomogenizované soustavy (6). [

Véta 3.5. Necht (5) je fesitelnd soustava linedrnich rovnic. Pak vsechna
reseni soustavy (5) obdrZime prictenim vsech teseni zhomogenizované sou-
stavy (6) k jednomu pevnému feseni soustavy (5).

Dukaz. Ozna¢me M mnozinu vSech feseni soustavy (5). Podle predpokladu
je M # (). Necht ug € M je pevné feSeni soustavy (5). Oznacme déle:

M = {ug+v' | v' je feseni (6)}.

Dokézeme, 7e M = M.

»C“: Necht w € M je libovolné feseni soustavy (5). Podle véty 3.4.(2) je
u — ug TeSenim zhomogenizované soustavy (6). Ale pak je: u = ug + (u —
uo) eM.

»,2%: Plyne ihned z véty 3.4. (1). O



Kapitola 4

Euklidovské vektoroveée
prostory

81. Skalarni soucin, velikost a odchylka vektoru

Pti naSich dosavadnich avahach o vektorovych prostorech jsme pomoci
operaci séitani vektorti a nasobeni ¢isla s vektorem vysetiovali pojmy jako
byla linearni zavislost a nezavislost vektorl, generovatelnost, souradnice
vektoru, atd. Prozatim jsme vSak neméli moznost ve vektorovych prosto-
rech ,méFit, tzn. zjisfovat a porovnavat délky vektori, resp. odchylky (t;j.
velikosti hli), coz jsou pojmy, které hraji podstatnou roli napt. v geo-
metrii. Jejich definice jsou zaloZeny na pojmu skaldrniho soudinu, ktery
nyni zavedeme. Omezime se pritom vSak pouze na vektorové prostory nad
télesem redlnych éisel.

Umluva. Viude v dalsim v této kapitole budeme vektorovym prostorem ro-
zumét redlny vektorovy prostor, tj. (koneénédimenzionalni) vektorovy pro-
stor nad télesem R redlnych cisel.

Definice. Necht V' je vektorovy prostor (nad R) a necht kazdé dvojici vek-
torti u,v € V je pritazeno reilné ¢islo uw - v tak, ze pro libovolné u, v, w €
V, r € R plati:

Hu-v=v-u,

2) (w+v) w=(u-w)+ (v w),
(3) (reu)v=r-(u-v),
(4)

4) je-liu # o, pak u - u > 0.

84
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Potom reélné ¢&islo u - v se nazyva skaldrni soucin vektord u,v.
Vektorovy prostor, v némz je definovan skaldrni soucin, se nazyva eukli-
dovsky vektorovy prostor nebo kratce euklidovsky prostor.

Poznamka. 1. 7 definice plyne, Ze euklidovsky prostor je vlastné uspo-
rfadand dvojice (V,-) sestavajici z vektorového prostoru V a ze skalarniho
soudinu - definovaného ve V. Z divodt stru¢nosti vSak budeme obvykle 1i-
kat pouze ,euklidovsky prostor V“ (tzn. zavedeme podobnou timluvu jako
u grup nebo téles, u nichz pii oznacovani vynechaviame symboly operaci,
pokud neni nebezpedi nedorozuméni).

2. 7Z kapitoly I. vime, ze kazdy podprostor vektorového prostoru V nad T'
je sam vektorovym prostorem nad 7T'. Je-li specielné V' euklidovskym prosto-
rem, tzn. je redlny s definovanym skaldrnim soucéinem, pak ziejmé axiomy
skalarniho souc¢inu budou jisté splnény i v jeho libovolném (vektorovém)
podprostoru. To znamend, Ze kazdy (vektorovy) podprostor euklidovského
prostoru V je sam euklidovskym prostorem. Budeme jej stru¢né nazyvat
podprostor euklidovského prostoru.

Predchozi definice nic neiikd o tom, zda v libovolném vektorovém pro-
storu (nad R) lze definovat skalarni soucin, resp. kolika zpiisoby. Odpovéd
na tyto otadzky ndm da nasledujici priklad a véta.

Pi#iklad 1.1. Necht V = R? a necht u = (uy,uz),v = (v1,v2) € R2. Pak:
1. Polozime-li u - v = ujv1 + usgv2,
jsou ziejmé splnény axiomy skaldrniho sou¢inu a R? s timto skalarnim sou-
¢inem je euklidovskym prostorem.
2. Polozime-li u - v = 4ujvq + 2u1v9 + 2uov1 + 3ugvo,
pak jsou opét splnény axiomy skaldrniho souc¢inu (ovéite si sami podrob-
nym rozepsanim!), tzn. R? s timto skaldrnim souc¢inem je euklidovskym
prostorem.
Je vidét, ze i kdyz se v obou piipadech jedné o tentyz vektorovy prostor
R?, jsou definované skaldrni souciny rtizné, a tedy riizné jsou pak i pomoci
nich ziskané euklidovské prostory.

Priklad 1.2. Necht V = R, [z] a necht f = f(z),9 = g(z) € R,[z] jsou
libovolné vektory — polynomy. Polozime-li f-g = fol f(x) - g(x) de, pak
rozepsanim (uzitim zdkladnich vét o integrovini zndmych z analyzy) se
oveéfi platnost axiomt skaldrniho soucinu. Tedy R, [z] s timto skaldrnim
sou¢inem je euklidovsky prostor.
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Véta 1.1. V kazdém redlném vektorovém prostoru V lze definovat skaldrni
soucin.

Dukaz. Pro nulovy vektorovy prostor véta ziejmé plati (sta¢i polozit o - 0 =
0). Necht tedy dimV =n > 0 a necht ey, ..., e, je pevna baze prostoru V.
Pak libovolné vektory w,v € V lIze (jednozna¢né) vyjadiit ve tvaru:

U=2x1-€e +- -+ Ty ey,
resp.

v=yYi-e+- -+ Yp-€n.
Polozime-1i:

U-V=21Y1+ -+ TpYn,

pak zfejmé u-v € R a lehce se ovéfi, 7e jsou splnény axiomy (1)—(4)
skalarniho souéinu. O

Shrneme-li nase dosavadni tvahy, mizZeme ftict, ze z kazdého redlného
vektorového prostoru lze utvorit euklidovsky prostor, obecné vSak nikoliv
jedinym zpusobem.

Véta 1.2. Necht'V je euklidovsky vektorovy prostor. Pak plati:
(Du-(v+w)=(u-v)+ (v w),
2)u-(r-v)=r-(u-v),
m n m n
0 (Ee) (Erow) = £ g oo
i=1 j=1 1=175=1
4)o-u=u-0=0,
Du-u=0<= u=o
pro w,v,w,u;,v; €V, r.p;,r; € R lib.

Dukaz. (1) a (2): Jsou zfejmé dusledky definice skalarniho soucinu.
(3): Dokazeme lehce matematickou indukei.
(4):0-u=(0-0)-u=0-(0o-u)=0. Zbytek analogicky.
(5): ,=“: Plyne z axiomu (4) skalarniho soucinu.
»<=“: Plyne z (4). O

Definice. Necht V je euklidovsky prostor, u € V. Pak neziporné reilné
¢islo:
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lul = vVu-u

se nazyva délka nebo téz velikost vektoru u.
Je-li [[u]|| = 1, pak fikdme, Ze vektor u je normovany.

Véta 1.3. (Schwarzova nerovnost) Necht'V je euklidovskyj prostor, u,v €
V libovolné. Pak plati:
[u- vl < lull-[lv], (1)

tzn. absolutni hodnota skaldrniho soucinu dvou vektori je mensi nebo rovna
soucinu velikosti téchto vektord.

Dukaz. Je-li v = o, pak |[u-o| =0 = ||u] - ||o]| a véta plati. Pfedpokla-
dejme tedy, ze v # 0 a uvazme vektor u —r-v, kde r € R je libovolné. Pak
je:

0<(u—r-v)-(u—r-v)=u-u—2r-(u-v)+7r2 (v-v).

Zvolime-li nyni r = T2 (coz lze, nebot podle pfedpokladu v-v > 0),
dostaneme:
. )2
0<u-u-—2- Ezs))(u'v)+ ((:fz))z (v-v),

odkud po vykriceni a pak vynasobeni ¢islem v - v (> 0) dostavame:
0<(u-u) (v-v)— (u-v)?
neboli:
(u-v)? < (u-u)- (v ),

coz po odmocnéni dava dokazovanou nerovnost (1). O

Dusledek. Ve Schwarzové nerovnosti (1) nastane rovnost, pravé kdyz vek-
tory w,v jsou linedrné zavisle.

Dukaz. Z dtikazu predchozi véty plyne, Ze v (1) nastane rovnost, pravé
kdyz v = 0 nebo u — r - v = 0, tzn. pravé kdyz u, v jsou linedrné zavislé.
O

Pozndmka. Schwarzovu nerovnost (1) ¢asto zapisujeme v ekvivalentnim
tvaru:
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2 2
(w-v)? <l [lv]"

Poznamenejme jesté, Ze pro nerovnost (1) se v literatuie pouziva téz po-
7
jmenovani ,,Cauchyova nerovnost®, resp. ,,Cauchy-Bunjakovského nerov-
nost*, event. ,,Cauchy-Schwarzova nerovnost“.

Véta 1.4. Necht'V je euklidovsky prostor, u,v € V, r € R. Pak plati:
(1) [|u]| >0, pFicemz ||u|| = 0, privé kdyZ u = o,
@) 7wl = lrl -l
@) lu+vl < llull+ v,
(4) je-li u # o, pak m -u je normovany vektor.
Dukaz. (1) a (4): Jsou bezprostiednimi dusledky definice velikosti vektoru.
@): ||r-ul*=(r-u)- (- u) =r%-(u-u), odkud po odmocnéni dosté-
vame:

Ir-ul = vr? (u-u) = [r]-|u].

(3): Z definice velikosti vektoru a Schwarzovy nerovnosti plyne: || u + v ||* =
(u+v) - (u+v)=(uw-u)+2-(v-v)+ v-v) < (u-u)+2-||u|-|v|+

2 2 2 S
(v-v) = lull”+ 2 Jull- o]+ [lvlI" = (lul] + [v])" Protoze viak
lu-+wv|li(||ull+||v]) jsou nezadpornd &isla, dostavdme po odmocnéni
zédané tvrzeni. O

Poznamka. 1. Nerovnost uvedend ve 3. ¢asti véty se obvykle nazyva ,,troj-
tthelnikova nerovnost“.

2. Pouzijeme-li obratu provedeného ve 4. ¢asti véty (tzn. vektor u naso-
bime ¢&islem m), pak rikame, Ze jsme vektor u ,normovali“.

Definice. Necht u,v jsou nenulové vektory z euklidovského prostoru V.
Pak redlné ¢islo ¢ spliujici vztahy:
u v

cosp=r——7— A 0<p<nm (2)
Ik Al

se nazyva odchylka vektoru w,v.
Poznamka. Je potieba si rozmyslet, ze uvedend definice odchylky je ko-

rektni, tzn. ze ¢islo ¢ splhujici (2) existuje, a to jediné. Ale Schwarzovu
nerovnost muzeme pro nenulové vektory w, v prepsat ve tvaru:
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el <1, ton |ty | < 1 odkud —1 < g < 1.
Vidime tedy (na zdkladé naSich znalosti o goniometrickych funkcich), ze
existuje pravé jedno redlné ¢islo ¢ spliujici podminky (2).

Poznamenejme jesté, Ze odchylka vektoru neni definovana pro piipad,
kdy néktery z téchto vektoru je nulovym vektorem.

82. Ortogondlnost
Definice. Necht V je euklidovsky prostor a necht:

Ug,...,Ug (1)

je kone¢né posloupnost vektori z V. Rekneme, Ze:
(1) posloupnost (1) je ortogonalni (nebo strucné, ze vektory wuy, ..., uy
jsou ortogondlni), jestlize je:

w;-u; =0 prokazdé i,7 =1,....k N i # 7,

(2) posloupnost (1) je ortonormélni (nebo strucné, ze vektory wuy, ..., uy
jsou ortonormdlni), je-li ortogonalni a kazdy jeji vektor je normovany,

(3) posloupnost (1) je ortogondini baze (resp. ortonormdlni bdze) eukli-
dovského prostoru V, jestlize je ortogonalni (resp. ortonormadlni) a
navic je bazi prostoru V.

Poznamka. Rozebereme-li si definici ortogonédlnosti pro nejjednodussi pii-
pady, pak ihned vidime, Ze:

pro k = 1: Posloupnost sestavajici z jednoho vektoru je vidy ortogonélni
(bez ohledu na to, zda napf¥. dany vektor je nulovy ¢i nikoliv).

pro k = 2: Vektory wi,us jsou ortogondlni, pravé kdyz u; - us = 0.
V tomto pfipadé budeme psat u; L ug nebo uy L uy (zfejmé zde nezélezi
na poradi vektort). Déle, jsou-li oba vektory wi,us nenulové, pak ziejmé
jsou ortogonalni, prave kdyz jejich odchylka je 7 (plyne z definice odchylky).
Na druhé strané, dva vektory, z nichz alespon jeden je nulovy, jsou vidycky
ortogonalni (pfi¢emz jejich odchylka samoziejmé neni definovana).

Dalsi vlastnosti ortogonalnich vektor popisuji nasledujici tvrzeni.

Véta 2.1. Necht'V je euklidovsky prostor. Pak pro vektory z V' plati:
Hulu <= u=o,
(2) u L x pro kazdé x € V <= u=o,
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k
Bulw;proi=1,....k <= u L <Zrzwz) pro kazdé r; € R.
i=1

Dukaz. (1), (2): Thned plyne z predchozi definice a z definice skalarniho
soucinu.

(3): ,=“: Necht v L w;, tzn. w-w; = 0 pro ¢ = 1,...,k. Pak pro
libovolna r; € R je:

k k
u - <Z7‘1’w1) = Zn-(u-’wi)zo,
i=1 i=1
k
a tedy u L <Zr1 . w1->.
i=1
s Zvolime-lir; =1l ar; =0proj#1,paku Lw;,i=1,...,k.

0

Véta 2.2. Nenulové ortogondlni vektory euklidovského prostoru V' jsou li-
nedrné nezdvislé.

Dukaz. Necht w,...,ur € V jsou nenulové ortogonédlni vektory. Necht
ricup+ -+ TR U = 0.
Provedeme-li (pro libovolné i = 1,...,k) skaldrni soudin vektoru wu;

s obéma stranami této rovnosti, dostaneme:
(ri-wp+---+rp-ug) - u; =o0-uy,

odkud po rozepsani a s vyuzitim ortogondlnosti zadanych vektord dosta-
vame rg- (ul . ’U,Z) =0.

Protoze v8ak u; # o, je u; - u; # 0, a musi tedy byt r; = 0 (pro kazdé i =
1,...,k). To vSak znamena, ze vektory uq, ..., u jsou linedrné nezavislé.

0

Poznamenejme, ze predpoklad nenulovosti vSech vektori je v predchozi
vété podstatny a bez néj véta neplati. Jinak feceno, jsou-li ortogondlni
vektory z V linedrné zavislé, znamena to, ze alesponi jeden z nich musi byt
nulovy.

Véta 2.3. Necht'V je euklidovsky prostor, uy,...,ur € V libovolné. Pak
existuji ve V. ortogondlni vektory ey, ..., e, které generugi tentyZ podpro-
stor jako vektory wq,...,ug, tzn. plati:
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L(ul,. .. ,'u,k) = L(el,. .. ,ek).

Dukaz. Provedeme matematickou indukci vzhledem ke k.
«) Pro k =1 tvrzeni plati (sta¢i polozit e; = uq).
B) Piedpokladejme, ze tvrzeni véty plati proi=1,2,...,k—1 (k > 2).

Tedy existuji ortogonalni vektory ey, ..., e,_1 tak, ze plati:
L(ula"'auk—l) :L(ela"'aek—l)' (2)
Polozme:
ex=p1-er+ -+ pp_1-ex1+ug, (3)

kde p; € R, a uréime koeficienty p; tak, aby ex-e; =0 proi =1,...,k —
1. Ale po provedeni skalarniho sou¢inu vektoru e; s obéma stranami (3)
dostaneme:

ep-€e=0=p; (€ ¢€)+ (u-e),

odkud:
i = —% je-lie; # o
! libovolné je-lie; =o
Potom tedy vektory ey, ..., e jsou ortogonalni.
Zbyva nam jesté dokdzat rovnost L(ui,...,ux) = L(eq,...,e). Ale
z (2) a (3) plyne jednak, Ze uy,...,uy € L(ey,...,ex), tzn. L(uy,...,u;) C
L(ey,....ey), a také, 7e e1,...,ex € L(uy,...,ur), tzn. L(ey,...,ex) C
L(uy,...,ux). Dohromady pak dostdvame zddanou rovnost. O

Poznamka. 1. Dikaz predchozi véty byl konstruktivni a jeho algoritmus
se nazyva Gram-Schmidtiv ortogonalizacéni proces (pouziva se pri feSeni
konkrétnich prikladu!).

2. V predchozi vété se nic nepredpokldda o linearni zavislosti nebo ne-
zéavislosti vektorti uy, ..., ug. Proto vysledné ortogondlni vektory ey, ..., e
mohou, ale nemusi byt vSechny nenulové. Piesnéji feceno, je-li dim L(uq, ..., u;) =
r (< k), pak tedy i dim L(eq,...,e;) = r, coz znamend, 7e pravé (k —r)
z vektori eq,..., e, je nulovych a zbyvajicich r vektord je nenulovych a
tvoii ortogonalni bazi podprostoru L(ui,...,ux), tj. podprostoru genero-
vaného vektory wuy,..., ug.

Specielné tedy, jsou-li vektory wuy,...,u; linedrné nezavislé, tzn. tvori
bazi podprostoru L(uq,...,ux), pak vektory eq,..., e, tvoii ortogondlni
bézi tohoto podprostoru.
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Véta 2.4. V kazdém nenulovém euklidovském prostoru V ezistuje ortogo-
ndlni baze (resp. ortonormdlni bdze).

Dukaz. Necht uq,...,u, je libovolnd baze V. Pak podle predchozi véty

a poznamky existuje ortogondlni baze ei,...,e, prostoru V. Normova-

nim kazdého z vektord ey, ..., e, pak dostaneme ortonormalni bazi Hel1|| .
1

€l ey ©n prostoru V. [

Priklad 2.1. V euklidovském prostoru R* se skaldrnim soucinem defino-
vanym:

(1, T2, 23, 24) - (Y1,Y2,Y3,Y4) = T1Y1 + T2y2 + T3Y3 + T4Y4

naleznéte ortogonalni bazi podprostoru W generovaného vektory w, uo, us.
Pritom:

Uy = (07 1,2, 1)7 Uz = (_1a 1,1, 1)a U3z = (1a07 1a0)-

Reseni: Plati W = L(uy,u2,u3), tzn. pouzijeme Gram-Schmidtova or-
togonaliza¢niho procesu:

e =u; = (0, 1,2, 1).

ey =p-el+us kde p=—22 = —2. Tedy €2 = (1,3, -3, 3)-

e3 =pi-e1+py-extug, kdep) = —WE = _ 1 py = Y€ — | Tedy
es3 = —% -e1+ey+u3=1(0,0,0,0) =o.

Vysledek: ortogonalni bazi podprostoru W tvoii napt. vektory ey, es.

Definice. Necht A, B jsou libovolné podmnoziny euklidovského prostoru
V. Je-li:

a-b=0 prokazdé a € A, b€ B,
pak fikdme, ze A, B jsou ortogondlni mnoziny a piseme A | B nebo B 1 A.
Poznamka. Jinak fec¢eno, A, B jsou ortogonalni mnoziny, pravé kdyz a, b
jsou ortogondlni vektory pro kazdé a € A, b € B.

Ve specielnich pripadech: prazdnd mnozina, resp. mnozina {0} jsou ziejmé
ortogonalni ke kazdé podmnoziné ve V. Déle z definice plyne, Ze:

A1l B = ANB={0nebo AN B = {o}.

Nasledujici véta pak ukaze, ze pti studiu ortogonalnich mnozin bude mit
smysl omezit se pouze na podprostory euklidovského prostoru V.
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Véta 2.5. Necht A, B jsou podmnoziny euklidovského prostoru V. Pak
plati:

ALB < [4] L[B],

tzn. dvé mnoZiny jsou ortogondlni, prave kdyz jsou ortogondlni podprostory
generované témito mnozinams.

Dukaz. ,<“: Plyne z definice, uvédomime-li si, ze A C [A], B C [B].
»=“ Pro A = () nebo B = () tvrzeni ziejmé plati (nebot [(] = {o}).
Predpokladejme tedy A # (), B # () a A L B. Necht dile u € [A], v € [B]
libovolné. Ale podprostor [A] je roven mnoziné vSech linearnich kombinaci
koneéné mnoha vektort z A (plyne z véty 2.3.(2), kap. I. — rozepiste si
podrobné sami!), tzn. w = p; - a1 + -+ + pg - ag, kde a; € A, a podobné
v=r1-by+-+ 1y by, kde b; € B. Potom vsak:

k m k m
u-v= (Zm-ai) ' <er.bj> =22 pirj - (ai-bj) =0,
i=1 j=1 i=1j=1

nebot a; - b; = 0. Tedy plati [A] L [B], coz jsme méli dokazat. 0

Definice. Necht W je podprostor euklidovského prostoru V. Pak mnoZina:

Wt={xeV |z -w=0rprokazdé w € W}

se nazyva ortogondlni doplnék podprostoru W (ve V).

Poznamka. Ziejmé plati W L W a ve specielnich piipadech p¥imo z de-
finice dostavame, 7e V1 = {o}, resp. {0} = V.

Zakladni obecné vlastnosti ortogondlniho doplnku pak popisuji nasledu-
jici véty.

Véta 2.6. Necht W je podprostor euklidovského prostoru V. Pak plati:
(1) W je podprostor ve V,
(2) V. = WEW, ten. prostor V je pFimgm souctem podprostori W a
W

Diikaz. (1): Ziejmé o € W, a tedy W+ # (). Dale necht z,y € WL, r € R
libovolné. Pak pro libovolny vektor w € W je:

(z+y) w=(z w)+(y - w)=0+0=0,
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resp.
(r-z)w=r-(zx-w)=r-0=0,

a tedy W je podprostor ve V.

(2): Je-li W = {0}, pak W+ =V a tvrzeni plati. Necht tedy W # {o}
a necht ey, ..., e je ortonormalni baze W (jeji existence je zarucena vétou
2.4.).

a) Dokazeme, ze W + W' = V. Ziejmé sta&i dokazat inkluzi ,D“. Necht
tedy u € V libovolny. Oznacme:

r=(u-e)-e+- -+ (u-eg e
Pak ziejmé & € W. Dale vezméme vektor (—x + u) a spoc¢téme:
(—z+u)-e,=—(r-e)+(u-e)=—(u-¢€)+(u-¢e)=0

pro i = 1,...,k, odkud plyne, 7e (—z + u) € W+. Potom viak u = = +
(—x+u) e W+ W

b) Plati WNW* = {0}, nebot w e WNW+ = w-w=0 = w=
o. Dohromady pak dostdvame, 7e V = W+W . O

Poznamka. Je-li W libovolny podprostor ve V', pak (podle 2. ¢asti pred-
chozi véty a podle definice pfimého souc¢tu podprostorii) se libovolny vektor
u € V d& napsat, a to jedinym zpisobem, ve tvaru:

u==z+y,

kdex e W,y € Wt.

Poznamenejme, ze vektor & z tohoto vyjadieni se nazyva ortogondalni
projekce vektoru w do podprostoru W. Nésledujici véta ukaze, ze ortogo-
nalni projekce souétu dvou vektor je rovna soucétu jejich ortogondlnich
projekci a podobné tomu je pro nasobek vektoru.

Véta 2.7. Necht W je podprostor euklidovského prostoru V', necht x (resp.
x') je ortogondlni projekce vektoru u (resp. u') do podprostoru W a necht
r € R libovolné. Pak plati:

(1) (z + 2') je ortogondlni projekce vektoru (u 4+ u') do W,

(2) - x je ortogonalni projekce vektoru r-u do W.
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Dukaz. Podle predpokladu je u = ¢ +y, v’ = ' + ¢, kde z, 2’ € W,
v,y € W, Potom:

(1): (u+u)=(@+y)+ (@' +y) = (z+2)+ (y+y) kdex+a' € W,
y+y ew,

2:r-u=r-(x+y)=r-xz+r-y kder-zcW,r-yec W,
odkud jiz podle predchozi poznadmky plyne tvrzeni. O

Véta 2.8. Necht W, S jsou podprostory euklidovského prostoru V. Pak
plati:

(1) (WHt=w,

(2) (W +8)t=wtns,

B) (WnS)t=w+ 8+,

Dikaz. (1): Podle véty 2.6. je WHWL = V a také WH+(WHt =V,
odkud plyne, 7ze dimW = dim V —dim W+ = dim(W+)*. Je tedy dim W =
dim(W L)L, pticemz ziejmé W C (W)L, tzn. pak (podle véty 4.5. (2), kap.
L)je W= W)L,

(2): Inkluze ,,C* je zfejma. DokaZeme inkluzi ,0“. Necht & € W+ NS+
a necht u € (W + S) je libovolny, tzn. u = w + 8, kde w € W, s € S.
Potom:

zu=z-(w+s)=z-w+x-s=0+0=0,

a tedy je € (W + 8)*. Je tedy W-NS+ C (W +8)! a dohromady plati
zddana rovnost.
(3): Uzitim (1) a (2) dostavame:

Wwns)=WwhHtnEsHt=wt4+sHt,
odkud:
(WSt = (Wt +8H)H) " =wt + 5+,



Kapitola 5

Linearni zobrazeni
vektorovych prostort

81. Zakladni vlastnosti linearniho zobrazeni

V nasich pfedchozich tivahach o vektorovych prostorech jsme vzdy vyset-
fovali vlastnosti jednoho vektorového prostoru (pro tplnost pfipomenme,
ze vektorovym prostorem rozumime vzdy konec¢nédimenzionalni vektorovy
prostor). V této kapitole se naopak budeme zabyvat vzajemnymi vztahy
mezi dvéma (pfipadné i vice) vektorovymi prostory. Tyto ,,vzajemné vztahy*
budeme studovat pomoci zobrazeni jednoho vektorového prostoru do dru-
hého. Aby nasSe tvahy mély prakticky smysl, bude zfejmé nutné pracovat
s takovymi zobrazenimi, kterd néjakym zptisobem ,zachovavaji“ operace,
s nimiz se ve vektorovych prostorech setkdvame, tj. zachovavaji jednak sou-
¢et vektort a jednak nasobek cisla s vektorem. Pritom ziejmé druhy poza-
davek bude moci byt splnén jen tehdy, kdyz uvazované vektorové prostory
budou nad stejnym ciselnym télesem.

Definice. Necht V', V' jsou vektorové prostory nad tymz ¢iselnym télesem
T. Zobrazeni ¢ : V — V' spliwjici:

(1) o(u+v) = p(u) + ¢o(v),

(2) p(t-u) = t- p(u)
pro u,v € V, t € T libovolné se nazyva lineirni zobrazeni vektorového
prostoru V do V.

Je-li navic @ bijektivni, pak se nazyva izomorfismus vektorového prostoru
V naV'.

96
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Pozndmka. 1. Je nutné si uvédomit, Zze vektorové prostory V a V' jsou
obecné rtizné, a tedy i operace s¢itani vektori (resp. ndsobeni ¢isla s vekto-
rem) ve V a ve V' jsou pak samoziejmé také rtizné. Piesto vSak je budeme
pro jednoduchost oznacovat stejnym symbolem + (resp. -). Nebude moci
dojit k nedorozuméni, ponévadz ze souvislosti a z ostatni symboliky bude
vzdy ziejmé, o kterou operaci se jedné. Pro ulehceni orientace budeme vek-
tory z V' obvykle oznacovat ¢arkované, kdezto vektory z V meéarkované.
Specielné tedy o' bude znacit nulovy vektor z V', kdezto o bude znadit
nulovy vektor z V.

2. Lehce se ukéze, ze podminky (1) a (2) z pfedchozi definice jsou ekvi-
valentni jediné podmince:

3B) pt-u+s-v)=t-p(u)+s-¢) prou,v eV, t,s €T libovolné.
Ovérujeme-li tedy, ze zobrazeni ¢ : V. — V' je linedrni zobrazeni, pak
ovéiujeme bud podminky (1) a (2), nebo jedinou podminku (3).

Déle, matematickou indukci lze (3) rozsifit na libovolny koneény pocet
séitanct, tzn. pro linedrni zobrazeni ¢ plati:

Oty ~ug + -+t ug) =t - p(ur) + -+t - o(ug).
Priklad 1.1. Necht V., V' jsou vektorové prostory nad T, necht ¢t € T.

Pak:
1. Zobrazeni ¢ : V — V definované:

o(u) =t-u prokazdé u € V

je linedrni zobrazeni. Je-li ¢ # 0, pak ¢ je dokonce izomorfismus (ovéite
si oboji rozepsanim!). Specielné, pro ¢ = 1 dostavame identické zobrazeni
idy, které je tedy izomorfismem vektorového prostoru V na V.

2. Zobrazeni w : V — V' definované:

w(u) =0 prokazdé u € V
je linedrni zobrazeni, které budeme nazyvat nulové linedrni zobrazeni.
Priklad 1.2. Zobrazeni ¢ : R?® — R? definované:
<p((:v1,:v2,:v3)) = (221 + 23,21 — T3 — x3) pro V(z1,z9,23) € R3

je linearni zobrazeni, které neni izomorfismem.
Déle, napi. zobrazeni 1 : R? — R? definované:
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zp((ml,mg,mg)) = (221 + 1,21 — 29 — 23) pro V(z1,x9,73) € R3

neni linedrni zobrazeni (ziejmé neplati (1) ani (2)).
Priklad 1.3. Zobrazeni ¢ : R, [z] — R, [z] definované:

3(f(z)) = f'(z) proVf(z) € Ry[z],

tj. zobrazeni piifazujici polynomu f(z) jeho derivaci f'(z), je linedrni zobra-
zeni (pii ovéfovani podminek (1) a (2) se vyuzije nékterych vét o derivovani
funkci zndmych z analyzy). Ziejmé § neni bijektivni zobrazeni, a tedy neni
izomorfismem.

Véta 1.1. Necht ¢ : V — V' je linedrni zobrazeni. Pak plati:
(1) p(0) = o', tj. nulovy vektor se musi zobrazit na nulovy vektor,
(2) p(—u) = —p(u) proVu eV,
(3) u1y...,ux €V jsou linedrné zdvislé vektory = @(uy),...,o(uk)
jsou linedrné zdvislé vektory (ve V').

Dukaz. (1): Ziejmé je 0 = 0 - 0, tzn. pak p(0) = ¢(0-0) =0-p(0) = 0.

(2): p(—u) = p((~1) - u) = (—1) - p(u) = —p(u) podie véty L1.(4),
kap. I.

(3): w1, ..., ux jsou linedrné zavislé — existuji t1,...,t, € T, z nichz
alespon jedno je rtzné od nuly, tak, ze t; - uy + - -- + t; - up, = o. Pak ale
oty -uy 4+t ug) = (o), tzn. t1-o(uy) +- -+t - p(ug) = 0, a tedy
o(uy),...,o(uy) jsou linedrné zavislé. O

Dalsi véta si v8ima toho, jak se linearni zobrazeni chova viiéi podprosto-
rim. Pfipomenime, Ze je-li ¢ : V — V' zobrazeni a W je podmnoZina ve V,
pak symbolem ¢(W) ozna¢ujeme mnozinu obrazt vSech prvki z W, tj.:

(W) ={z' e V' | Jw e W tak, 7e p(w) = ='}.

Véta 1.2. Necht ¢ : V. — V' je linedrni zobrazeni, W podprostor ve V.
Pak:
(1) (W) je podprostor ve V',
(2) w1,...,ux jsou generdtory podprostoru W =— @(uy),...,o(u)
jsou generdtory podprostoru (W),
(3) dim W > dim ¢(W).
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Dukaz. (1): Provede se pfimym ovéfenim definice podprostoru.

(2): Necht &’ € (W) libovolny, tzn. existuje w € W tak, ze p(w) = @'
Ale podle predpokladu w = t1 - uy + -+« + ty - ug, a tedy ' = @(t1 - w1 +
bt ug) = tp(un) +- -+t o(ug), odkud plyne, Ze o(uy), . .., p(ug)
jsou generatory o(W).

(3): Je-li W = {o}, pak tvrzeni ziejmé plati. Necht tedy W # {o} a
necht wq,...,u,, je bidze W. Pak podle (2) jsou vektory ¢(u1),. .., o(up)
generatory ¢(W), a tedy dimg(W) < m = dimW. O

Véta 1.3. SlozZenim linedrnich zobrazeni dostaneme opét linedrni zobra-
zend, tj. jsou-li ¢ : V. — V' 4 : V' — V" linedrni zobrazeni, pak 1 o ¢ :
V — V" je linedrni zobrazeni.

Dukaz. Ovéfime podminku (3). Prou,v € V, t,s € T je:

(op)(t-uts-v) =1t uts v) =9t ou)+s o) =
t-((Yop)(w) +5- ((op)(v),

a tedy (1 o ) je linedrni zobrazeni. O

Nasledujici dilezita véta ukaze, ze k tplnému zadéani linedrniho zobra-
zeni V. — V' stadi zadat pouze obrazy vektort pevné baze prostoru V
a obrazy zbyvajicich vektord z V jsou pak jiz jednoznac¢né vynuceny. Na
druhé strané, takovyto vysledek se da celkem océekavat, uvédomime-li si,
ze kazdy vektor z V je jistou linedrni kombinaci vektord baze a ze linedrni
zobrazeni ,zachovava linedrni kombinace vektori“.

Véta 1.4. (Zikladni véta o linedrnich zobrazenich) Necht'V, V' jsou vek-
torové prostory nad T, necht uy, ..., u, je bdze prostoru’V a necht v’ ... v,
gsou libovolné vektory z V'. Pak existuje jediné linedrni zobrazeni ¢ : V —

V' takové, Ze (ur) = v, ..., p(u,) = v),.

Dukaz. I. existence: Necht € V libovolny, pfi¢em? @ = 21 - w1+ -+ 2p -
Up. Polozme p(x) = 1 - v + - + 2, - v),. Potom ¢ je zobrazeni V do V',
které je linedrni zobrazeni (oboji si podrobné rozmyslete, resp. dokazte!).
Dale, zfejmé p(u;) = v, proi=1,...,n.

II. jednoznacnost: Necht ¢ je vySe zkonstruované linedrni zobrazeni a
necht dale ¢ : V. — V' je linedrni zobrazeni takové, ze (u1) = v, ...,
(uyn) = vl,. Pak pro libovoluy vektor @ € V (pro néjz & = 1 - uy + -+ +
Tp - Up) je:
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Y(x) =P(z1-up + -+ Ty up) =21 P(wr) + o Ty P (ug) =
Pt v, = (@)

coz vSak znamena, ze ¢ = ¢. O

Definice. Necht ¢ : V' — V' je linedrni zobrazeni. Pak:
(1) mnozina Kergp = {u € V | p(u) = 0'} se nazyva jidro linedrniho
zobrazeni o,
(2) mnozina Im ¢ = @(V') se nazyva obraz linedrniho zobrazeni .

Poznamka. Oznaceni Ker ¢, resp. Im ¢ jsou v literatuie bézné pouzivané
zkratky pro anglické nazvy ,kernel“ = jadro, resp. ,image“ = obraz.

Nésledujici tvrzeni ukézi, ze obé podmnoziny jsou podprostory a popisi
jejich zékladni vlastnosti.

Véta 1.5. Necht ¢ : V — V' je linedrni zobrazeni. Pak:
(1) jadro Ker ¢ je podprostorem ve V,
(2) obraz Im ¢ je podprostorem ve V'.

Dukaz. (1): Ziejmé o € Ker ¢, a tedy Ker ¢ # (). Dale, necht u,v € Ker ¢,
tzn. je p(u) = o', p(v) = 0. Pak p(u +v) = ¢p(u) + p(v) =0 + 0 =0,
a tedy u + v € Kerp. Podobné pro u € Kerp at € T jet-u € Kergp.
Dohromady tedy Ker ¢ je podprostor ve V.

(2): Jde o specielni pripad véty 1.2.(1). O

Véta 1.6. Linedrni zobrazeni ¢ je injektivni <= Ker p = {o}.

Dukaz. ,=“: Necht & € Ker ¢ libovolny. Pak p(z) = o' = ¢(0) uzitim véty
1.1. (1). Z injektivnosti zobrazeni ¢ pak dostavime & = o, tzn. Ker ¢ = {0},

»,<*: Necht o(u) = ¢(v). Potom p(u —v) = o', neboli u —v € Kerp =
{o}. Tedy u — v = o, neboli u = v, coz znameni, %e ¢ je injektivni
zobrazeni. O

Definice. Necht ¢ : V' — V' je linearni zobrazeni. Pak dimenze jadra Ker ¢
se nazyva defekt linedrniho zobrazeni ¢ a dimenze obrazu Im ¢ se nazyva
hodnost linedrniho zobrazeni .

Véta 1.7. Necht ¢ : V. — V' je linedrni zobrazeni. Pak soucet defektu a
hodnosti linedrniho zobrazeni ¢ je roven dimenzi prostoru V, tj.:
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dim(Ker ¢) + dim(Im ¢) = dim V.

Dukaz. Je-li Img = {0'}, pak Keryp = V a véta zfejmé plati. Necht je
tedy Imp # {0’} a necht w),..., w! je baze Im¢y. Pak existuji vektory

Uuy,...,u, €V tak, ze p(ur) = wl, ..., ¢(u,) = wl.. Z véty 1.1.(3) plyne,
7e uy, ..., U, jsou linedrné nezavislé, tzn. je pak:

dim L(uq,...,u,) = r = dim(Im ¢). (1)
Déle:

I. Ukazeme, ze Ker ¢ + L(uy,...,u,) =V.
Ale inkluze ,,C* je zfejm4 a naopak, je-li & € V libovolny, pak ¢(x) € Tm ¢,
tzn. p(x) = ¢1 - w) + -+ + ¢ - w), kde ¢; € T. Uvazme nyni vektor u =
cL-uy + -+ ¢ - up. Zkejmé je u € L(uq,. .., u,) a déle:
p(u) =pler-wr+ - +cup) =cr-p(ur) + - +c - p(uy) =

c-wh - F o wl = (),

odkud p(z — u) = 0, neboli & — u € Ker . Potom vSak:
r=(x—u)+ucKerp+ Llu,...,u),

coz jsme potiebovali dokazat.

II. UkaZzeme, 7e Ker o N L(uy,...,u,) = {o}.
Necht ¢ € Kerp N L(uy,...,u,). Pak o(x) = o' a soucasné @ = t; - u; +
oo+ t, - up, odkud:

Ale z linedrni nezavislosti vektori w', ..., w, plyne, ze t; = --- =t, = 0,
a tedy po dosazeni dostavime x = o.

Nyni, z I. a II. uzitim véty o sou¢tu a priniku podprostori a vztahu (1)
dostavame:

dimV = dim (Ker ¢ + L(ui, ..., u,)) =
dimKer ¢ + dim L(uy, . .., u,) — dim (Ker o N L(uy, ..., u,)) =
dim Ker ¢ 4+ dimIm ¢ — 0 = dim Ker ¢ + dim Im ¢.

O
Definice. Necht V, V' jsou vektorové prostory nad T a necht existuje

izomorfismus vektorového prostoru V na V’. Pak fikdme, 7e V a V' jsou
izomorfni vektorové prostory a piSeme V = V',
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Véta 1.8. Relace = je relaci ekvivalence na mnoziné vsech (konecnédi-
menziondlnich) vektorovyjch prostori nad télesem T.

Dukaz. reflexivita: Je ziejmé (nebot idy je izomorfismus V na V).

symetrie: Necht V' = V', tzn. existuje izomorfismus ¢ : V. — V', Pak
zobrazeni ¢~ : V! — V je bijektivni a ukdzeme, 7e je linearni zobrazeni.
Necht u',v' € V', t,s € T libovolné a oznaéme ¢ ' (u') = u, ¢ (v') = v.
Potom je p(u) = u', p(v) = v'. Nyni:

et u' +s-0) =7 (- p(u) + s p(w) = o (@t uts-v)) =
t-uts-v=t-@ Hu)+s o L)

Je tedy V' 2 V.
tranzitivita: Plyne z vlastnosti bijekce a z véty 1.3. O

Véta 1.9. Necht ¢ : V — V' je izomorfismus. Pak plati:
(1) wt,...,ux € V jsou linedrné zdivislé <= p(u1),...,p(u) jsou
linearné zdvislé,
(2) uy,...,ux €V jsou linedrné nezdvislé <= @(u1),...,p(uy) jsou
linedrné nezavislé,
(3) uy,...,up je bdze V. <= ¢(uq),...,0(u,) je baze V',
(4) dimV = dimV"’.

Dukaz. Podle predpokladu je ¢ : V. — V' bijektivni linedrni zobrazeni
a podle diikazu piedchozi véty je ¢! : V! — V také bijektivni linearni
zobrazeni. Potom:

(1): Plyne z véty 1.1.(3) aplikované na ¢, resp. ¢ ..

(2): Je logickym dusledkem (1).

(3): Plyne z (2) a z véty 1.2.(2), uvédomime-li si, ze o(V) = V' a
e (V) =V.

(4): Je-li V nulovym prostorem, pak je tvrzeni ziejmé. V ostatnich pii-
padech plyne z (3). O

Pozndmka. Utvorime-li na mnoziné vSech (kone¢nédimenzionélnich) vek-
torovych prostort nad T rozklad prislusny ekvivalenci =, pak v kazdé tridé
tohoto rozkladu budou vzdy vSechny navzijem izomorfni vektorové pro-
story. Z véty 1.9. pak plyne, Zze tyto izomorfni vektorové prostory maji
z algebraického hlediska naprosto stejné vlastnosti (jedna se tedy o pouze
formalné rizné exemplafe shodnych vlastnosti). V matematice se obvykle
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o takovychto objektech tika, Ze jsou ,stejné, az na izomorfismus* a Casto
se dokonce ztotoznuji.

Nasledujici véta pak poda velmi jednoduchou charakterizaci izomorfnich
vektorovych prostori, tj. vektorovych prostort patticich do jedné tfidy zmi-
néného rozkladu.

Véta 1.10. (Véta o izomorfismu vektorovych prostori) Necht V., V' jsou
vektorove prostory nad T. Pak:

V2V — dimV =dimV'.

Dukaz. ,=“: Plyne pfimo z véty 1.9. (4).

,=“ JelidimV = dim V' = 0, pak zifejmé V = V'. Necht tedy dimV =
dimV’' =n (> 1) a necht uq,...,u, je baze V, resp. u}, ..., ul, je baze V'
Necht déle & € V libovolny, pfiemz @ = 21 - u1 + -+ - + &y, - Uy, (vime, Ze
toto vyjadieni existuje, a to jediné). Polozme:

o) =z -ul+-- +zp - ul,.

Pak ziejmé ¢ : V' — V' je zobrazeni a rozepsanim se ukaZe, 7e ¢ je bijektivni
(provedte si podrobné sami!). Dokazme, Ze ¢ je linedrni zobrazeni. Necht
rx,y€eV, t,s €T, pliCemzae =21 - U1+ +Tp Up, Y = Y1 - UL+ +Yp Up.
Potom:

e(t-z+s-y)=o((tzr +sy) ur+ -+ (tzg + syn) - uy) =
(tz1 + syr) - u) + - + (tzn + syn) - uy, =
te(zp )+ dzp-ul)+s-(yr-u)+ - Fyn-ul) =t-p(e) + 5 0(y).

Dohromady pak ¢ je izomorfismus prostoru V na V', a tedy V= V'. O

Poznamka. Z predchozi véty plyne, Ze pii zadaném ¢iselném télese T je
kazdy vektorovy prostor jednoznaéné (az na izomorfismus) uréen svoji di-
menzi. Pfitom nap¥. zfejmé kazdy nenulovy n-dimenzionalni vektorovy pro-
stor nad T je izomorfni s prostorem T". Vidime tedy, Ze vektorové prostory
T" pron = 1,2,3,... vyerpavaji (az na izomorfismus) vSechny nenulové
vektorové prostory nad 1. Mohlo by se tedy na prvni pohled zdat, ze pfti
budovani obecné teorie vektorovych prostort by vlastné stacilo omezit se
pouze na prostory 1T™. Je vSak ihned vidét, Ze bychom timto nedosdhli
zéddného zjednoduseni, nebot z dikazu piedchozi véty plyne, Ze pouzity
izomorfismus zavisi na volbé baze. Pokud bychom tedy chtéli néjaké tvr-
zeni o prostoru 7™ prenést na libovolny n-dimenzionélni vektorovy prostor,
znamenalo by to vidy dokézat jeho nezavislost na volbé baze.
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82. Linearni transformace a jeji matice

Definice. Necht V' je vektorovy prostor nad T'. Linedrni zobrazeni ¢ : V —
V' se nazyva linedrni transformace vektorového prostoru V.

Je-li navic ¢ bijektivni, pak se nazyva automorfismus vektorového pro-
storu V.

Poznamka. Vidime, zZe linedrni transformace je pouze specielnim pripadem
linedrniho zobrazeni, a sice pro V' = V. Znamend to tedy, %e vSechny
uvahy a tvrzeni z predchoziho paragrafu ztstavaji v platnosti i pro linearni
transformace, pricemz bude ziejmé platit jesté néco navic.

Specielné zduraznéme, Ze podle zakladni véty o linearnich zobrazenich je
linedrni transformace nenulového prostoru V' jednoznacné uréena zadanim
obrazu pevné baze prostoru V.

Déle si vSimnéme toho, ze je-li V' = {0}, pak existuje pouze jedind, a
to identicka linedrni transformace prostoru V a vSechny tivahy o ni jsou
viceméné trividlni. Proto se v dalSim budeme zabyvat pouze linedrnimi
transformacemi nenulovych vektorovych prostori.

Nejprve uvedeme vétu, kterda nam poda fadu ekvivalentnich podminek
pro to, aby linearni transformace byla automorfismem, tj. aby byla bijek-
tivni.

Véta 2.1. Necht ¢ je linedrni transformace prostoru V. Pak ndsledujict
vyroky jsou ekvivalentni:
(1) ¢ je automorfismus,
(2) ¢ je injektivni zobrazent,
(3) ¢ je surjektioni zobrazen,
(4) ¢ zobrazuje libovolnou bdzi prostoru V na bdzi prostoru V,
(5) ¢ zobrazuje libovolné linedrné nezavislé vektory opét na linedrné ne-
zavislée vektory.

Dikaz. (1) = (2)“: Ziejmé.

+(2) = (3)“: Necht ¢ je injektivni zobrazeni. Pak podle véty 1.6. je
Ker ¢ = {0}, a tedy podle véty 1.7. musi byt dimIm ¢ = dimV, neboli
©(V) = V. To v8ak znamend, ze ¢ je surjektivni zobrazeni.

+(3) = (4)%: Je-li ¢ surjektivni, pak (V) = V. Necht nyni uq,...,u,
je baze prostoru V. Podle véty 1.2.(2) jsou ¢(uq),...,p(u,) generatory
©(V) = V. Ale z generatort prostoru V lze vybrat bazi V, kterd vsak v na-
Sem piipadé musi sestdvat z n vektort, coz znamend, ze p(uy),...,p(uy,)
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je baze V.

»(4) = (5)“: Necht u1,...,ur € V jsou linedrné nezavislé vektory. Ale
linedrné nezavislé vektory z V lze doplnit na bazi V, odkud uzitim (4)
dostaneme, ze p(u1),...,p(ug) jsou linedrné nezavislé vektory.

»(8) = (1)“: Z (5) plyne, ze Ker ¢ = {0} (nebot je-li & # o libovolny,
pak x je linedrné nezavisly, a tedy podle (5) je ¢(x) také lineadrné nezavisly,
neboli p(x) # o). Ale je-li Keryp = {0}, pak z véty 1.6. plyne, Ze ¢ je
injektivni, a uzitim véty 1.7. dostaneme, ze ¢ je surjektivni. Dohromady
tedy ¢ je automorfismus. O

Definice. Necht ¢ je linedrni transformace prostoru V. Necht:
Ur,...,Un (1)

je pevna baze prostoru V a plati:

<p(u1):a11-u1+a21-uQ + -+ ap1 - Up
o(ug) = a1a- U1 + age - Uy + -+ ap2 - Uy

@(un):aln'u1+a2n'u2 +-+ app - Uy

Pak matice:
aip a2 - ain
az1 G2 - Qon
A=
anpl1 Ap2 -°° dpn

se nazyva matice linedrni transformace ¢ v bazi (1).

Poznamka. 1. Vidime, ze matice A je ¢tvercova fadu n (kde n = dim V)
a je utvofena tak, Ze soufadnice vektoru ¢(u;) v bazi (1) jsou napsany
do j-tého sloupce matice A (j = 1,...,n). Tyto soufadnice jsou uréeny
jednoznacné, a tedy i matice A je jednoznacné uréena.

Uvédomme si dale, ze pojem matice linearni transformace je vazan pod-
statnym zptisobem na pevnou bazi prostoru V. Ziejmé matice téze linearni
transformace ¢ v riznych bazich prostoru V' budou obecné riizné.

2. V8imnéme si jesté vzajemného vztahu mezi pojmem ,matice pre-
chodu® (definovanym v §5, kap. I1.) a pojmem ,matice linedrni transfor-
mace“. Jsou-li uy,...,u, a vy,...,v, dvé baze prostoru V a oznacime-li
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symbolem ¢ linearni transformaci prostoru V' zadanou uréenim obrazt baze
tak, ze vektory prvni baze se postupné zobrazuji na vektory druhé béze,
tzn.:

p(u1) = v,

p(un) = vn,
pak ihned vidime, Ze matice pfechodu od béaze u,...,u, k bazi v,...,v,
je rovna matici linearni transformace ¢ v bazi uy,...,un,.

Oznacdeni. Mnozinu v8ech linedrnich transformaci prostoru V budeme ozna-
¢ovat symbolem L(V).

Prvky mnoziny £(V') jsou tedy linedrni transformace vektorového pro-
storu V., tj. jista zobrazeni V — V. Ziejmé je L(V) # ), nebot naptiklad
identické zobrazeni idy € L£(V'). Na mnoziné £(V) nyni uréitym pfiroze-
nym zpusobem definujeme soucet a soucin, resp. nasobek ¢islem a popiseme
zékladni vlastnosti takto vzniklych algebraickych struktur.

Definice. Necht ¢, € L(V), t € T libovolné. Pak zobrazeni:
(1) ¢+ : V = V definované (¢ + 9)(u) = ¢(u) + 9(u) pro Vu € V se
nazyva soucet linedrnich transformaci ¢ a 1,
(2) potp: V — V definované (gotp)(u) = ¢(1)(u)) pro Vu € V se nazjva
soucin linearnich transformaci ¢ a 1,
(3) t-¢:V = V definované (t-¢)(u) =t- (¢(u)) pro Vu € V se nazjva
soucin cisla t s linedrni transformaci .

Véta 2.2. Necht @, jsou linedrni transformace prostoru V., t € T libo-
volné. Pak:

(1) o+, potp, t-p jsou linedrni transformace prostoru V,

(2) (L(V),+) je komutativni grupa,

(3) (L(V),+,0) je okruh s jednickou,

(4) L(V) je vektorovy prostor nad télesem T (vzhledem k +, resp. -).

Dukaz. (1): Ziejmé ¢ + 1, p o1, t- ¢ jsou zobrazeni V' — V. Rozepsanim
se bezprostiedné ovéri, ze jsou to linedrni zobrazeni.

(2): Dokéze se rozepsanim. Pfitom roli nulového prvku hraje nulova li-
nearni transformace w : V' — V (definovand w(u) = o pro Yu € V), resp.
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opatnym prvkem k ¢ € L(V) je linearni transformace o : V' — V defino-
vand po(u) = —p(u) pro Vu € V.

(3): Dokéze se opét rozepsanim, s vyuzitim (2). Jednickou okruhu je
ziejmé identicka transformace idy .

(4): Dokaze se uzitim (2) a bezprostifednim ovéfenim axiomii vektorového
prostoru. O

Véta 2.3. Necht ¢, jsou linedrni transformace prostoru V, dimV =n >
1 a necht matici ¢ (resp. ) v bdzi (1) je matice A (resp. B). Potom:

(1) matici linedrni transformace ¢ + 1 v bazi (1) je matice A+ B,

(2) matici linedrni transformace ¢ o) v bdzi (1) je matice A- B,

(3) matici linedrni transformace t - ¢ v bdzi (1) je matice t - A.

Dukaz. Necht A = (ai;), B = (b;j), i,j = 1,...,n. Pfi tomto oznaceni pak
plati:

n n
@(Uj) = Zla'rj * Uy, /‘/)(u]) = Elbrj * Uy

pro j=1,...,n. Pak:

n
(1): (o + ) (uy) = o(u;) +(u;) = Zam uy + me U, = Zl(arj +
i)-u, proj=1,...,n, a tedy matici hnearm transformace @+ v bazi

b
(1) je matice (a;; + b,]) = A+ B.
n
(2): Oznacme A - B = (c5), tzn. ¢;j = Y aj, - byj prod,j = 1,...,n
k=1

n n n n
Ale (‘Polp)(u]’) = @(Zb'rj 'u'r> = Zbrj : (P(ur) = Zb'rj : Zasr cUs =
r=1 r=1 r=1 s=1

n
Z <Zas,« ,«J) cug = chj ug, odkud plyne, Ze matici linedrni transfor-
s=1 =1

mace @ o1 v bazi (1) Je matice A B.

n

(3): (t-@)(u;) =t-p(uj) =t- Zaw u, =y (t-arj) - u,, a tedy matici
r=1 r=1
linedrni transformace ¢ - ¢ v bazi (1) je matice (t- a;;) =1 - A. O

Véta 2.4. Necht'V je vektorovy prostor nad T, dimV = n > 1. Pak vek-
torovy prostor L(V') je izomorfni vektorovému prostoru Maty, (T).

Dukaz. Necht (1) je pevnd baze V. Definujme zobrazeni F : L(V) —
Maty,, (T') takto: pro libovolné ¢ € L(V) polozme:



108 Linearni zobrazeni vektorovych prostorii

F(p) = A,

kde A je matice linedrni transformace ¢ v bazi (1). Nyni dokdzeme, ze:

I. F je bijektivni zobrazeni.
Necht A € Mat,,,(T) libovolni. Ozna¢me wy, ..., w, vektory z V, jejichz
soufadnicemi v bazi (1) (tj. bazi uq,...,uy) jsou po fadé sloupce matice
A. Podle zakladni véty o linedrnich zobrazenich existuje jedind linedrni
transformace ¢ prostoru V s vlastnosti o(u1) = wy, ..., o(u,) = wy.
Ale matici ¢ v bazi (1) je pak pravé matice A. Tedy existuje pravé jedno
p € L(V) tak, ze F(¢) = A, neboli matice A mé pi¥i zobrazeni F' pravé
jeden vzor, coz znamend, ze F' je bijektivni zobrazeni.

II. F' je line4rni zobrazeni.
Necht ¢,9 € L(V), t € T libovolné, piicemz F(p) = A, F(y) = B. Pak
podle véty 2.3. (1) je F'(¢+1) = A+ B = F(p)+ F(¢) a podle véty 2.3. (3)
je F(t-p)=t-A=t-F(p). Tedy F je linearni zobrazeni.

Dohromady dostavame, ze F' je izomorfismus, neboli £L(V') = Mat,, (T').

O

Poznamenejme, ze z predchozi véty a z véty o izomorfismu vektorovych
prostort plyne, ze dim £(V) = n? (ponévadz, jak vime, dim Mat,,, (T) =
2

Na zévér paragrafu si jesté struéné v§imneme toho, jak vypadaji matice
téze linearni transformace v riznych bazich prostoru V' a jaké jsou nékteré
jejich zékladni vlastnosti.

Véta 2.5. Necht A, B € Maty,(T), necht dimV =n (> 1). Pak plati:

A, B jsou maticemi téZe linedrni transformace prostoru V. (ve vhodngch
bdzich) <= ezistuje requldrni matice S tak, e B=S"1-A-8S.

Dukaz. ,=“: Necht A = (a;j), resp. B = (b;;) je matice linearni transfor-
mace ¢ v bazi (1), resp. v bazi (1’) (kde (1) je baze w1, ..., uy,, resp. (17)
je baze ul,...,u;). Déle necht S = (s;;) je matice pfechodu od baze (1)
k béazi (1’), tzn. S je regularni matice a plati:

n
1 s
u; = Z:ls” u;
7=

pro j =1,...,n. Potom vsak:
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n

n n n n
() = Sby -ty = 3o by s i = z(zsikbkj) s
k=1 k=1 =1 k=1

a také:

n
olu) = g)(kz -
=1

M=

n n
= D skj-p(ug) = Do skj- D ik - u; =
i =1 o1

{

odkud porovnanim pravych stran (na zékladé jednoznacnosti vyjadieni vek-
toru p(u;) pomoci baze (1)) dostdvame, ze:

1

az‘kskj) U,

NgE

7 1

n n
> Sikbe; = Y aikskj
proi,j =1,...,n, coz vak znamen4, %e S-B = A-S, neboli B = S~'-A.S.
,<“: Nechf B=S"1-A-8 anecht (1) je pevna baze prostoru V. Pak
(podle dikazu véty 2.4.) existuje jedina linedrni transformace ¢ prostoru
V takova, ze A je matici ¢ v béazi (1). Déle, S je regularni matice, tzn.
existuje (jedind) baze (1’) prostoru V takova, Ze S je matice piechodu
od baze (1) k (1’). Konetné, podle piredpokladu je S- B = A - S, neboli
n n
> sikbk; = Y aigSk; pro i, = 1,...,n. Potom stejnymi tupravami jako
k=1 k=1

v prvni ¢asti dikazu dostédvame:

o) = 3 (S ) i = 5 ( Loty ) v = Sy o

= i=1 \k=1
pro j = 1,...,n, coz vSak znamend, Ze B je matici linedrni transformace
¢ v bazi (1’). Tedy matice A, B jsou maticemi téze linearni transformace
prostoru V. [

Definice. Necht A,B € Maty,(T") a necht existuje regularni matice S
takova, ze B = S—!1. A-S. Pak iikdme, %e matice A, B jsou podobné matice
a piSeme A ~ B.

Véta 2.6. Relace ~ podobnosti matic je relaci ekvivalence na mnoZiné
Mat (7).

Dukaz. a) reflexivita: Pro libovolnou matici A € Mat,,,(T) je ziejmé A =
E;'-A-E,, kde E, je jednotkova matice fadu n. Je tedy A ~ A.
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b) symetrie: Necht A ~ B, tzn. existuje regularni matice S tak, ze B =
S71.A.S. Pakale A=S-B-S7'=(S71)"1. A-(S71), kde S~! je ziejmé
regularni. Tedy B ~ A.

¢) tranzitivita: Necht A ~ B a B ~ C, tzn. existuji regularni matice S,
Q tak, 72e B=S1-A-SaC = Q' -B-Q. Po dosazeni dostivime
C=Q ' - 81 4-85-Q=(5-Q)~"'-A-(S-Q), pficemz matice S - Q je
ziejmé regularni. Tedy je A ~ C. O

Definice. Necht A = (a;j) je ¢tvercova matice fadu n (nad T') a necht A je
proménna. Pak determinant:

aip — A a2 e aip
asy agy — A .- aonp
1A — AB,| =
an1l an?2 S App — A

se nazyva charakteristicky polynom matice A.

Poznamka. Provedeme-li vypocet piedchoziho determinantu (napt. uzitim
véty 2.2., kap. II.), dostaneme:

A= AE,| = (=)™ A"+ (=1)""L (a1 +ag+ -+ any) A4+ | Al

Je tedy okamzité vidét, ze se skuteéné jedna o polynom proménné A, ktery
je stupné n a jeho koeficienty jsou z ¢iselného télesa T
Konkrétné, napiiklad pro n = 3 dostaneme rozepsanim:

air — A a2 a13
|JA—=AEs3|=| axn  ax—XA a3 |=
azy azy  azz — A
ail a2 ail a3 az a3
—>\3+(a11+a22+a33)->\2— >\+|A|
az a2 azy ass azy  ass

Véta 2.7. Necht A, B jsou podobné matice. Pak matice A, B maji:
(1) stejné determinanty, tj. |A| = |B|,
(2) stejnou hodnost, tj. h(A) = h(B),
(3) stejné charakteristické polynomy, tj. |A — AEy,| = |B — AE,|.

Dukaz. Necht A, B € Mat,,(T) jsou podobné matice, tzn. existuje regu-
larni matice S tak, 7e B = S~!. A . S. Potom:
(1): Uzitim Cauchyovy véty a véty 3.9.(3), kap. I1., dostavame:
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Bl =187 A- 8| = 5+ |A] 18] = |A].

(2): Uzitim véty 4.5. (2), kap. IL., je:
h(B)=h(S '-A-8)=h(A-S)=h(A).

(3): Uzitim Cauchyovy véty a ziejmého faktu, ze AE, = S~'- (AE,) - S,
dostavame:

|IB—AE,|=|S"'-A-S—S71-(\E,)-S|=|S"'- (A= \E,) -S| =
1§ [A = AEn| -S| = |A = AE,|.

0

Poznamka. Pripomenme, ze predchozi vétu nelze obratit, tzn. rovnost de-
terminanti, rovnost hodnosti a rovnost charakteristickych polynomt dvou
matic jsou pouze nutné, nikoliv v§ak dostate¢né podminky pro podobnost
téchto matic. Vezmeme-li nap. matice:

10 11
w0 1) 7=(00)

pak ziejmé |Ey| = |B|, h(F2) = h(B) a |Ey — AEs| = |B — AE»|, ale matice
E5 a B nejsou podobné (nebot pro kazdou regularni matici S ¥adu 2 je
S~1.Fy-S = E3, coz znamen, 7e matice F je podobn4 pouze sama sobé).

Jak jiz bylo feceno, vSechny matice dané linedrni transformace ¢ jsou
navzajem podobné. Z predchozi véty potom plyne, ze determinant (resp.
hodnost, resp. charakteristicky polynom) vSech matic dané linedrni trans-
formace ¢ je vzdy stejny. Vidime tedy, ze tyto pojmy zavisi pouze na li-
nearni transformaci samotné, nikoliv na jeji konkrétni matici v jisté bazi.
7 tohoto zjisténi pak plyne korektnost néasledujiciho pojmu a véty.

Definice. Necht ¢ je linearni transformace vektorového prostoru V' a necht
A je matice linedrni transformace ¢ (v jisté bazi prostoru V'). Pak charakte-
risticky polynom matice A, tj. |A—AEy,|, se nazyva charakteristicky polynom
linedrni transformace .

Véta 2.8. Necht ¢ je linearni transformace vektorového prostoru V a necht
A je matice linedrni transformace @ (v jisté bazi prostoru V). Pak:

dimIm ¢ = h(A),
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neboli hodnost linedrni transformace @ je rovna hodnosti jeji matice A.

Dukaz. Necht A je matice linearni transformace ¢ v bazi uq, . .., u,, kterou
oznac¢me (1). Podle véty 1.2.(2) vektory p(uq),...,¢(u,) jsou generatory
podprostoru ¢(V) = Im ¢, pficemz souradnice téchto vektort v béazi (1)
tvori po fadé fadky matice A’, tj. transponované matice k matici A.
Prifadime-1i nyni kazdému vektoru z V uspofddanou n-tici jeho sou-
fadnic v bazi (1), dostaneme izomorfismus prostoru V na prostor T, po-
moci néhoz jiz lehce ukazeme, ze h(A') = dimIm ¢ (rozmyslete si podrobné
sami!). Ale h(A’) = h(A), a tedy dimIm ¢ = h(A). 0

83. Vlastni vektory a vlastni hodnoty linearni trans-
formace

Definice. Necht ¢ je linedrni transformace vektorového prostoru V. Pod-
prostor W vektorového prostoru V se nazyva invariantni podprostor vzhle-
dem k ¢, je-li:

(W) C W,

tzn. pro libovolny vektor & € W plati ¢(x) € W.

Priklad 3.1. Necht V je libovolny pevny vektorovy prostor nad T'. Uvazme:
1. Identickou linearni transformaci idy : V. — V. Pak ziejmé kazdy
podprostor W ve V je invariantni vzhledem k idy .
2. Nulovou linearni transformaci w : V- — V (definovanou w(x) = o pro
Va € V). Pak opét kazdy podprostor W ve V je invariantni vzhledem k w.
3. Libovolnou linearni transformaci ¢ : V' — V. Pak trividlni podpro-
story ve V' (tzn. podprostory {0} a V') jsou invariantni vzhledem k .

P#iklad 3.2. Ve vektorovém prostoru R? uvazme podprostor W = {(z,0) | z €
R} a dale uvazme dvé linearni transformace ¢ a 1) prostoru R? definované:

o((x1,22)) = (21 + 2,0),
P((21,22)) = (22, 21)

pro kazdé (z1,z9) € R2. Lehce se ovéii, ze W je invariantni podprostor

vzhledem k ¢, zatimco tentyz podprostor W neni invariantnim podprosto-
rem vzhledem k 1 (nebot napiiklad (1,0) € W, ale 4((1,0)) = (0,1) € W).
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Poznamka. V piikladu 3.1. jsou uvedeny specidlni, trivialni piipady. Uvé-
domme si, Ze obecné podprostor W miize, ale nemusi byt invariantni vzhle-
dem k ¢ a dale, ze podprostor, ktery je invariantni vzhledem k jedné linearni
transformaci, nemusi byt invariantni vzhledem k jiné linedrni transformaci
(viz priklad 3.2.). Vidime tedy, ze pojem invariantniho podprostoru je vzdy
vazan na pevnou linearni transformaci.

Dalsi pfiklady obecnych konstrukei invariantnich podprostort (vzhledem
k ¢) ndm ukazi nasledujici dvé véty.

Véta 3.1. Necht ¢ je linedrni transformace prostoru V. Pak jidro Ker ¢
a obraz Im ¢ jsou invariantnimi podprostory vzhledem k .

Dikaz. Podle véty 1.5. jsou Ker ¢ i Im ¢ podprostory ve V. Ukazeme jejich
invariantnost vzhledem k . Necht u € Ker ¢ libovolny. Pak ¢(u) = o €
Ker p, a tedy Ker¢ je invariantni vzhledem k . Déle necht v € Img
libovolny, tzn. ziejmé u € V. Pak ale p(u) € p(V) =Imp, a Im ¢ je tedy
invariantni vzhledem k . O

Véta 3.2. Necht ¢ je linearni transformace prostoru’ V- a necht Wy, ..., Wy
jsou podprostory ve V, které jsou invarianini vzhledem k . Pak prinik
(Win---NWyg) a soucet (Wi + --- + Wy) jsou invariantni podprostory
vzhledem k .

Dukaz. Vime, ze (W N---NWy), resp. (Wi + -+ + Wy) jsou podprostory
ve V. Dale:

a) Necht w € Wy N---N Wy libovolny. Pak u € W; a podle predpokladu
o(u) € Wy proi =1,...,k. Tedy o(u) € Wiy N---N Wy, coZ znamend, ze
WinN---N Wy je invariantni podprostor vzhledem k ¢.

b) Ozna¢me W = Wy + -+ + Wy. Necht w € W, tzn. u = uy + - - - + uy,
kde u; € W;. Pak ale p(u) = p(u + -+ ug) = o(u) +- -+ p(ug) € W,
nebot podle predpokladu ¢(u;) € W;. Tedy W je invariantni podprostor
vzhledem k ¢. O

Ddlezitou roli pfi studiu linearnich transformaci hraji jednodimenzio-
nalni invariantni podprostory. Z kapitoly o vektorovych prostorech vime,
ze jednodimenzionalni podprostor W ve vektorovém prostoru V' (nad T') je
generovan jednim nenulovym vektorem w € V, tzn. je pak:

W=Lu)={t-u|teT}.



114 Linearni zobrazeni vektorovych prostorti

Méame-li navic danu linearni transformaci ¢ prostoru V', pak zrejmé pod-
prostor W = L(u) je invariantni vzhledem k ¢, pravé kdyz existuje ¢islo
A € T tak, ze p(u) = X - u, tzn. pravé kdyz se generdtor u podprostoru W
zobrazi na jisty sviij nasobek (rozepiste si podrobné sami!). A pravé vektory
tohoto typu se budeme v dal$im zabyvat.

Definice. Necht ¢ je linearni transformace vektorového prostoru V' (nad
T). Necht w € V., A € T spliuji:

u#to A pu)=A u

Pak ¢islo A\ se nazyva vlastni hodnota linearni transformace ¢ a vektor u
se nazyva vlastni vektor linearni transformace ¢ prislusng vlastni hodnoté

A

Poznamka. 7 predchozi definice ihned plyne, Ze je-li u vlastnim vektorem
¢ prislusnym vlastni hodnoté ), pak také kazdy nenulovy vektor w € L(u),
tj. kazdy nenulovy néasobek vektoru w, je rovnéz vlastnim vektorem ¢ pii-
slusnym téze vlastni hodnoté A.

Priklad 3.3. Necht V je vektorovy prostor nad 7. Déle:

1. Necht idy : V. — V je identicka linedrni transformace prostoru V.
Pak ziejmé kazdy nenulovy vektor z V je vlastnim vektorem idy prislusnym
vlastni hodnoté A = 1 (coZ je jedina vlastni hodnota idy).

2. Necht w : V' — V je nulové linearni transformace prostoru V. Pak
podobné kazdy nenulovy vektor z V je vlastnim vektorem transformace w
prislusnym vlastni hodnoté A = 0 (coz je opét jedina vlastni hodnota w).

3. Necht ¢ : V. — V je libovolnd linedrni transformace. Pak vSechny
nenulové vektory z Ker ¢ (pokud existuji) jsou vlastnimi vektory ¢ prislus-
nymi vlastni hodnoté A = 0. Pfitom samoziejmé ¢ mize obecné mit dalsi
vlastni hodnoty a jim odpovidajici vlastni vektory.

Priklad 3.4. Necht 6 : R, [z] — R, [z] je linedrni transformace derivovani
(viz priklad 1.3.). Bezprostiedné je vidét, ze polynomy stupné nula (tj.
nenulové redlné konstantni polynomy) jsou vlastnimi vektory transformace
0 prislusnymi vlastni hodnoté A = 0 a Ze zaddné jiné vlastni hodnoty a
vlastni vektory § neexistuji.
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Predchozi priklady vlastnich hodnot a vektord byly viceméné trivialni.
Uplny popis vlastnich hodnot a vlastnich vektori linedrni transformace
v obecném piipadé podava nasledujici veta.

Véta 3.3. Necht ¢ je linearni transformace vektorového prostoru V nad
T. Pak:
(1) vlastnimi hodnotami ¢ jsou pravé vSechny koteny (patiici do T') cha-
rakteristického polynomu transformace o,
(2) je-li A € T wlastni hodnota ¢, pak vlastni vektory ¢ prislusné X jsou
prdvé viechny nenulové vektory z podprostoru Ker(p — X -idy).

Dukaz. (2): Necht A € T je vlastni hodnota ¢. Pak u € V je vlastni vektor
@ prislusny vlastni hodnoté A, pravé kdyz:

u#o AN p(u) =X u. (1)

Ale \u = Midy (u), a tedy po dosazeni a tipravé (1) dostdvame ekvivalentni
podminku:

u#o A (p—A-idy)(u) =o. (2)

Ale mnozina vektor splhujicich (2) je rovna mnoziné vSech nenulovych
vektort z podprostoru Ker(¢ — A - idy) vektorového prostoru V.

(1): Z pravé dokazaného a z vét 2.8. a 1.7. plyne: A je vlastni hodnota
p <= NeTakKer(p—A-idy) # {o} < X € T a matice linearni
transformace ¢ — A - idy (v pevné bazi prostoru V) je singularni. Ale je-li
A matici linedrni transformace ¢ (v pevné bazi V), pak (A — X - E,) je
matici linedrni transformace ¢ — X -idy (v téze bazi). Tedy pak X je vlastni
hodnota ¢ <= X € T a|A— \X-E,| = 0, neboli A\ € T je kofenem
charakteristického polynomu linedrni transformace . O

Dusledek. Necht ¢ je linedrni transformace prostoru V, necht A = (a;5),
1 <i,7 <mn, je matice ¢ (v dané bdzi prostoru V') a necht X je vlastni hod-
nota . Pak vlastni vektory transformace ¢ piislusné X (vyjdadiené v dané
bazi) jsou pravé vsechna nenulovd feseni soustavy linedrnich rovnic:

(an — )\)ml + a12x9 + -4 A1y — 0
aznzi + (a2 — N)zg +---+ aonTy =0

(3)

an1T1 + ap2To + -+ (ann - A)xn =0



116 Linearni zobrazeni vektorovych prostorii

Dukaz. Necht w1, ..., u, je dand bize V a necht vektor u ma v této bazi
soufadnice (z1,...,2Ty), tj. 4 = x1 - Uy + -+ + T, - u,. Pak po dosazeni a
apravé dostavame:

(p—A-idy)(u) = p(u) = A-u =
((au — )\)ml + ai12x2 + -+ alnxn) U + (a21$1 + (a22 — )\)mg + 4
aonTn) Uz + -+ (121 + oo + -+ 4 (Apn — N)Zp) - Up.

Podle predchozi véty je vsak u vlastnim vektorem transformace ¢ prislus-
nym vlastni hodnoté A\, pravé kdyz u # o a u € Ker(p — X -idy). Ale to
vzhledem k predchozimu vyjadreni nastane, pravé kdyz u je nenulovy a
jeho soufadnice spliwuji (3). O

Poznamka. 1. S problémem nalezeni vlastnich hodnot a vlastnich vektori
se velmi ¢asto setkavame pri feSeni praktickych tloh, a to nejen v matema-
tice, ale i v riiznych technickych aplikacich. Uvédomme si vSak, ze predchozi
véta nam dava odpovéd pouze na teoretické trovni, nebot hledani vlastnich
hodnot pievadi na hledani korenii polynomu n-tého stupné, coz je uloha,
ktera obecné neni algoritmicky fesSitelna. Samoziejmé existuje pro hledani
vlastnich hodnot a vlastnich vektori fada numerickych metod, které vsak
zde nebudeme uvadét, nebot piresahuji rdmec tohoto kurzu.

2. Poznamenejme jesté, ze z hlediska aplikaci byvad vyhodné sestavit
z vlastnich vektorii bazi prostoru V' (pokud samoziejmé takova baze viibec
existuje), nebot potom se celd situace pocetné velmi zjednodusi. Divodem
je, ze dand linedrni transformace mé pak v takové bazi diagonalni matici.
(Diagondlni matice je ¢tvercova matice, v niz vSude mimo hlavni diagonalu
stoji samé nuly. P¥itom v hlavni diagonéle nuly byt mohou, ale nemusi.)

Skutecné, je-li uq, ..., u, baze prostoru V sestavajici z vlastnich vektoru
linedrni transformace ¢ prislusnych vlastnim hodnotdm Aq,..., A, pak je
o(ur) = A1 -uq, ..., (uy) = Ay - Uy, a tedy matice linedrni transformace
@ v bazi uy,...,u, mé tvar:

A 0 0 - 0 0
0 X 0 -- 0 0
0 0 X3 --- 0 0
A : : (4)
0 0 0 -+ X1 O
o o 0 -- 0 A
Naopak, mé-li linedrni transformace ¢ v néjaké bazi u,...,u, diagonilni

matici tvaru (4), pak wq,...,u, jsou ziejmé vlastnimi vektory linedrni



3 Vlastni vektory a vlastni hodnoty linearni transformace 117

transformace ¢ prislu§nymi vlastnim hodnotam Aq, ..., A, (jak plyne ihned
z definice matice linedrni transformace).

Nasledujici ivahy nas piivedou k jedné dostateéné podmince pro exis-
tenci vysSe popsané baze, tj. baze sestavajici z vlastnich vektord dané line-
arni transformace.

Véta 3.4. Necht ¢ je linedrni transformace prostoru V. Pak vlastni vek-
tory linedrni transformace @ prislusné navzdjem rizngm vlastnim hodno-
tam jsou linedrné nezavislé.

Dukaz. Necht uq, ..., u, jsou vlastni vektory linedrni transformace ¢ pri-
slusné navzijem riznym vlastnim hodnotdm Ai,...,\g. Z posloupnosti
vektort uq,...,u; vybereme libovolnou maximalni linedrné nezavislou po-
sloupnost. Bez Gjmy na obecnosti lze predpokladat, ze ji tvoii napriklad
prvnich r vektoru, tj. uq,...,u,. Ziejmé je 1 < r < k. Déle pokrac¢ujme
sporem. Predpoklddejme, Ze r < k. Pak lze ale psat:

T
Upy1 = > ti-u;, t; €T, (5)
=1

odkud po vyndasobeni ¢islem A, ;1 dostdvame:

T
Arl s Upgpl = D At - - Uy
i=1
Soucasné vsak je:
T T
Arg1 - Upp1 = @(Upg1) = <,0<th' : uz) = > ti-Ai-u.
i=1 ;

Porovnanim pravych stran pak dostavame:

T T
DoArg1ctiui =Yt A - uy,
= =1

i=1
odkud:
T
Zti . (>\r+1 — >\z) s U; = 0.
i=1
7 predpoklddané linedrni nezavislosti vektord uq, ..., u, vSak plyne, Ze t; -

(Ar31—=A;) =0proi=1,...,r. Podle predpokladu véty je vSak A\,11—\; #
0, a tedy musi byt t; = 0 proi = 1,...,r. Po dosazeni do (5) pak dostavame,
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7e ur41 = 0, coz je ale spor s definici vlastniho vektoru. Je tedy r = k, tzn.
vektory uq,...,u; jsou linedrné nezavislé. O

Dusledek. Necht ¢ je linedrni transformace m-dimenziondlniho vektoro-
vého prostoru V', kterd md n navzdjem rizniych vlastnich hodnot. Pak ma-
tice linedrni transformace ¢ v bdzi sestavajici z vlastnich vektori prislus-
nych témto vlastnim hodnotam je diagondlni.

Dukaz. Necht wq,...,u, jsou vlastni vektory piislusné navzijem riznym
vlastnim hodnotam Ay, ..., A, linedrni transformace . Pak podle predchozi
véty vektory wi,...,u, tvori bazi prostoru V a tvrzeni disledku ihned
plyne z 2. ¢asti posledni poznamky. O

84. Ortogondlni zobrazeni, ortogondlni matice

V tomto paragrafu se vratime k euklidovskym vektorovym prostorim
(tj. k vektorovym prostorim nad R, v nichz je definovin skaldrni soucin) a
budeme studovat vzdjemné vztahy mezi nimi. Pouzijeme k tomu linedrnich
zobrazeni (podobné jako u vektorovych prostori v §1 a §2), kterd vsak
navic budou ,zachovavat skalarni soucin“.

Definice. Necht V', V' jsou euklidovské vektorové prostory. Necht ¢ : V —
V' je linearni zobrazeni, pro néz plati:

u-v=gp(u)- ¢v)

pro kazdé u,v € V. Pak ¢ se nazyva ortogondlni zobrazeni euklidovského
prostoru V do V.
Je-1li navic zobrazeni ¢ bijektivni, pak se nazyva izomorfismus euklidov-
ského prostoru V na V' a euklidovské prostory V., V' se nazyvaji izomorfni.
Je-li specielné V! = V, pak se ortogonalni zobrazeni ¢ nazyva ortogo-
nalnt transformace euklidovského prostoru V.

Podminku ,,zachovani skalarniho souc¢inu“ z predchozi definice je mozné
vyjadrit nékolika ekvivalentnimi zpisoby, jak ukazuje nasledujici véta.

Véta 4.1. Necht V., V' jsou euklidovské prostory a ¢ : V. — V' je linedrni
zobrazeni. Pak nasledujici vyroky jsou ekvivalentni:
(1) u-v=9p(u)- @) pro kazdé u,v €V,
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2) llull = lle(w) [l pro kazdé u €V,
(3) jsou-li wy,...,u ortonormdalni vektory ve V, pak @(uq),...,¢(ug)
jsou ortonormdlni vektory ve V.

Dukaz. (1) = (2)“: Necht plati (1) a necht w € V. Pak (uzitim (1))
dostdvame:

2 2
Jul” =u-u=gu)- o) =),
odkud pak [|u]| = [l¢(u)].
»(2) = (3)“: Necht plati (2) a necht u, ..., uy jsou ortonormalni vektory
ve V. Necht i,7 =1,..., k. Pak (uzitim (2)):
— pro ¢ = j plati:

2 2
o(ui) - p(ui) = [lo(w) |7 = [luil|” =1,
— pro i # j plati:

2-p(u;) - <P(uj2) = p(u; + gj) (i + gj) —p(u;) - <P(2Uz') —w(gj) ' <P(Uj2) =
lo(ui +uj) |7 = lo(wi) I = o) [I7 = lw; +usl|” = Jui[|” = [Ju;[|” =
2. U; - U; = 0,

odkud tedy ¢(u;) - p(u;) = 0.
Dohromady dostavame, ze vektory ¢(uq),...,¢(ux) jsou ortonormalni.
»(3) = (1)“: Necht plati (3) a u,v € V. Je-li u = o, pak zfejmé plati
(1). Necht tedy w # o. Mohou nastat dva piipady:
«) Vektory u, v jsou linedrné nezavislé.
Pak podle poznamky za vétou 2.3., kap. IV., existuji ortonormalni vektory
e, ey tak, Ze u = uy - €; + ug - €9, v = vy - €1 + vy - eg. Podle (3) vSak
v(e1), p(e2) jsou ortonormalni vektory a plati:

o(u) - p(v) = p(uy - er +uz - e) - p(vy - €1 + vy - €3) = uvy + ugvy =
u-v.

B) Vektory w, v jsou linedrné zavislé.
Pak opét podle poznamky za vétou 2.3., kap. IV., existuje normovany vektor
e tak, ze u =1t -e, v = s-e. Podle (3) je vektor ¢(e) normovany a plati:

pu)-pv)=pt-e)-p(s-e)=t-s=(t-e) (s e =u-v.

Dohromady tak dostavame, 7Ze plati (1). 0
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Véta 4.2. (Véta o izomorfismu euklidovskych prostori) Dwa euklidovské pro-
story jsou izomorfni, prdvé kdyz maji stejnou dimenzi.

Dukaz. Necht V', V' jsou euklidovské prostory. Potom:

»=%“: Necht V, V' jsou izomorfni (ve smyslu izomorfismu euklidovskych
prostort). Pak jsou V, V' izomorfni jako vektorové prostory a podle véty
o0 izomorfismu vektorovych prostorii je dimV = dim V".

<% Necht dimV = dimV’ = n. Je-li n = 0, pak ziejmé V a V' jsou
izomorfni. Necht tedy n > 1 a necht dale:

€y,...,ey je ortonormalni baze V,
resp.
e},... el je ortonormalni bize V.

Necht u € V je libovolny vektor, pfi¢emz:
n
U=y u;-e;.
i=1
Polozme:
n
p(u) = Zluz - €]
1=

Pak ¢ je ziejmé zobrazeni prostoru V do V', o némz se rozepsanim lehce
ovéri, ze je bijektivni a Ze je linedrnim zobrazenim. Navic je:

il = ol o) = (Su-et) - (s ) =

ULU + - F URUR = U U = ||’U,||2,
tzn. ||@(u)|| = Ju]|, a tedy ¢ je podle véty 4.1. ortogondlni zobrazeni.
Dohromady pak ¢ je izomorfismem euklidovského prostoru V na V. O

Véta 4.3. Necht V, V' jsou euklidovské prostory, ¢ : V. — V' je ortogo-
ndlni zobrazeni. Pak ¢ je injektivni zobrazeni.

Dukaz. Necht € Ker ¢, tzn. o(x) = o’. Pak podle véty 4.1. je:

2]l = lle(@) || = |0l =0,
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a tedy (podle véty 1.4. (1), kap. IV.) je & = o. Dostavame, 7e Ker ¢ = {0},
odkud podle véty 1.6. plyne, zZe ¢ je injektivni zobrazeni. O

Ve zbyvajici ¢asti tohoto paragrafu se budeme zabyvat ortogonalnimi
transformacemi daného euklidovského prostoru V. Je-li specielné V = {o}
nulovy euklidovsky prostor, pak zfejmé jedinou moznou ortogonalni trans-
formaci prostoru V je identické zobrazeni. Tento trividlni pripad nebudeme
v dalsim uvaZovat a budeme se zabyvat pouze ortogonalnimi transforma-
cemi nenulového euklidovského prostoru V. Nékteré zakladni vlastnosti or-
togonalni transformace nenulového euklidovského prostoru popisuje nasle-
dujici véta.

Véta 4.4. Necht ¢ : V. — V je ortogonalni transformace euklidovského
prostoru V. Pak plati:

(1) ¢ je bijektivni zobrazent,

(2) inverzni zobrazeni ¢~ je ortogondlni transformaci prostoru V,

(3) je-li A vlastni hodnota ortogondlni transformace @, pak A = +£1.

Dukaz. (1): Plyne piimo z vét 4.3. a 2.1.

(2): Ziejmé ¢~! : V. — V a podle diikazu véty 1.8. je ¢~ ! linedrni
zobrazeni. Déale, necht u,v € V libovolné. Ozna¢me ¢ !(u) =, ¢ ' (v) =
y. Potom ¢(x) = u, p(y) = v a plati:

u-v=p@) - ply)=c-y=p ' (u) o (v),

tzn. dostavame, ze ! je ortogonalni transformace euklidovského prostoru
V.

(3): Necht A je vlastni hodnota ¢ (tj. musi byt A € R) a necht u je
vlastni vektor ¢ pfislusny vlastni hodnoté \. Pak je ¢(u) = A-u a u # o,
odkud:

u-u=gu) pu)=A-u) (Au) =3 (u-u)
Ale u - u # 0 (ponévadz u # 0), a tedy musi byt A2 = 1, neboli A = +£1. [

Kazda ortogondlni transformace (euklidovského) prostoru V' je zfejmé
linearni transformaci tohoto (vektorového) prostoru V, a tedy mtizeme se-
strojit jeji matici v néjaké dané bazi prostoru V, specielné napt. v dané
ortonormalni bazi prostoru V. Ukazeme, 7e v takovém pripadé bude pak
mit tato matice jisty specidlni tvar.
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Definice. Necht A je ¢tvercovd matice nad R takovd, ze A je regularni a
plati A=! = A’ (tj. inverzni matice je rovna matici transponované). Pak
matice A se nazyva ortogondlni matice.

Véta 4.5. Necht A je ctvercovd matice Tadu n nad R. Pak ndsledujici vy-
roky jsou ekvivalentni:

(1) A je ortogondlni matice,

(2) A-A'=E,,

(3) A'-A=E,.

Dukaz. Véta plyne bezprostiedné z definice ortogonalni matice, definice
inverzni matice a pozndmky za vétou 3.10., kap. II. O

Véta 4.6. Necht A, B jsou ortogondlni matice vadu n. Pak plati:
(1) A- B je ortogondlni matice,
(2) A™! je ortogondlni matice,

(3) |A| = £1.

Diikaz. (1): (A-B)-(A-B) =A-(B-B')-A'=A-E, - A'=A-A' = E,,
a tedy podle véty 4.5. je A - B ortogonalni matici.

(2): Plyne z véty 4.5., uvazime-li, ze (A') = A.

(3): Vime, ze |A| = |A’|, tzn. pak z véty 4.5. a z Cauchyovy véty dosté-
vame:

L= |Bn| = |A- A'| = |A] - |A] = |A]%,
odkud |A| = £1. 0

Dasledek. MnoZina vsech ortogonalnich matic adu n s operaci ndsobeni
matic je grupou.

Dukaz. Tvrzeni plyne z predchozi véty, uvédomime-li si, Ze ndsobeni matic
je asociativni a Ze jednotkovd matice F, je ortogonalni. O

Véta 4.7. Necht'V je euklidovsky prostor a ¢ : V — V je linedrni trans-
formace. Pak ¢ je ortogondlni transformace <= matice transformace @
v ortonormdlni bdzi prostoru V je ortogondlni.

Dukaz. Necht:
e1,...ren 1)
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je ortonormalni baze prostoru V' a necht A = (a;;) je matice linedrni trans-
formace ¢ v bézi (1). Déle:

»,="“: Necht ¢ je ortogonalni transformace prostoru V. Pak podle véty
4.1. vektory ¢(ey), ..., ¢(ey) tvori ortonormalni bazi prostoru V. Ozna¢me
A- A" = B = (bj;). Potom:

n
bij = Y ik - ajp = (aj1 - €1+ +apn-€y) (aj- e+ +ajn- €)=
k=1
p(ei) - o(ej),
odkud plyne, Ze b;; = 1 pro i = j, resp. bj; =0 pro i # j. Tedy A- A’ = E,
a podle véty 4.5. je matice A ortogondlni.
»,<=*“: Necht matice A je ortogondlni, tzn. plati (dle véty 4.5.(3)):

n 1 proi=jy
D ki Ak = o (2)
k=1 0 proi#j

n
Necht déle u € V libovolny, pfi¢emz u = > u; - e;. Potom:
i=1

n
2

=1
Déle:
LU n n n n
pu) = dui-ple;) = Dlui- D ari-ex = 3. <Zamw> ‘€,
i=1 =1 k=1 k=1 \i=1
odkud rozepsanim a tpravou dostavame:

o) I = o) - plu) = 353 (z M)uu

i=15=1 \k=1

tzn. po dosazeni (2) je pak:
2 _ 8,2
i) =
1=

Dohromady tedy ||w]/? = ||¢(w)]|%, neboli |u|| = ||¢(w)||, co# znamens,
7e @ je ortogonalni transformace. O

Na zavér jesté ukazeme, ze maticemi prechodu od ortonormalni baze
k ortonormalni bazi euklidovského prostoru jsou pravé ortogonalni matice.
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Véta 4.8. Necht:
wr, .t (3)
V1y...,Up (4)

jsou baze euklidovského prostoru V a necht baze (3) je ortonormdlni. Pak
plati: matice prechodu od bdze (3) k bdzi (4) je ortogondlni <= bdze (4)
je ortonormadalni.
Dukaz. Necht A = (a;;) je matice piechodu od baze (3) k bazi (4), tzn.
plati:

n

Vi = ) ki - U
k=1

proi=1,...,n. Potom vsak:

n n
v v = <Zaki""'k> ' <Z%""l> = 13015 + -+ + Gnilng,
k=1 =1

odkud jiz (uzitim véty 4.5.) bezprostiedné plyne celé tvrzeni véty. O



