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SYLABUS PREDNASKY

1. Afinni a projektivni prostory: komplexifikace vektorového a afinniho prostoru,
projektivni prostor, projektivni rozsiteni afinniho prostoru, komplexifikace projektiv-
niho prostoru.

2. Nadkvadriky v afinnim a projektivnim prostoru: definice nadkvadrik, nad-
kvadriky a bilinearni formy, klasifikace nadkvadrik v projektivnim prostoru, polarné
sdruzené body vzhledem k nadkvadrice, te¢né nadroviny, stifed nadkvadriky, asymptoty,
afinni klasifikace kuzelosecek a kvadrik.

3. Metrické vlastnosti kvadrik: hlavni sméry, hlavni nadroviny, metricka klasifikace
kuzelosecek a kvadrik.

4. Multilinearni algebra: faktorovy prostor, dudlni prostor, dudlni baze, multiline-
arni zobrazeni, definice tenzorového soucinu, univerzalni vlastnost tenzorového sou-
¢inu, tenzorovy soucin linearnich zobrazeni, tenzorova algebra vektorového prostoru,
kontrakce, soufadnice tenzort pfi zméné baze, tenzory ve fyzice, povyseni a snizeni
tenzoru, symetrické tenzory, vnéjsi algebra tenzorového prostoru, vnéjsi formy.

5. Polynomialni matice a kanonické tvary: polynomialni matice a jejich ekviva-
lence, kriterium podobnosti matic, kanonicky tvar polynomialnich matic a jeho jedno-
znacnost, Jordantiv kanonicky tvar matice A a jeho vztak ke kanonickému tvaru matice
A — A\E, algoritmus pro nalezeni Jordanova kanonikcého tvaru, miniméalni polynom.



1. AFINNT A PROJEKTIVNI PROSTORY

1.1. Komplexifikace realného vektorového prostoru. Nechf V je realny vek-
torovy prostor. Jeho komplexnim rozsirenim (komplexifikaci) je komplexni vektorovy
prostor V¢ uréeny mnozinou V x V, na které je definovano s¢itani a nasobeni kom-
plexnim cislem takto:

(u,v) + (0, v/
(a+1ib)(u,v

= (u+u,v+Vv)
= (au—bv,bu+ av)

—

Neni tézké dokazat, ze jde skutecné o vektorovy prostor nad C s nulovym prvkem
(0,0).
Realné vektory u € R ztotoznime s prvky (u,0) € VC. Tedy V lIze povazovat za
podmnozinu, nikoli viak podprostor prostoru V. Plati
(u,v) = (u,0) +i(v,0) =u+iv

Piiklad. Ukéazeme, ze komplexni rozsifeni vektorového prostoru R” je izomorfni s C".
Definujme ¢ : R" x R® — C" predpisem
@((xla L2, - - 7xn)7 <y17y27 ce 73/71)) = (xl + Z-yla Tg + iy27 ceeyTp Tt Zyn)
To je bijekce, ktera zachovava s¢itani vektor a nasobeni komplexnim ¢islem.

Cviceni. Dokazte, ze komplexni rozsifeni prostoru polynomu s realnymi koeficienty
Rz] je izomorfni s prostorem polynomu s komplexnimi koeficienty C[z].

Véta. Kazdd bdaze (uy, s, ..., u,) prostoru V je bazi prostoru VC.
Cviceni. Dokazte predchozi vétu.

Je-li U podprostor V, pak U® je podprostor V. Podprostory prostoru V° tvaru
UC, kde U je podprostor V, se nazyvaji redlné podprostory.

Komplezné sdruZeny vektor k vektoru u + iv € V je vektor u — iv € VC,

Je-li W C VC podprostor, pak W = {w; w € W} je rovnéz podprostor.

Véta. Podprostor W C VC je redlng prdvé tehdy, kdyz W = W.

Dikaz. Je-li W =UC pak W = {u+iv;u,veU}aW ={u—iv;u,ve U} =W.
Necht W = W. Polozme Re(u +iv) = u pro u, v € V. Mnozina U = {Rew =
(W+W)/2;w € W} je uzaviena na s¢itani a nasobeni redlnym ¢islem. Dokazeme, Ze
U® = W. Nechf w = u+iv € W, potom Rew = u € U, Re(—iw) = v € U, tedy
u+iveUCaW CUC Soucasné U C W, tedy U® C W. O

Definice. Necht ¢ : U — V je linearni zobrazeni mezi readlnymi vektorovymi prostory.
Komplexni rozsiveni ¢ : US — VC je zobrazeni definované predpisem
C . .
v (u+iv) = p(u) +ip(v).
Toto zobrazeni je opét linearni.
Véta. Je-li matice linedrniho zobrazeni ¢ : U — V v bazich o a (3 rovna redlné matici

A, pak ¢ : U® — VC md v bazich o a 3 opét matici zobrazeni A.
3
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Dikaz. Necht a = (uy,...,u,), f = (vi,...,Vg). Matice A = (a;;) je definovana
takto:

p(w) =Y ajiv;
j=1
Pro ¢* plati

l
(W) = o(w) =) ajiv;
j=1

Tedy (go(c)@a = A. O

1.2. Afinni prostor a jeho komplexifikace. Pfipomeneme, Ze afinni prostor A
se zamérenim V' je mnozina A spolecné s vektorovym prostorem V a s operaci -
A x A — V, kterd méa tyto dvé vlastnosti:

(1) pro kazdé A € A av €V existuje pravé jedno B € A tak, ze AB = v. Piseme

B=A+wv.
L = —
(2) pro vSechna A, B,C € A je AB+ BC = AC.
Béze afinniho prostoru A je dana bodem O € A a bazi (uy, uy ..., u,) vektorového
prostoru V. Soutadnice bodu X v této bazi je n-tice skalara (1, xo, ..., z,) takova,

ze
X =0+ zu; + x2up + - -+ + 20U,

Necht A je afinni prostor, jehoz zaméieni V' je redlny vektorovy prostor. Kompleznim
rozsirenim (komplexifikaci) afinniho prostoru A je mnozina A® = A x V s operaci

TCL A x AC S VE
definovanou predpisem
(A, 0)(B,v) = AB +i(v—u).

Ovéfime, ze takto definovand operace ma vlastnosti (1) a (2) z definice afinniho
prostoru.
(1) Necht (A,u) € A% a z + iw € VC. Potom existuje pravé jedno B € A tak, 7e
—

AB =z a prave jedno v € V tak, ze v—u = w. Tedy
%C
(A,u)(B,v) =z+iw.
(2) Plati

(A, 0)(B,v) + (B,v)(C,2)" = AB+i(v—u)+ BC +i(z—v)
— —
= AC+i(z—u) = (4,u)(C,z)
Bod A € A ztotoznime s bodem (4,0) € A®. Pro kazdy bod (4,v) € A® pak plati
—c  —
(A,0)(A,v) = AA+iv =iv.

Tedy
(A, v) = A+av.
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Definice. Komplexné sdruzeny bod k bodu A + iv je bod
A+iv=A—iv, Aec A vel.

Stejné jako pro vektorové prostory muizeme dokazat

A. Je-li B C A afinni podprostor, je B® C A% afinni podprostor. B® se nazyva
redlny afinni podprostor.

B. Je-li B C A afinni podprostor, je B = {A — iv; A + iv € B} rovnéz afinni
podprostor.

C. BC je realny afinni podprostor v A® pravé tehdy, kdyz B = B.

Piiklad. Je-li B C A afinni podprostor s parametrickym popisem
{B +tiug +taug + - - - + tug
pak BC je afinni podprostor v A® s parametrickym popisem
{B+ (t1 +im)us + (t2 +im)us + - - - + (tp + i76)us }-
Cviceni. Je-li B afinni podprostor v R” dany soustavou rovnic s redlnymi koeficienty
Ax = b,
pak B¢ = {x € C"; Ax = b}. Dokaite.

Pripomeneme, 7e zobrazeni ¢ : A — B mezi afinnimi prostory se nazyva afinni,
jestlize existuje linedrni zobrazeni @ : U — V tak, ze ¢(A + u) = p(A) + p(u) pro
vsechny body A € A a vSechny vektory u € U. ® se nazyva indukované linedrni
zobrazeni.

Definice. Necht ¢ : A — B je afinni zobrazeni mezi redlnymi afinnimi prostory. Jeho
komplexni rozsiveni o© : A® — BC je definovano piedpisem
P (A +iu) = p(A) + ip(u),

kde @ je indukované linearni zobrazeni.
Zobrazeni ¢* je opét afinni s indukovanym linedrnim zobrazenim € = %*, nebot

C(A+v+iu) = p(A+v)+ip(u)
p(A) +2(v) + ip(u)

p(A) + (v + iu)
1.3. Projektivni prostor. Necht W, . je (n + 1)-rozmérny vektorovy prostor nad
télesem K (obvykle K = R nebo C).

Definice. Mnozinu P, vSech jednorozmérnych podprostort vektorového prostoru W,
nazveme n-rozmeérnym projektivnim prostorem nad K. Vektorovy prostor W, se na-
zyva aritmetickym zdkladem projektivniho prostoru P,,.

Prvky projektivniho prostoru se nazyvaji body. Kazdy vektor x € W, ;1 — {0} ur-
¢uje jednorozmérny podprostor X = [x] = {ax € W,;1;a € K} € P, a nazyva se
aritmetickym zdakladem bodu X.
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Jedna z moznych nazornych predstav o projektivnim prostoru s aritmetickym za-
kladem R™! je tato: Kazd4 p¥imka v R™™! protne sféru S™ = {(z1,...,%n41) €
R af + -+ 22, = 1} pravé ve dvou bodech. Tedy P, je S™, kde ztotoznime
protilehlé body.

1.4. Baze a homogenni soufadnice. Body A; = [w], Ay = [uy], ..., Ap = [ug]
v P, se nazyvaji linedrné nezavislé, jestlize jsou linedrné nezavislé vektory uy, uo, ...,
ug.

Aritmetickou bazi prostoru P, rozumime libovolnou béazi (uy, ug, ..., u,1) jeho
aritmetického zakladu W, 1. Geometrickou bazi prostoru P, rozumime usporadanou
(n+2)-tici bodi (Oq, Oy, ..., Oy, E) takovych, zZe libovolnych n+1 z nich je linedrné
nezavislych. Body Oy, O, ..., O,11 nazyvame zdkladni body, bod E jednotkovy bod.

Véta. Je-li (ug, s, ..., u,,1) aritmetickd baze prostoru Py, pak ([uy], [us], ..., [wui1],
U +ug + -+ - + w,y1]) je geometrickd baze.

Opacné, je-li (O1,04,...,0,11, F) geometrickd baze, pak existuje aritmetickd bdze
(ug, wg, ..., Upy1) takovd, Ze Oy = [wy], Oy = [wg], ..., Opy1 = [Upya], £ = [ug +
Uy + -+, Je-li (v, Vo, ..., Vui1) jind aritmetickd bdze s touto vlastnosti, pak
existuje 0 # o € K tak, Ze v; = au; pro vsechna i.

Diikaz prvé édsti. Je potfeba dokéazat, Ze libovolnych n + 1 vektort z (n + 2)-tice uy,

cevey Upip, U +Ug + -+ + Uy je linedrné nezavislych. Ukazme to pro us, ..., u,y1,
u; +ug + -+ -+ u,41. Necht
n+1
E a0 + Gpi2(Wy + U+ -+ Upyq) =0
i=2
Tedy
n+1
an42Uq + g (ai + an+2)ul- =0
i=2
Protoze uy, ..., u,,1 jsou linerarné nezavislé, je

Qnyo =0, ;i +apio=0proi=23,...,n+1

Odtud a; =0 proi=2,3,...,n+ 2.

Diikaz druhé casti. Zvolme w; € W,y — {0}, i = 1,2,... ,n+ 2 tak, aby O; = [w],
E = [W,1o]. Protoze wy,...,w, 1 tvofi bazi W, .1, existuji jednoznacéné urcené skalary
ai, as, ..., a,y1 € K tak, ze

W1 + QGaWo + - + Apt1Wpt1 = Wpo.
Kdyby néjaké a; = 0, dostali bychom linearni zavislost n+1 vektorti. Nyni staci polozit
u; = a;wy, W10 = Wyio.
Potom (uy, ..., u,41), je aritmetickd baze, O; = [u;], E' = [u,42] a bude platit
U + -+ Upg1 = Upgo.

Necht (vi, ..., Vpi1) je jind aritmetickd baze takova, ze O; = [vq], ..., Opy1 =
Vi1, E=[vi+va+ -4+ vy
Potom v,,.0 = vy + - 4+ V,0 = au,,o.
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ProtoZe rovnice
TiUup + -+ Tpp1Uppl = QU2

ma jediné feSeni, a tim je 1 =29 = - - = 2,01 =, v, =au; prot = 1,2, ..., n+
1. U
Definice. Necht (01,0, ...,0,1, E) je néjakd geometrickd baze v P, s aritmetic-
kymi zastupci uy, ug, ..., Wyyq, Uy +Us+- - -+, 1. Necht X € P, a necht u je néjaky
jeho aritmeticky zastupce. Potom soufadnice (x1, s, ..., x,11) vektoru u v bazi (uy,
Ug, ..., Upt1

u=2x1u; +I2Ug + -+ Tp+1Upig1
se nazyvaji homogenni souradnice bodu X. Vezmeme-li za aritmetického zastupce
bodu X vektor au, o # 0, jsou jeho soutadnice v bézi (u;, ug, ..., w,,1) rovay
(wy, oz, ..., ax,41). Tedy dva body X, Y € P, jsou totoiné pravé tehdy, kdyz
jejich soutadnice spliuji
(1,22, Tny1) = (Y1, Y2, - . ., Y1) pro néjaké a # 0.

1.5. Projektivni podprostory. Jednorozmérné podprostory v (k + 1)-rozmérném
podprostoru W C W, 1 tvoti k-rozmeérny projektivni podprostor P v projektivnim
prostoru P,,. Jednorozmérny projektivni podprostor v P, se nazyva primka.

Priklad. Kazdé dvé piimky p, ¢ v P, maji spoleény bod. V aritmetickém zakladu W3
primkam p a ¢ odpovidaji dva podprostory U a V' dimenze 2. Protoze
dimUNV =dimU 4+ dimV — dim(U + V)
adim(U+V) <3, jedimUNV > 1.
Tedy p N g obsahuje alespon jeden bod projektivniho prostoru Ps.

Necht P C P, je k-rozmérny projektivni podprostor, kterému odpovida (k + 1)-
rozmérny podprostor W C W, ., popsany v soufadnicich baze (uy, uy, ...,u,.1) ho-
mogenni soustavou rovnic

apr;  + ... + aiper = 0

Qp—k,1T1 + ...+ Gy = 0

Stejna soustava rovnic pak popisuje homogenni souiadnice bodi projektivniho pro-
storu P.

1.6. Kolineace. Necht P,, a P/ jsou dva projektivni prostory dimenze n. Zobrazeni
¢ : P, — P! se nazyva kolineace, jestlize existuje linedrni izomorfismus @ : W, ;1 —

W), tak, Ze
([u]) = [p(u)]
pro vSechna u € W, ;. Kolineace P, do P, tvoii grupu, kterou budeme znacit

PGL(P,).

Véta. Pro kaZdou dvojici geometrickych bazi (On, ..., Opq1, E) vP, a (O, ..., 0, 4, E')
v P!, existuje pravé jedna kolineace ¢ : P, — P! takovd, Ze

0(0;) =0;,  @(E)=FE

pro vsechna i =1,....,n+ 1.



8 Linedrnt algebra a geometrie I11.

Diikaz. Necht (uy,...,u,41) a (uy',...,u,11") jsou baze aritmetickych zakladta W,
a W, prostori P, a P, takové, ze

Oi:[ui]a E:[u1+"'+un+1]7 O;:[u;L E,:[u,1+"'+u;z+1]
Pak existuje pravé jeden izomorfismus ¢ : W, 11 — W), takovy, ze ¥(u;) = uj. Plati
?/1(111+"'+11n+1) :u/1_|_+u:1+1

Ten urcuje kolineaci ¢ : P, — P! s pozadovanymi vlastnostmi.
Necht ¢ : W,,11 — W), je jiny izomorfismus takovy, ze

U(w) = ), Yag 4+ ) = afuy + -+ up ).

Potom
/! !/ / / / /
aiuy + ol - -+ + Qppl, ; = aly +aly + -+ -+ au, g,
odtud plyne &« = oy = @y = -+ = anq1, Debot uj, uj, ..., ul,,, jsou linedrné
nezavislé. U

1.7. Afinni prostor jako podmnoZina projektivniho prostoru. Necht P, je
n-rozmérny projektivni prostor s aritmetickym zdkladem W, ;. Necht N' C P, je
projektivni nadrovina s aritmetickym zékladem V,, C W, ;. Uk4zeme, ze A, = P,,—N
je afinni prostor se zamérenim V,.

Necht (eq,...,e,) je baze prostoru V,. Vektorem e,; ji dopliime na bézi pro-
storu V,,,1. Nadrovina N je v homogennich soufadnicich popsdna rovnici z,,; = 0.
Pro homogenni soutfadnice bodi X € A, tedy plati x,,1 # 0. Specialné, bod O =
len+1] € A,. Definujme nehomogenni soutadnice bodu X € A, jako (Z1,Ta,...,Tn),
kde z; = m:ﬂ Tato volba souradnic odpovida parametricky tomu, ze kazdou pfimku
p ve Wy — V,, prochazejici poc¢étkem (tedy bod P, — N') reprezentujeme bodem
X € p o homogennich soufadnicich (21, xs, ..., 2,, 1). A, si lze tedy pfedstavovat jako
nadrovinu urc¢enou rovnici x,, 1 = 1.

Operaci A XA, —V, definujeme v nehomogennich soutradnicich takto:

—
XY =y, —T)er + (U — T2)ea + -+ + (T, — Tn)en.

Véta. Trojice (A, Vi, _>) je afinni prostor.

Diikaz. Necht bod X € A, méa soufadnice (T1,7s,...,T,) a vektor v € V,, ma sou-
fadnice (21, 29, . . ., 2, ). Pak existuje pravé jeden bod Y o nehomogennich soufadnicich
—

(T1 + 21,Ta + 29, ..., Ty + 2,) takovy, ze XY =v.

Neni tézké se presvédcit, ze i druha vlastnost z definice afinniho prostoru
—_ — —
XY+YZ=XZ
je splnéna. O

1.8. Projektivni rozsifeni afinniho prostoru. Necht A,, je n-rozmérny afinni pro-
stor se zaméfenim Z(A,). Projektivni (n — 1)-rozmérny prostor v(.A4,) sestrojeny na
aritmetickém zakladu Z(A,,) se nazyva nevlastni podprostor afinniho prostoru A,.
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Necht W, 11 je (n+ 1)-rozmérny vektorovy prostor obsahujici Z(.A4,) jako sviij pod-
prostor. A, pak mizZeme ztotoznit s nadrovinou ve W,,; rovnobéznou, nikoli vsak
totoznou, se Z(A,). Sjednoceni

A, = A, Uv(A,)

je potom totozné s n-rozmérnym projektivnim prostorem na aritmetickém zakladu
W,41. Tento prostor nazyvame projektivnim rozsirenim afinniho prostoru A,.

Zvolime-li v A,, soufadnou soustavu (O, e, e;...,e,) a oznatime-li e, € W,
vektor urceny bodem O, pak homogenni soutadnice bodu X = O + xe; + €5 +
.-+ e, € A, v soufadné soustavé (eq,es,...,€,11) jsou a1, Ta, ..., Ty, 1), @ #0
a homogenni soufadnice bodt z v(A,,) jsou a(xy, za, ..., x,,0), a # 0.

1.9. Komplexni rozsifeni projektivniho prostoru. Necht P, je n-rozmérny pro-
jektivni prostor s aritmetickym zakladem realnym vektorovym prostorem W, ;. Kom-
plezifikaci projektivniho prostoru P, je prostor P s aritmetickym zdkladem W7(1C+1-
Komplexné sdruzeny bod v P¢ k bodu X = [u + iv] je bod X = [u — iv].

Véta. Plati AC = (A,)C.

Diikaz. Uvazujme afinni bazi (O, ey, es,...,e,) v.A, C W, 1. Bude, ; € W, ; vektor
urceny bodem O. Potom
AS CWE,
a .A_S je projektivni prostor sestrojeny na WSH. A, je projektivni prostor sestrojeny
na W,,11. Tedy (A,)C je projektivni prostor sestrojeny na WS, ;.
Odtud AC = (A4,)C. O

Kontrolni otazky.

(1) Necht V je realny vektorovy prostor. Definujte jeho komplexifikaci V. Ukazte
na piftkladu V = Ry[z] redlnych polynomii stupné nejvyse 2. Co je VC v tomto
pripadée?

(2) Vyslovte definici afinniho prostoru a afinniho zobrazeni. Demonstrujte na né-
kolika ptikladech.

(3) Co jsou body projektivniho prostoru P,? Co jsou pfimky v P,? Maji kazdé
dvé projektivni pfimky v P3 neprazdny prinik?

(4) Vysvétlete projektivni rozsifeni afinni roviny Ay na projektivni prostor Ps.
Predstavujte si A, jako rovinu v R? zadanou v soufadnicich rovnici 23 = 1. Co
jsou v tomto pripadé nevlastni body?

Priklady k procvic¢eni.
(1) Ke komplexnimu vektorovému prostoru V' lze definovat konjugovany prostor

V takto: mnozinové V = V, s¢itani vektort je stejné jako ve V a nasobeni
skaldrem -y definujeme predpisem

(a+1b) yu=(a—1ib)- u

Dokazte, ze V je komplexni vektorovy§ prostor.
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(2) Ke komplexnimu vektorovému prostoru V lze definovat jeho realifikaci V®
takto: mnoZinové VR = V., séitani vektorti je stejné jako ve V a néasobeni
realnym cislem je stejné.

Necht (uy,...,u,) je bdze V. Najdéte n&jakou bazi VE.
[Refeni: Napi. (uy,...,u,,iuy,...,iuy,).]
(3) Dokazte, ze pro realny vektorovy prostor V' plati

VOER~VaV.
(4) Dokazte, Ze pro komplexni vektorovy prostor V' plati
VB~V aV.
(5) Necht f : V' — U je linearni zobrazeni mezi komplexnimi vektorovymi prostory.
Zobrazenim f je indukovano zobrazeni

R e R
Dokazte, Ze f® je linearni zobrazeni mezi redlnymi vektorovymi prostory.

(6) Jsou-li v prostorech V' a U z pfedchoziho pfikladu zvoleny baze a = (v, ..., v,)
a f = (uy,...,v,), mizeme najit matice A a B takové, Ze matice zobrazeni
(f)pa = A+ 1iB.

Zvolme v prostoru V¥ bazi o = (vy,...,v,,iv1,...,iv,) a v prostoru U¥
bazi f® = (uy, ..., W,,iuy, ..., iu,,). DokaZte, Ze matice zobrazeni f® v téchto

bazich je
R (A -B
(f )[3Ro¢R = (B A .

Uvédomte si, jaké jsou rozmeéry jednotlivych matic!

(7) Lze definovat na jednotkové kruznici v R? operaci 7 tak, ze bude splnovat
axiomy afinniho prostoru?

(8) Lze definovat realifikaci A® komplexniho afinniho prostoru A podobné jako pro
komplexni vektorovy prostor v piikladé (2)7 Jakym zptisobem? Lze definovat
konjugovany afinni prostor k prostoru A7

(9) V prostoru AS udejte priklady pfimky p takové, Ze pifmky p a p jsou rovno-
bézné, riznobézné, mimobézné.

(10) Necht (Oq,...,0,41, E) je geometrickd béaze projektivniho prostoru P,. Po-
piste, jak se zméni homogenni soufadnice bodu X = [uy,...,u,] pfi pfechodu
ke geometrické bazi (O1,...,0, ., E').

(11) V &asti 1.7 se definuje operace  pomoci soufadnic pevné zvolené béze za-
méfeni afinniho prostoru. Dokazte, Ze definice této operace na zvolené bazi
nezavisi.

R



2. NADKVADRIKY V AFINNIM A PROJEKTIVNIM PROSTORU

2.1. Definice nadkvadriky v realném afinnim prostoru. Uvazujme relny afinni
prostor A,. Necht (O, ey, ..., e,) je néjaké jeho baze. Nadkvadrikou v A,, rozumime
mnozinu @ C A,, vSech bodi, jejichz souradnice v dané bazi spliuji rovnici

n n
E AT x5 + 2 E @i 1T + Appi 1 = 0,
ij=1 i=1

kde a;; = aj; € R a aspon jedno a;; # 0 pro ¢,j € {1,...,n}. Nadkvadriky v A, se
nazyvaji kuZelosecky, nadkvadriky v Az kvadriky.

Mnohé rovnice vyse uvedeného typu (napf. 2% + z2 + 1 = 0) nemaji v reilném
oboru feseni. Proto je vyhodné misto s nadkvadrikami v A,, pracovat s nadkvadrikami
v komplexnim rozsiieni AC.

2.2. Definice nakvadriky v komplexnim rozsifeni afinniho prostoru. Uva-
zujme komplexni rozsiteni AC redlného afinnfho prostoru. Necht (O, ey, ..., e,) je
néjaké jeho baze. Nadkvadrikou v AY rozumime mnozinu Q C AC viech bodi, jejichz
soufadnice v dané bazi splituji rovnici

n n
Z i TiTj + 2 Z Uin1%i + Any1ny1 = 0,

ij=1 i=1

kde a;; = a;; € R a aspon jedno a;; # 0 pro 4,5 € {1,...,n}.

Pro nadkvadriky v afinnim prostoru chceme definovat takové pojmy jako stied, tecna
nadrovina, asymptotickd nadrovina, a to nejlépe v feci koeficientl a,;, aby nalezeni
téchto objektti bylo pocetné co nejjednodussi. To se ndm podaii celkem snadno, kdyz
od afinniho prostoru ptejdeme k jeho projektivnimu rozsifeni a od kvadriky @ C A% C
A_;Cl k jejimu rozsiteni Q C .A_S.

Je-li (O, ey, ..., e,) baze v AC, pak geometrické béze v AC je zadéna body [ei],
[ea], ..., [en], [eny1 = PO, [e1 + -+ + eny1]. V této bazi maji body AS homogenni
soutadnice (z1,2y,...,T,,1). Tedy homogenni soufadnice bodt nadkvadriky Q C A®

spliiuji rovnici
n n

2
E QijT; T + 2 E Qi p41TiTp1 + Oni1n+1Tp 1 = 0.
1,j=1 i=1

Mnozinu vsSech bodi .A_S, jejichz homogenni soutadnice spliuji vyse uvedenou rov-
nici, nazveme projektivnim rozsivenim nadkvadriky Q a budeme ji oznacovat Q. Mno-
7ina @ mize obsahovat i nevlastni body z v(AS) o soufadnicich (z1, ..., z,,0).
Polozime-li a1, = ipnt1 @ A = (aij)%;ll, je A symetrickd nenulova matice typu
(n+1) x (n+ 1). VySe uvedenou rovnici mizeme psat ve tvaru

n+1
E a;jT;Tj = x'Ax = 0.
,7=1
11
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Symetrickd matice A definuje redlnou bilinedrni formu f na aritmetickém zékladu

projektivniho prostoru A, predpisem

n+1

fxy) = Z @ijTilYj = x' Ay.

ij=1
2.3. Definice nadkvadriky v projektivnim prostoru. Necht P, je realny projek-
tivni prostor s aritmetickym zakladem W, ;. Necht f je redlnd nenulovéd symetricka
bilinearni forma na W, ;. Nadkvadrika () v projektivnim prostoru P, je mnozina bodi
[x] v PS, pro které

f(x,x) =0.
V soufadnicovém vyjadieni v néjaké bazi P jde o feSeni rovnice
n+1

XTAX = Z Q35T T5 = 07
ij=1

kde a;; = a;; € R a a;; # 0 pro néjaké 1, j.

Lemma. Nadkvadrika QF v .A_S je rozsivenim néjaké kvadriky Q C AS prdvé tehdy,
kdyz existuje néjaky nevlastni bod X € v(AY), ktery v QP nelei.

Diikaz. Necht QP = @, potom matice A = (a;;), pomoci které je definovano @, m4
a;; # 0 pro né&jaké 1,7 € {1,2,...,n}. Tedy bod X o soufadnicich z; = z; = 1 a
x = 0 pro ostatni k nelezi v QP. Necht X & Q. Potom pro jeho homogenni soufadnice

(z1,...,%,,0) a koeficienty matice A, pomoci které je () definovano, plati
Z Qi T 7£ 0.
ij=1
Tedy nutné a;; # 0 pro néjaké i,j € {1,2,...,n}. O

2.4. Vzajemna korespondence mezi nadkvadrikami a symetrickymi biline-
arnimi formami. Necht K, je mnozina vSech nadkvadrik v PS, necht B, je mnozina
vSech nenulovych symetrickych bilinearnich forem na aritmetickém zakladée W,,.,.V B,
budeme psat f ~ g pravé tehdy, kdyz existuje k € R — {0} tak, ze g = k - f.

Zobrazeni o : B, — K,, definované predpisem ¢(f) = {[x] € PS; f(x,x) = 0},
indukuje zobrazeni ¢ : (B,,/ ~) — K,,.

Véta. Zobrazeni ¢ : (B,/ ~) — K, je bijekce. Specidlné nadkvadriky v PS tvord
(n+1)(n+2) 1

projektivni prostor dimenze 5

Diikaz. 7 definice existuje ke kazdé nadkvadrice prislusna bilinearni symetricka forma,
tedy ¢ je surjektivni zobrazeni. Chceme dokézat, ze je také injektivni, to znamena,
ze zadavaji-li dvé bilinearni symetrické formy f a g tutéz kvadriku, pak g =k - f pro
néjaké k € R.

Vezméme u € W, takové, ze f(u,u) # 0. Protoze f a g zadavaji tutéz kvadriku,
je také g(u,u) # 0. Mizeme proto psat g(u,u) = kf(u,u) pro néjaké 0 # k € R.
Vezméme nyni libovolné v € WEH. Potom vyrazy

fu+v,tu+v)=f(u,u)+2tf(u,v) + f(v,v)
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g(tu+ v, tu+v) = t’g(u, u) + 2tg(u,v) + g(v,v)

chapané jako polynomy druhého stupné v proménné ¢ maji podle predpokladii stejné
kofeny tq, ty. Z algebry vime, Ze koeficienty polynomii se stejnymi kofeny musi byt
amérné, proto ze vztahu g(u,u) = kf(u,u) plyne g(u,v) = kf(u,v) a g(v,v) =
kf(v,v). Protoze vektor v byl volen libovolnég, plati g =k - f.

Zbyva dokézat, Ze nadkvadriky v P tvoii projektivni prostor dimenze ("H)zﬂ —
1. Prostor bilinearnich forem na W,,; je vektorovy prostor izomorfni s vektorovym
prostorem matic typu (n+1) x (n+1). Protoze kazda symetrickd matice (n+1) x (n+1)

(n+1)(n+2)
2

je urcena prvky na diagonale a nad diagonéalou, jichz je , je dimenze B,/ ~

(n+1)(n+2) 1. 0

chapaného jako projektivni prostor 5

2.5. Klasifikace nadkvadrik v projektivnim prostoru. Necht Q C PS je nad-
kvadrika. Potom v P existuje geometrickd bdze (O1,0s,..., Ony1,E), tvofend body
P., v niZ je nadkvadrika popsdna praveé jednou z rovnic

(a) pron =1
xi + 13 =0 dva imagindrnt body
r? — a3 =0 dva redlné body
x? =0 dvojny bod

(b) pron =2
22+ 2k + 22 =0 imagindrnt requldrni kuZelosecka
x? + 22 — 22 =0 redlnd regquldrni kuZelosecka
x3 + 23 =0 dvojice imagindrnich primek
x? — a3 =0 dvojice redlnych primek
x? =0 dvojnasobnd primka

(c) pron =3
it ai+al = 0 imagindrni requldarni kvadrika
taitai—ai = 0 neprimkovd regularni kvadrika
p2tai-ai-22 = 0 primkovd requldrni kvadrika
22 + 22 + 22 =0 imagindrnt kuzelovd plocha
r? + 13 — 73 =0 redlnd kuzelovd plocha
r? 4 a2 =0 imagindrni dvojice Tovin
1? — 13 =0 redlnd dvojice rovin
x? = 0 dvojndsobnd rovina

Diikaz. Kazda nadkvadrika je urcena néjakou realnou symetrickou bilinearni formou f
na aritmetickém zékladu W,, ;. Pro tuto formu lze nalézt vhodnou bazi W, 1, v niz
mé f diagonalni tvar s koeficienty +1 nebo 0 na diagonale. Pfipadnym vynasobenim
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¢islem —1 dostaneme rovnici tvaru

2 2 2 2 2 _
$1+£C2+"'+$p—l'p+1—"‘—l'p+q—0,

kdep>qgap+qg<n—+1 O
2.6. Priiniky nadkvadrik v P* s podprostory. Necht Py, je k-rozmérny podprostor

v P, a necht Q je nadkvadrika v PS. Potom bud Py C Q nebo Pr N Q je nadkvadrika
v PE.

Diikaz. Necht F(u) = f(u,u) je kvadraticka forma definujici Q). Potom bud F|PF = 0
a tudiz PF C Q nebo F|P{ neni identicky rovno nule a tedy Pr N Q = {[v] €
PE; F(v) = 0} je nadkvadrikou v Pg. O

Dusledek. Necht p je primka v P, Q nadkvadrika v PC. Jestlize p© N Q obsahuje tri
body, pak p© C Q.
Diikaz. Podle klasifika¢ni véty nadkvadriky v PL obsahuji nejvyse dva body. U
Priklad. Prunik kvadriky
i+ —a5—25=0
s rovinou x3 = x4 je realna regularni kuzelosecka
i+ 2k — 22 =0,

1

kde z = \%m = 5%4-

2.7. Pojem polarné sdruZenych bodt. Za¢neme motivaci. Nadkvadrika Q v P
je v soufadnicich uréena mnozinou M = {[x] € C"*!;x" Ax = 0}. Te¢ny vektor k této
mnoziné v C"*! je derivaci kiivky x(t) lezici v M v bodé x = x(0). Derivovinim
v rovnici x(#) " Ax(t) = 0 dostavame (x/(t)) " Ax(t) + x(t) " Ax'(t) = 0.

Vzhledem k tomu, ze A je symetrickd matice, plati

(x(0)) " Ax'(0) = 0.
Necht y € C**! lezi v te¢né nadroving, pak
y =x+x(0)
a plati
x' Ay =x " A(x +x/(0)) =x"Ax + x' Ax'(0) =0+ 0 = 0.
Tedy pro [y] € PE v te¢né nadroviné ke Q v bodé [x] € PC plati x" Ay = 0.

Definice. Nechf Q C PC je nadkvadrika definovand pomoci bilinedrni symetrické
formy f. Body [x], [y] € P jsou poldrné sdruzené (konjugované) vzhledem ke @ pravé
tehdy, kdyz

f(x,y) =0.

Lemma. MnoZina polarné sdruzenyjch bodi k bodu [x] vzhledem k nadkvadrice Q je
bud celé PE nebo nadrovina v Ps.
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Diikaz. MnoZina poldrné sdruzenych bodd k [x] je {[y] € PS;y € ker f(x,—)}.

Protoze f(x,—): WS, — C je linedrni zobrazeni, je bud Im f(x,—) = 0 nebo C.
Dale

dimker f(x,—) =n+1—dimIm f(x, —),
coz dava tvrzeni lemmatu. U
Piiklad (a). V P5 uvazujme kvadriku
v+ w3 — a5 — 23 =0.

Polarné sdruzené body k bodu [(1, 1,0, v/2)] maji homogenni soutadnice (y1, y2, Y3, y4)
a tvori rovinu

0= f<(17 1,0, \/5), (Y1, Y2, y3,?/4)> =Y+ Y2 — \/§y4.

Pi#iklad (b). V PS uvazujme kuzelosecku
x} — a3 =0.
Polarné sdruzené body k bodu [(0,0,1)] jsou viechny body Ps, nebot pro jejich ho-
mogenni soufadnice (y1, Yo, y3) plati
0-y14+0-y2=0.

Definice. Bod [x] € PY se nazyva reguldrnim bodem nadkvadriky @Q, jestlize mnozina
polarné sdruzenych bodt k [x] je nadrovina v PS. Tato nadrovina se nazyva poldrni
nadrovina (v PS strutné poldra).

Definice. Bod [x] € PF se nazjva singuldrnim bodem nadkvadriky Q, jestlize mnoZina
polarné sdruzenych bodt k [x] je cely prostor PS. (Specialné plati [x] € Q.)
Definice. Nadkvadrika Q v PC se nazyva reguldrni, jsou-li viechny jeji body regularni.

Nadkvadrika se nazyva singuldrni, obsahuje-li néjaky singularni bod.

Lemma. Nadkvadrika Q C PS je requldrni pravé tehdy, kdyZ hodnost symetrické
matice A, kterd ji definuje v souradnicich, je rovna n + 1.

Diikaz. Hodnost A je rovna n + 1 pravé tehdy, kdyz x' A # 0 pro kazdé x # 0. Je-li
x" A # 0, pak soustava s neznamou y

x Ay =0
nema za mnozinu feSeni celé C"1, O

Lemma. Nechf Q C PS je nadkvadrika se singuldrnim bodem X . Jestlize Y # X je
>
dalsim bodem nadkvadriky Q, pak v Q) leZi celd primka XY .

Diikaz. Pro aritmetické zastupce x, y bodti X a Y a bilinearni formu f, ktera definuje
nadkvadriku @, plati f(x,x) = 0 a f(x,y) = 0, nebot [x] = X je singularni bod, a

f(y,y) =0, nebot [y] =Y € Q.
Potom

flax + by, ax + by) = a®f(x,x) + 2abf(x,y) + b*f(y,y) = 0.
Tedy [ax + by] € Q. U
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2.8. Teéna nadrovina. Na zakladé motivace z predchoziho paragrafu muzeme vy-
slovit nasledujici definici.

Definice. Tecnd nadrovina nadkvadriky @ C PS v reguldrnim bodé X € @ je polarni
nadrovina k X.

Véta. Nadrovina 7 v PS je tecnou nadrovinou k nadkvadrice Q v reguldrnim bodé
X € Q prave tehdy, kdyz 7 C Q) nebo T N Q je singuldrni kvadrika v T se singuldrnim
bodem X.
Diikaz. (1) Necht 7 je tené nadrovina v bodé X = [x]|, 7 = {[y]; f(x,y) = 0}. Pokud
TZQ,pak QN7 ={ly] € 7; f(y,y) = 0} mé singularni bod X.

(2) Necht X je regularni bod nadkvadriky @, X € 7. Pokud [x] = X € 7 C @, pak
flT=0atedy f(x,y) =0 pro vSechny [y] € 7.

Necht f|r # 0 a X je singularni bod nadkvadriky QN7 = {[y] € 7; f(y,y) = 0}. To
znamend, ze f(x,y) = 0 pro v8echna [y| € 7, tedy 7 je polarni nadrovina bodu X. [

Disledek. Primka p je tecnou ke kuZelosecce ) pravé tehdy, kdyZ p C @ nebo pN Q)
je jednobodovd mnoZina.

Piiklad. Najdéte tecnu kuzelosecky () v bodé X € Q.
Q : 877 + 4xywy + 525 + 1671 + 41 —28 =0, X = [0;2]

Reseni: Dané kuzelosecka je zadana v afinni roviné. Rozsifime ji prvné na projektivni
rovinu. V této roviné je bilinearni forma kuzelosecky @)

f(x,y) = 8x1y1 + 221Y2 + 22911 + 5xoys + 81ys + 8x3y1 + 2w2y3 + 223y — 2823ys.

Bod X mé homogenni souradnice x; = 0, 25 = 2, x3 = 1. Jeho dosazenim do f(z,y)
ziskame rovnici te¢ny v homogennich soutfadnicich:

12y + 12y, — 24y5 = 0.
V afinni rovin€ je te¢nou vedenou bodem X ke kuzelosecce () primka
y1+y2—2=0.
Priklad. Bodem X ¢ (Q vedte teénu ke kuzelosecce (.
Q : 227 — 4w 139 + 2% — 221 + 629 — 3 =0, X = [3;4]
Reseni: Kuzelosecku () zadanou v afinni roviné rozsiiime na kuzelosecku Q v projek-
tivni roviné. Pfislusna bilinearni forma pro @) je
f(z,y) = 22191 — 271Y2 — 229y1 + Taya — T1Y3 — T3y1 + 3T2y3 + 3T3y2 — 3T3Y5.

Necht T = (t1,12,t3) je bodem dotyku hledané tecny. Tedy 7" € @ a T" a X jsou
polarné sdruzené. To vede na rovnice

203 — Atyty + t5 — 24ty + btaty — 3t = 0
=3t + 1ty +6t3 =
Dosazenim ty = (3t; + 6t3) do prvni rovnice dostaneme

—t] — 3t + 4tt5 = 0.
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Polozime t3 = 1 a FeSime rovnici
—t3 4 4t; —3 =0.

Reeni t; = 3 a 1 vede k bodfim T} = (3,3,1) a Ty = (1, -3, 1). Hledané te¢ny jsou
potom
Try — 31’3 =0 a 7$1 - 21’2 - ].3.]33 =0.

2.9. Stied nadkvadriky v afinnim prostoru. V tomto paragrafu budeme pracovat
s nadkvadrikou ) v afinnim prostoru A% a s jejim projektivnim rozsfienim Q v AC.
Body z @) — @ nazyvame nevlastni body nadkvadriky Q).

Definice. Bod S € .,TS se nazyva stred nadkvadriky @), jestlize je polarné sdruzen se
vSemi nevlastnimi body.

Poznamka. Stied miize byt vlastni i nevlastni bod v AC.

Nésledujici véta 1ika, ze vlastni stfed ma pravé ty vlastnosti, které po sttedu v geo-
metrii pozadujeme.

Véta. Bod S € AC je stredem nadkvadriky Q prdve tehdy, kdyz Q je stredové soumérnd
podle S.

Diikaz. Necht W, je aritmeticky zéklad AC. Nechf s € W, je aritmeticky zastupce
stiedu nadkvadriky S € A% C AC. Potom pro viechny vektory v ze zaméfeni afinnfho
prostoru A% plati f(s,v) = 0. Odtud dostavime

f(S+V, S+V) = f(S, S)%Qf(S,V)+f(V,V) = f(S, S)—Qf(S,V)+f(V, V) = f(S_V7 S_V)'
Tedy [s+v] = S+v € Q pravé tehdy, kdyz [s—v] = S —v € Q, coz je symetrie podle
bodu S.

Obracené, necht S + v € @ pravé tehdy, kdyz S — v € ). Chceme dokézat, ze
f(s,v) = 0 pro vSechna v € v(A,). Potom bude S = [s| polarné sdruzeny se vSemi
nevlastnimi body.

Prvné ukézeme, 7e existuje t € C tak, ze f(s + tv,s + tv) = 0. Resime rovnici
t2f(v,v)+2tf(s,v)+f(s,s) = 0. Tato rovnice m4 bud jen nulovy koten a pak f(s,v) =
0, nebo mé feSeni t # 0. Pak ale 0 = f(s +tv,s+tv) — f(s —tv,s —tv) =4t f(s, V),
tedy rovnéz f(s,v) = 0. O

Vypocet stfedu. Chceme-li najit stfedy S nadkvadriky @ zadané v homogennich
soutadnicich AC bilinedrni symetrickou formou f(x,x) = x " Ax, fesime soustavu

ansy + sy + ...+ awsy + GippaSeyr = 0
anp1S1 + Qp2S2 + ... + AppSn + Apn+1Sn+1 = 0
Ta vznikne ze vztahu 0 = f(x,s) = x " As postupnym dosazenim ey, ey, ..., e, za X.

Chceme-li najit vlastni stfed, pokladame s, .; = 1, pro nevlastni stied s,,; = 0.
Priklad. Najdéte stiedy kuzelosecky @ (vlastni i nevlastni).
Q : 4129 + 323 + 621 + 1225 — 36 =0
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Reseni: Bilinedrni forma pro kuzelosecku Q je
f(z,y) = 221ys + 222y + 372y + 371y3 + 3x3y1 + 622y3 + 6x3y2 — 3673Y3.
Rovnice pro stied S = (y1,y2,y3) jsou
202 +3ys = 0
201 +3y2 + 6y = 0

Pro y3 = 1 dostaneme jediné feseni S = (—%, —%, 1). Pro y3 = 0 dostame y; = yp =
0, coz nedava v projektivni roviné zadny bod. Dana kuzelosecka ma tedy vlastni stred
S =[-3,-3] a nem4 zadny nevlastni st¥ed.

Priklad. Najdéte stiedy kvadriky @ (vlastni i nevlastni).
Q: ]+ x129 +225 — 23 —2=0
Resend: Bilinedrni forma pro kvadriku @ je
2f(z,y) = 22191 + T1Y2 + Doy + 4ToYs — T3Ys — TaY3 — 4T4Ya.

Soustava rovnic pro stied S = (y1, Y2, Y3, ys) je

21+ Y = 0
i+ 4y =0

Tato soustava nema FeSeni pro y4 # 0. Pro y4 = 0 ma feseni (0,0,¢,0). Tedy dana
kvadrika nemé vlastni stfed a ma jeden nevlastni stfed o homogennich soufadnicich

(0,0,1,0).

2.10. Asymptotické nadroviny nadkvadriky v afinnim prostoru. Necht @ je
nadkvadrika v afinnim prostoru A uvazované spoleéné se svym rozsifenim Q v AC.

Definice. Asymptotickd nadrovina k nadkvadrice () je te¢néd nadrovina v regularnim
nevlastnim bodé.

Piiklad. Najdéte asymptoty kuzelosecky
27 + 61179 + 975 — 1221 + 2435 + 15 = 0.
Reseni: Nevlastni body kuZelosecky maji homogenni soufadnice a spliiuji rovnici
2]+ 6119 + 925 = 0
(1 +329)* = 0
Tedy dana kuzelosecka ma jeden nevlastni bod o homogennich soufadnicich (3, —1,0).
Tento bod je regularni. Asymptota je polara k tomuto bodu. Ta mé rovnici
3y1 + 9y2 — 3y1 — 9y2 — 18ys — 12y5 = 0,

tj. y3 = 0. To je vSak rovnice nevlastni pfimky a tu za asymptotu nepovazujeme.

2.11. Afinni klasifikace kuZeloseéek. Kuzelosecky v AY rozdélujeme podle toho,
jaky maji priinik svého rozsifeni v AS s nevlastni ptimkou v(AS). K tomu pouZividme
klasifikaci nadkvadrik v projektivnim prostoru PF. Jsou-li prinikem dva imaginarni
body, pak jde o kuzelosecku eliptického typu, jsou-li prinikem dva realné body, jde o
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kuzelosecku hyperbolického typu. V pripadé jednobodového priniku mluvime o kuze-
losecce parabolického typu.
Je-li kuzelosecka dana v soutadnicich rovnici

2 2
E CLijSCiZEj + 2 E a;3x; + asz — 0,
=1

ij=1

polozme A = (a;)?;_; a A= (ai;)7j—1- O tom, jakého je kuzelosecka typu, rozho-
duje matice A. Je-li A reguldrni a pozitivné nebo negativné definitni, je kuzelosecka
eliptického typu. Je-li A regularni a indefinitni, je kuZelosecka hyperbolického typu.

Singularni matice A zadava kuzelosecku parabolického typu.

Véta. Pro kaZdou kuZelosecku Q v AS lze najit takovou bdzi (O, ey, e) v AS, Ze
v souradnicich této bdze je kuZelosecka zaddna jednou z rovnic

B4ai+1l = 0 imagindrni elipsa
24+a2-1 = 0 redlnd elipsa

2—22-1 = 0 hyperbola

3 + 21, =0 parabola

3+ 23 =0 dvé 1magindrni riznobézky
72 — 23 =0 dvé redlné riznobézky
2+ 1 =0 dvé imagindarni rovnobézky
2 —1 =0 dvé redlnée rovnobezky

a3 =0 dvojndsobnd primka

Dtikaz lze provadét tak, ze v soutradnicich néjaké baze vezmeme rovnici kuzelosecky
a tu pomoci ,pravy na c¢tverce“ a dalSich uprav prevedeme na jednu z popsanych
rovnic v novych soufadnicich. My vsak provedeme dikaz ,geometricky” na zakladé
nasledujicich t¥i lemmat.

Lemma A. Necht S je redlnym vlastnim stredem kuzelosecky Q. Potom v soufadnicich
baze (S, e1, e3) je jeji rovnice tvaru

2 2
a1y + 2&121‘11’2 + 2275 + azsz = 0.

Diikaz. V homogennich soutadnicich (21, x2,23) je S = (0,0,1). S je polarné sdruzeny
s nevlastnimi body o homogennich soufadnicich (1,0,0) a (0,1,0). Odtud plyne, Ze
koeficienty symetrické bilinearni formy f zadavajici ) v danych souradnicich jsou
a13:a31:03a23:a32:0. O

Lemma B. Necht e, ey jsou dva linedrné nezdvislé vektory v zaméreni As, které
uréugi dva nevlastni body v AS poldrné sdruZené vzhledem ke kuZelosecce Q. Potom
v soutadnicich baze (O,eq,e2) md Q rovnici

2 2
1177 + agex; + 2a1371 + 2a2372 + azz = 0.

Diikaz. Homogenni soutadnice bodu [e] a [e3] jsou (1,0,0) a (0,1, 0). Protoze f(e;, es) =
0, dostaneme a5 = as; = 0. O
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Lemma C. Necht kuZelosecka Q) nemd vlastni stied. Potom v soutadnicich baze (O,eq,ez),
kde O € Q je reguldrni, e, je tecny vektor ke Q@ v bodé O a eq je poldarné sdruzeny k e,
ma () rovnici

anl’% + 2a319 = 0,
kde a1 # 0, ass # 0.

Diikaz. O a e; jsou polarné sdruzené, jejich homogenni soufadnice jsou (0,0,1) a
(1,0,0). Proto a3 = a3 = 0. Déle [e;] a [es] jsou polarné sdruZené, proto a;s =
as; = 0. Dale O € @, proto azs = 0. Tedy ) méa rovnici

2 2
a1 + A22To + 2&23272 = 0.

Protoze ) nema vlastni stfed, soustava

a1171 = 0
A22T2 + Q93 = 0
nema feseni, coz je mozné jediné pro ass = 0 a ass # 0. U

Dikaz klasifikacni véty. Necht @ je stiedova kuzelosecka. Potom v bazi dané vlastnim
stfedem S a dvéma polarné sdruzenymi smeéry e;, e; ma rovnici

2 2
a1y + 22T + ag3 = 0.

Mizeme piedpokladat a;; > 0. Potom rozliSenim pripadt, kdy ass a azz jsou kladna,
nulova nebo zaporna a jednoduchou transformaci dostaneme nékterou z rovnic v tvr-
zeni s vyjimkou paraboly.

Jestlize () neni stfedova kuzelosecka, zvolme O € () regularni, e; te¢ny vektor k O
a ey polarné sdruzeny k e;. Podle lemmatu C je rovnice kuzelosecky

2
a117] + 2az379 = 0,

ay; > 0, asz # 0. Potom po transformaci y; = \/a1121, Y2 = as3rs dostaneme kanonic-
kou rovnici paraboly. U

Priklad. Zjistéte, jakou kuzelosecku popisuje
4a129 + 322 + 621 + 1225 — 36 = 0.

Reseni: Podle prvniho piikladu z 2.9 se jedna o stfedovou kuzeosecku se stiedem
S =[-3,-3]. V bazi (S, e, e2) mdme nové soufadnice y;, yo. Plati
3
I = Yy — 1
3

Ty = Y2 — 3,

2
nebot soufadnice stiedu S jsou y; = 0, yo = 0 a 7 = —%, Tog = —g. Dosazenim do
ptvodni rovnice dostaneme

99
4y1ys + 3ys — Vil 0.

Upravou na ctverce dostaneme

2
By +3y1)* =gyt = =0
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a odtud je vidét, ze dana kuzelosecka je hyperbolou.

2.12. Afinni klasifikace kvadrik. Kvadriky v AS opét rozdélujeme podle jejich
priiniku s nevlastni rovinou v v(AY). Kvadriku, kterd ma s nevlastni rovinou spolec-
nou imaginarni regularni kuzelosecku, nazyvame kvadrikou eliptického typu. Kvadrika,
ktera ma s nevlastni rovinou spole¢nou realnou regularni kuzelosecku, je hyperbolic-
kého typu. Kvadriku, jejiz prinik s nevlastni nadrovinou je singularni kuzelosecka,
nazyvame kvadrikou parabolického typu.

Véta. Ke kaZdé kvadrice Q v A5 existuje takovd afinni bdze (O, ey, es, €3), Ze v sou-
radnicich této baze md Q) jednu z ndsledujicich rovnic:

(1) B4ai+i+l = 0 imagindrni elipsoid

(2) 24+ai+ai-1 = 0 redlny elipsoid

(3) P24ai-22-1 = 0 jednodilny (primkovy) hyperboloid
(4) 24ri-22+1 = 0 dvoudilny (neprimkovy) hyperboloid
(5) 22 + 22 + 23 =0 elipticky paraboloid

(6) x? — 73 + 273 =0 hyperbolicky paraboloid

(7) T2 + 23 + 73 =0 imagindrni kuzelovd plocha

(8) x? + 23 — 22 =0 redind kuZelovd plocha

9) i +a3+1 0 imagindrni eliptickd vdlcovd plocha
(10) i+ a1 =0 redlnd eliptickd vdlcovd plocha

(11) 2 — 22 -1 0 hyperbolickd vdlcovd plocha

(12) T2 + 223 0 parabolickd vdlcova plocha

(13) 72 + 23 =0 dvé imagindrni riznobézine roviny
(14) 3 — 23 0 dvé redln€ riznobéiné roviny

(15) 341 =0 dvé imagindrni rovnobézné roviny
(16) 2 —1 =0 dvé realné rovnobézne roviny

(17) z? = 0 dvojndsobnd rovina

Diikaz. Dikaz je obdobny dikazu pro kuzelosecky. Necht f je symetrickd bilinearni
forma zadavajici kvadriku @ a necht A = (ay);,—; je jeji matice v dané bézi.

Je-li () stfedova se stiedem S € As, zvolime S za pocatek soufadnic. Sméry e, es,
ez zvolime tak, aby byly po dvou polarné sdruzené. Potom v této bazi je a1o = a13 =

(93 = Q14 = Q94 = a34 = 0 a () ma rovnici
2 2 2 —0
a11y + Q225 + G3373 + ayq = 0.

Nyni musime rozlisit pripady a; = 0, a; > 0, a; < 0 pro jednotlivé koeficienty
1=1,2,3,4.

Pokud je @ nesttedova kvadrika, zvolime O € () regularni bod, e;, e; vektory tecné
roviny v bodé O, které jsou navzajem polarné sdruzené a ez vektor polarné sdruzeny
s €1 a eq. (Takovy vzdy existuje! Dokazte proc.) V této béazi je ajo = a3 = ags = ayq =
ag4 = ag4 = 0. Rovnice Q) je tedy

2 2 2
11Ty + A22T9 -+ a33Tq + 2@34%3 =0
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Protoze () nema vlastni stfed, soustava

a111 =0
92919 =0
a33x3 + asy — 0

nema feseni. To je mozné pouze tehdy, kdyz azz = 0 a azy # 0. Tim dostavame rovnici
CLHLU% + CL22$§ + 2@34333 = 0,
coZ po jednoduché upravé vede k jedné z rovnic (5), (6) nebo (12). O

Priklad. Ukazte, ze jednodilny hyperboloid je sjednocenim jednoparametrického sys-
tému primek.
Uvazujme kanonickou rovnici jednodilného hyperboloidu
xf%—x%—xg—lzo.
Jednotlivé ptimky budou prochazet body v roviné x3 = 0 o soutadnicich (cos «, sin ¢, 0).

Systém primek zvolme tak, aby prvé dvé soufadnice smérového vektoru byly te¢nym
vektorem ke kruznici v bodé (cos «, sin «v):

(21,22, 23) = (cosa,sina, 0) + t(sin o, — cos av, 1)
Plati
v+ a5 —25—1 = (cosa+tsina)®+ (sina —tcosa)® —t* — 1=
= cos’a+ t*sin?a +sin*a + t?costa — 2 — 1 =
= 1+ - —-1=0.
Priiklad. Zjistéte, jaka kvadrika je popsana rovnici

x%+$1x2+2x§—x3—2:0.

Resen Podle druhého prikladu z 2.9 nema tato kvadrika vlastni stfed. Zvolme bod
Q= [ —2], ktery lezi na kvadrice, za pocatek novych soufadnic yi, ys, y3. Plati
1 = U
T2 = Y2
r3 = Y3 —2

V novych soutadnicich bude mit kvadrika rovnici

Y+ 1y +2y5 —y3 = 0.

Upravou na ¢tverce dostaneme

1 7
(y1+ =y2)” + 5 —ys = 0.

2 4
Dané kvadrika je tedy eliptickym paraboloidem.
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Kontrolni otazky.

(1)
(2)

(3)
(4)
(5)
(6)

Vysvétlete vzajemny vztah mezi kuzeloseckami v komplexnim rozsiteni projek-
tivniho prostoru a realnymi bilinedrnimi formami.

Co znamena, ze dva body projektivniho prostoru jsou polarné sdruzené vzhle-
dem k dané kuzelosecce? Které geometrické pojmy se definuji pomoci pojmu
polarné sdruzenych bodu?

Které kvadriky v projektivni klasifikaci jsou regularni a které singularni?
Které kuzelosecky a které kvadriky jsou v afinni klasifikaci stfedové?

Které kuzelosecky v afinni roviné maji asymptoty?

Nacrtnéte podobu vsech kvadrik z afinni klasifikace.

Priiklady k procviceni.

(1)

(3)

(4)

Urcete polarni nadrovinu k bodu X vzhledem k nadkvadrice )
(a) Q: 2wy + 2x1@0 + 23 + 23 + 223 + 2 = 0, X =[3;1;—1]
(b) Q : 222 + 53 + 222 — 2w11y — 47123 + 20913 + 271 — 1079 — 223 — 1 =
0, X =1[2;-1; 3]
) Q22?2 + 61179 + 75 + 1479 — 13 =10, X =[-3;2]

(c
[R ni: (a) 7z1 4+ 4wy = —1; (b) 372 + 423 = 1; (c) nevlastni pfimka.|

réete tecnou nadrovinu nadkvadriky @) v bodé X
a) @ 322 + 221w — 23 + 611 + 41y — 3 =10, X =10;1]
b) Q: 22+ 6x1w9 + 922 — 122, + 2425 + 15 =0, X =10;-1]
) . ZL’% — 21‘11’2 + r1r3 + I% + 51’2[E3 — T+ 3[E2 — T3 = 0,

X =1[1;-1;-1]
[Resent: (a) 47, + 23 = 1; (b) 321 — 29 = 1; (c) 42y — 625 — 313 = 5.]

Rozhodnéte, zda projektivni rozsireni nasledujicich nadkvadrik jsou regularni
nebo singularni a vypoctéte hodnost prislusné symetrické bilinearni formy. Ur-
¢ete dale singularni body nadkvadrik.

(a) 53 — 2x1w9 + 5w — 4xy + 2025 +20 = 0 v Ay

(b) 4xy79 + 373 + 1611 + 1225 — 36 = 0 v Ay

(c) 22 + a3 + 422 — 22129 + 42103 — AdTox3 — 271 + 279 — 423+ 1 =0 v A3
(d) 2+ i+ 2ma3+2=0v A3

(a) hodnost 2, singularni bod [0; -2J;

(b) regularni kuzelosecka — hodnost 3;

¢) hodnost 1, singuldrni body [1 + ¢ — 2s;; s];

(d) hodnost 3, nevlastni singularni bod (1;0; —1;0).

Urcete stfedy nadkvadrik z ptikladu (3).

[Reseni: (a) S = [0;—2]; (b) S = [3; —4]; (c) kazdy bod kvadriky je stied;
(d) ptimka stiedu S = [¢; 0; —t].]
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(5) Urcete typ nadkvadrik z ptikladu (3).

[Reseni: (a) bod; (b)] hyperbola; (¢) dvojnasobnd rovina; (d) imaginarni elip-
ticka valcova plocha.
(6) Urcete asymptoty kuzelosecek
(a) 222 — 32109 — 21 + 312 +4 =10
(b) 223 — zyw9 — 323 — 21 — 629 — 15 =0
(c) 23 — 2w1T9 + 22 + 621 — 1429 +29 =0
(d) 822 + 4179 + 52 + 1621 + 429 — 28 =0

[ReSeni: (a) a; : 221 — 320 = —1, a5 : x = 1; (b) ay : 21 + 29 = —1, ay :

2x1 — 3xy = 3; (¢) nevlastni asymptota; (d) ay : 24iz; + 6(3 + i)z = —244,
ag : 241z — 6(3 — i)y = —24i.]



3. METRICKE VLASTNOSTI KVADRIK

ZaméFeni afinniho prostoru A,, budeme oznacovat Z(A,). Projektivni prostor s arit-
metickym zékladem Z(A,) budeme oznacovat v(A,). n-rozmérny euklidovsky prostor
&, je n-rozmérny afinni prostor, v jehoz zaméreni Z(&,) je definovan skaldrni soucin
2 Z(E) x Z(E,) — R.

V této ¢asti budeme nadkvadriky uvazovat v komplexnim rozsifeni £ a v jeho
projektivnim rozsiteni 5_,‘7?. Tyto kvadriky budeme popisovat nyni pouze v soutadnicich
realnych ortonormalnich bazi (O, ey, ..., e,) v &,. Toznamend, 7e O € &, a (ey,...,e,)
tvori ortonormalni bazi v Z(&,). Aritmeticky zédklad projektivniho rozsiieni £, budeme
oznacovat W, 1. Skalarni soucin je zadan pouze na jeho n-rozmérném podprostoru
Z(&,), ktery uréuje nevlastni body v &,.

Tento skalarni soucin muzeme rozsirit na skalarni soucin na komplexnim vektorovém
prostoru Z(EY) = Z(E,)C. Toto rozsifeni budeme oznacovat opét -.

Nevlastni body projektivniho rozsireni S_E budeme nazyvat smeéry. Jsou urCeny ne-
nulovymi vektory ze zaméteni Z(ES). Rikdme, Ze sméry [u] a [v] jsou kolmé prave
tehdy, kdyz u L v.

3.1. Hlavni sméry. Smér [u] zadany realnym vektorem u € Z(&,,) se nazyva hlavni
smeér nadkvadriky Q, jestlize viechny k nému kolmé sméry v Z(E°) jsou s nim polarné
sdruzené.

Jinymi slovy: Je-li nadkvadrika () popsana bilinearni formou f, pak pro vsechny
v e Z(ES), v L u plati

f(u,v) =0.
Necht (O, ey,...,e,) je néjakd ortonormdlni baze v &,. V aritmetickém zdkladu
W41 projektivniho rozsifeni uvazujme bazi (eq,...,€,,€,:1). Necht A = (aij)Z;r:ll je

matice bilinearni formy f na W,,;. Necht A je matice bilinearni formy f zizené na
Z(gn) v béazi (617 c. ,en), tJ A= (aij)ﬁjzl.
Véta. Nenulovy vektor u € Z(E,) urcuje hlavni smer nadkvadriky Q) prdavé tehdy, kdyz
je vlastnim vektorem linedrniho zobrazeni zadaného matici A.

Diikaz. Linearni zobrazeni Z(£C) — Z(ES) zadané matici A ozna¢me opét A. Necht
u # 0 urcuje hlavni smér. Potom

0=f(v,u)=v-Au
pro viechna v € Z(£%), v L u. Jestlize Au= ) u+v pro néjaké A € C, v L u, pak
v-v=Av-u)+v-v=v-(Au+v)=v-Au=0,

tedy v = 0, a proto Au = \u. B B
Necht obracené u # 0 je vlastnim vektorem zobrazeni A, tj. Au = Au. Pro vSechna
v € Z(&,), v L u pak plati
fu,v)=v-Au=v-(Au) = A(v-u) = 0.

Tedy u urcuje hlavni smér. U
25
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Dusledek. Ke kaZdé nadkvadrice Q v ES existuje ortonormdlni bdze v Z(E,), jejiz
vektory urcuji hlavni sméry nadkvadriky Q).

Diikaz. K symetrické realné matici A existuje ortonormalni baze tvorend realnymi
vlastnimi vektory. U

Definice. Vlastni ¢sla matice A se nazyvaji hlavni ¢isla nadkvadriky @). (Tato cisla
jsou vzdy realna, nebof A je symetricka.)

3.2. Nadkvadriky a symetrie. Jiz diive jsme podali definici stfedu nadkvadriky
v afinnim prostoru. K této definici jsme nepotiebovali skalarni soucin. O symetrii

nadkvadriky vzhledem k nadroviné vSak miizeme mluvit pouze tehdy, kdyz mame na
zameéfeni afinniho prostoru zadan skalarni soudin.

Definice. Nadrovina 7 v &, se nazyva osovou nadrovinou nebo také hlavni nadrovinou
nadkvadriky @, jestlize je bud

(a) polarni nadrovinou k hlavnimu sméru, ktery je reguldrnim bodem nadkvadriky
Q C EC nebo

(b) kolmou nadrovinou k hlavnimu sméru, ktery je singularnim bodem nadkvadriky
QCér.

Osova nadrovina pro n = 2 se nazyva osovd primka.

Pfiklad. Uvazujme parabolu z2 +2x, = 0 ve standardni ortonormdlni bazi v R? = &,.
Matice A je

A=

SO =
_= O O
O = O

Matice A = L0 ) ma vlastni ¢isla 1 a 0 s vlastnimi vektory (1,0) a (0,1). Ty

0 0

urcuji hlavni sméry a jsou regularnimi nevlastnimi body o homogennich souiadnicich

(1,0,0) a (0,1,0). Polara k (1,0,0) v S je dana rovnici
r, = 0.

Polara k (0,1,0) v £S je déna rovnici
x3 = 0.

Tedy v 5_§C ma parabola pouze jedinou osovou primku
r1 = 0.

Priklad. Uvazujme dvojici redlnych rovnobézek

77 —1=0
ve standardni ortonormaélni bazi R = &,. Matice

0
~ 10
=lee) =6

o O =
o o O
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Vlastni ¢isla matice A jsou 1 a 0 s vlastnimi vektory (1,0) a (0,1). Ty uréuji 2 hlavni
sméry o homogennich soufadnicich (1,0,0) a (0,1,0). (1,0,0) je regularni nevlastni
bod. Polara k nému je

r1 = 0.
(0,1,0) je singularni nevlastni bod. VSechny piimky kolmé na (0,1) v & jsou xs = ¢,
kde c je néjakéa konstanta. Dand kuzelosecka méa tedy osové primky z; = 0 a 2o = ¢,
ceR.

Véta. Necht 7 je nadrovina v &, a 7° necht je jeji komplezifikace. Nadkvadrika Q
v EC je symetrickd podle nadroviny ¢ prdve tehdy, kdy? je T jeji osovou nadrovinou.

Diikaz. Necht 7 je osova nadrovina v &, k hlavnimu sméru [u]. Jeji komplexifikaci
pisme ve tvaru 7€ = S+ VC kde S € &, a V je (n — 1)-rozmérny podprostor v v(&,)
kolmy k u. Navic podle definice (a) i (b) jsou viechny body 7€ poldrné sdruzené s [u],
tedy
f(s+v,u)=0,

kde ve VE ase W, — {0} je aritmetickym zastupcem bodu S.

Kazdé dva body symetrické podle 7€ maji vyjadieni S + v +au a S +v — au pro
néjaké v € V€ a a € C. Jestlize S +v + au € Q, pak

fs+v—aus+v—au)=f(s+v,s+v)—2af(s+v,u)+a’f(u,u) =

= f(s+v,s+v)+2af(s+v,u)+a’f(u,u) = f(s+v+aus+v+au) =0,

nebot f(s+v,u) =0. Tedy S+v—au € Q a 7° je nadrovinou symetrie nadkvadriky
Qv EL.

Obracené, predpokladejme, ze () je symetrickd podle nadroviny 7€ = S + VC, kde
S e &, aV je(n— 1)-rozmérny podprostor v(&,). Necht u € v(&,) je vektor kolmy
k V. Ukazeme, Ze f(s+v,u) =0 pro vSechna v € V as € W, — {0} aritmetického
zastupce bodu S.

Pokud ma rovnice v neznamé o
0=f(s+v+aus+v+au)=f(s+v,s+Vv)+2af(s+v,u)+a’f(u,u)
nenulové feseni o € C, pak ze symetrie Q° podle 7€ plyne, Ze rovnéz —a je fesenim a

tedy nutné
f(s+v,u) =0.
Predpokladejme, ze pro néjaké vo je f(s + vo,u) # 0. Pak vySe uvedend rovnice
muze mit pouze nulové feseni. Tedy musi mit koeficienty
f(s+vo,s+vg) = f(u,u) =0.

Pokud f(s+vg,u) # 0, pak totéz musi platit pro vSechna s +w z néjakého okoli bodu
s + vo v roviné 7. Tedy na tomto okoli je také f(s + w,s + w) = 0. To znamena, Ze
pro kazdé v € V ma rovnice

0=f(s+vo+tv,s+vo+tu) = f(s+vy,s+vy)+2tf(s+vo,v)+t2f(v,v)
= 2f(s+vo,v)+t2f(v,V)
nekoneéné mnoho feseni. Tedy f(v,v) = 0. Proto V' C Q. Spoleéné s u € Q to

implikuje, Ze v(&,) C Q, coz neni mozné (nebot A # 0).
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Rovnice f(s+v,u) = 0 pro vSechna v L u ndm fika, Ze 7 je mnozina bodd polarné
sdruzenych s [u]. Tedy 7 je osova nadrovina. O

Definice. Priisecnice dvou osovych rovin kvadriky () se nazyva osovd primka kvadriky
(. Body priiniku osové primky s kvadrikou se nazyvaji vrcholy.

3.3. Metricka klasifikace kuzelosec¢ek a kvadrik. Dikazy dvou néasledujicich kla-

vvvvvv

Véta. Pro kazdou kuZelosecku Q v EF lze najit takovou ortonormdini bdzi (O, ey, e;),
ze v jejich soutadnicich ma () pravé jednu z rovnic

2 2
(1) (ﬂ) +(ﬁ) +1 =0 imaginarni elipsa

2 2
(2) (ﬂ) + (ﬁ> -1 =0 realnd elipsa
a1 )
2\ 2 2
(3) (—1) — (—2) -1 =0 hyperbola
aq a9
(4) 7% + 2pxy =0 parabola
2 2
(5) (—1) + (—2> =0 imagindrni ruznobézky
a1 a9
21 ? 2 ? s .
(6) — . =0 redlné riznobézky
1 2
(7) z3 + p? =0 dvé imagindrni rovnobézky
(8) 2 —p? =0 dvé redlné rovnobézky
(9) z? =0 dvogndsobnd primka

Pro koeficienty plati a; > 0, as > 0, p # 0.

Véta. Pro kazdou kvadriku Q v ES lze najit takovou ortonormdini bdzi (O, ey, eq, e3),
Ze v jejich soutadnicich ma @) pravé jednu z rovnic

2
x
) +1 = 0 imagindrni elipsoid

,\
=
—
2|8
N
_l’_
—
SEl
~
_l’_
—
& &

—1 = 0 redlny elipsoid

2 ) 2
— (—) —1 = 0 jednodilny (primkovy) hyperboloid
) +1 = 0 dvoudilnyg (neprimkovy) hyperboloid

+ 2pxs = 0 elipticky paraboloid

+ 2pxs = 0 hyperbolicky paraboloid
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= 0 parabolicka vilcova plocha

= 0 dve imagindrni ruznobézné roviny

2 2 2
(7) ) () + (= = 0 imaginarni kuzelovd plocha

a1 az as

2 2 2

(8) (—1) + (—2> - (ﬁ) = 0 redlnd kuZelovd plocha

aj ) as ) as
(9) (—1) + (—2) +1 = 0 4maginarni elipticka vdlcovd plocha

aj ) as )
(10) (a_l) + <a_2> -1 = 0 redlnd eliptickd vdlcovd plocha

1 2

T 2 ) 2 . s .

(1) (=) —(—) -1 = 0 hyperbolickd vdlcovd plocha
1 2

13 —
(9) (a1)2+<a2)2
(14) (ﬂ) - (—2) = 0 dvé redlné ruznobézné roviny

ay asz
(15) 22 +p? = 0 dvé imagindrni rovnobézné roviny
(16) 22 —p? = 0 dvé redlné rovnobézné roviny
(17) a2 = 0 dvojndsobnd rovina

Pro koeficienty plati a; > 0, as > 0, azg > 0, p # 0.

Diikaz. Necht @ je stiedové kvadrika s vlastnim stfedem S. Zvolme ortonormélni bazi
(S,e1,ez,e3), kde ey, ey, €3, jsou jednotkové vektory zadavajici hlavni sméry (ty lze
vzdy vybrat na sebe kolmé a polarné sdruzené).

V této bazi ma () rovnici

2 2 2
a11x3 + 2275 + 43373 + Qg4 = 0

(viz dtikaz afinni klasifikace).
Nyni rozlisime ptipady a4y = 0 a aq4 # 0 a jednoduchou tpravou ziskdme nékterou
z rovnic s vyjimkou (5), (6) a (12). Cisla ay1, ags a ass jsou hlavni &sla kvadriky Q.
Necht @ neni stfedova kvadrika. Nechf (eq, eq, €3) je ortonormélni baze v(E€;3) uréujici
hlavni sméry kvadriky ). Potom v bazi (O, e, €3, €3) s néjakym pocatkem O € @) ma
kvadrika rovnici

2 2 2
1127 + ag2x5 + as33x5 + 201471 + 202472 + 2a3473 = 0

Protoze neni stfedova, musi byt a; = 0 a a4 # 0 pro néjaké i = 1,2,3. Necht tedy
a33:Oaa347£0.

Pokud ay; # 0, ass # 0, odpovidajici hlavni sméry e; a ey urcuji osové roviny
a1121 + ayy = 0 a asrs + asy = 0, které se protinaji v osové primce. Ta protind
kvadriku @ v jediném vrcholu V' (jeho soutfadnice jsou uréeny jednoznacné soustavou
tFi rovnic). Potom v bazi (V) e, es, e3) je kvadrika ) zadédna rovnici

a11y; + axnys + 2pys = 0,
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p # 0, ayy = asy = 0, nebot e;, e, jsou teéné vektory ke kvadrice v bodé V. Odtud
tpravou dostaneme jednu z rovnic (5) nebo (6).

Pokud aq; # 0 a ass = ass = 0, hlavni smeér e; urcuje osovou rovinu a1x1 + a4 = 0.
Prinikem této osové nadroviny s kvadrikou je pfimka, jejiz jednotkovy smérovy vektor
fy je linedrni kombinaci vektort e, a es.

Zvolme bod V na této pfimce a ortonormadlni bazi (V, e, fs, f3). ey, f1, f5 jsou vektory
hlavnich sméri, e; a f; jsou tecné vektory kvadriky v bodé V. Lze ukazat, ze V' je opét
vrchol kvadriky. Tedy rovnice kvadriky v soufadnicich této baze je (viz diikaz afinni
klasifikace)

alle + 2px3 = 0,

p # 0, a3 # 0. Vydélenim ¢islem a?; dostaneme rovnici (12). O

Priiklad. Najdéte hlavni sméry, osové rovin, osové primky, vrcholy a kanonickou rov-
nici ve vhodné bazi kvadriky

x% — 4x§ + 6x1203 + x% + 4xq1 + 1629 — 423 — 16 = 0.

Matice
N 1 0 3
A=10 —4 0
3 0 1

Vlastni ¢isla A1, A2, A3 matice A jsou koreny charakteristického polynomu
det(A — AE) = —\% — 2X% + 16X + 32.
Tyto kofeny, pokud jsou celoc¢iselné, musi délit absolutni ¢len 32. Tak zjistime, ze
AL = —2, Ao =4, A3 = —4.

Odpovidajici vlastni vektory u; jsou feSenimi soustavy (ﬁ — M E)u; = 0. Dostavame
u; = (1,0,—1), us = (1,0,1) a ug = (0,1,0). Osové roviny mé kvadrika 3 a jsou to
roviny kolmé a soucasné polarni k uy, uy a us.

[)31—5(]3—2 =0
.T1+SC3 =
1'2—2 =

Osové primky jsou opét tii a jejich popis je dan vybérem 2 z predchozich 3 rovnic.
Prunik vSech t¥{ osovych rovin je jediny bod S = (1,2, —1). Ten je stiedem kvadriky.
Parametrické vyjadreni os je potom nasledujici:

01 : (1,2,-1) +¢(0,1,0)

o9 (1,2,—1)+1¢(1,0,1)

03 : (1,2,-1) +¢(1,0,-1)
7 parametrického vyjadieni osy o, dosadime do rovnice kvadriky a pro parametr ¢

dostaneme kvadratickou rovnici 2 — 1 = 0. Vrcholy na ose t; jsou tedy A = (1,3, —1)
aB=(1,1,-1).
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7 parametrického vyjadieni osy o, dostaneme kvadratickou rovnici 2t2 + 1
Na o0y tedy lezi dva komplexné sdruzené vrcholy £ = (1 + */752', 2, -1+ ?),
V2,9 1 _ V2
(1—%%,2,-1—¥=).

&l
I

Koneéné pro osu o3 dostaneme opét rovnici 2 — 1 = 0, kterad dava vrcholy C' =
(2,2,-2) a D =(0,2,0).

7 popisu os a realnych vrcholt vyplyva, ze dana kvadrika je jednodilny hyperboloid.

V bazi S, vi = \%(1,0, —1), vo = \%(1,0, 1), v3 = ug budeme mit souradnice ¥,
Yo, Y3, pro které plati

1 L 9
Ty 7z 3 Y1 1
x| = 0 0 1 |+ 2
T3 _\/Li \/Li 0 Ys -1
Tedy v homogennich soufadnicich
L L 0 1
1 V2 V2 Y1 Y1
T 0 0 1 2 Y2 Y2
Zs3 2 2 Ys Ys
Ty 0 0 0 1 Ya Ya
Tedy rovnice kvadriky v souradnicich y je
yPTAPy =0,
kde
10 3 2
0 -4 0 8
4 = 3 0 1 =2
2 8 -2 16
2 0 0 O
T (o -3 0 0
pPrAP = 0 0 1 O
0 0 0 —1
Rovnice v novych souradnicich je
2 2
Y Y
?1 — T +y;—1=0.

2

Kontrolni otazky.

(1) Podejte definici hlavnich sméri a vysvétlete, kterou vétu pouzijete k jejich
vypoctu.

(2) Jak se lisi hlavni ¢éisla regularnich kvadrik?

(3) Kolik osovych (hlavnich) rovin maji jednotlivé kvadriky? (PouZijte jejich met-
rickou klasifikaci.)

(4) Napiste kanonické rovnice kvadrik s 1, 2, 4, 6 a nekoneéné mnoha redlnymi
vrcholy.

(5) Zvolte si néjakou kvadriku a popiste vSechny jeji symetrie.
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Priklady k procviceni.
(1) Urcete hlavni ¢isla a hlavni sméry nadkvadriky, jeji stfed a jeji kanonickou
rovnici v prislusné ortonormalni bazi.
(a) 322 + 107129 + 323 — 221 — 141y — 13 =0 v &

[ReSeni: A\, = 8, \y = —2

y U1 = (\/Liv\%)v Uy = ( 7_%) S = [2§_1]7

&

hyperbola 22 — % =1]

(b) 722 4 61179 — 22 + 2871 + 1225+ 28 = 0 v &,
[ReSeni: \; = 8, )\22: -2, u; = (\/ir07 J%)’ uy = (J%’ \/ifo
riznobézky 3 — 2 = (]

(c) 922 + 12z1m9 + 422 — 2431 — 1629 +3=0v &

[Reseni: Ay =13, A2 = 0, ws = (5, ) W = (F — ), S = 263 -
2t], rovnobézky % = 1]

(d) 22 + 23 + 523 — 6179 — 23173 + 27973 — 621 + 629 — 623 +9 =0V &

[Reseni: \; = 3, \g =6, \3 = —2,u; = (\/Lg, —% %) = (—% % %)
us = (\/Li’ \/Li’ 0), S = [1; —1;1], redlnd kuzelové plocha 3 i x5 — x—f 0]

(€) 5x? + 813 + 5xd + 4wy — w173 + 4a9w3 — 27 =0V &3
[Resent: iz =9, \3 =0, wy = (%@07—%); u; = (3\1@ 3\4/57 3\1f) =
(—2,3,—2), S = [0;0;0], redlna elipticka vélcova plocha 3 oy “T? = 1]

3'3) 73
(f) 2% — 222 + 22 + 4179 — w1703 — dwowy — 14w — 4y + 1423+ 16 =0 v &3
[Reéeni: )\172 = —3 )\3 = 6 u; = (\}57—55’0), Uy = (3\;1/57# %)
us = (%, %, —%), S = [1;1; —1], redlna kuzelova plocha 3 it +F - 2 =0.]

(g) 227 + 5x3 + 223 — 23109 — 4x173 + 22973 + 227 — 1029 — 2x3 —1=0vé&;s

[Refeni: \ =6, Ao =3, \3=0,u; = (&, -4, —21), 1122(% \/Lg’_\%)’

Ve Ve V6 )
us = (%, 0, \/ii), S = [t;2;t], redlnd elipticka vélcova plocha a3 + 2 = 1.]
(h) 22 + 23 — 22129 + 221 + 225 — 2225 — 8 =0 v &
[Reseni: \i = 2, Aoz = 0, w = (5, —5,0), w2 = (7575, 0), uz = (0,0, 1),
nestiedovd, parabolicka valcova plocha % + 23 = 0.

(2) Urcete osové nadroviny a vrcholy nadkvadrik z ptikladu (1).
[Resent:
(a) Osy o1 : @1 + @3 =1, 09 : &1 — w3 = 3, vrcholy Vi, = [Zi\/?’i; 1:F\[]
ptislusné k oy, V34 =2+ f -1+ *[] prislusné k 09;
(b) Osy x1+x9 = —6, 21 —3:U2 —2 vrcholy V; = [-2 5 —%] k oy, Vo = [—2;0]
(c) 18808,2,3$1 + 2x5 = 4, nevlastni vrchol uréeny zamérenim osy (-2,3,0);
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(d) Osové roviny oy : &1 —xg+23 =3, 09 : &1 — 29— 223 =0, 03 : 1+ 29 = 0,
6 os zadanych priniky vzdy dvou rovin, vrchol V' = [1; —1; 1];

(e) Osové roviny 21 —xe—2x3 = p pro Vp € R, déle vSechny roviny obsahujici
osu o : x1 + 2x9 = 0,477 — 229 — bxg = 0, dalsi osy jsou primky na tuto
osu kolmé, vrcholy jsou vSechny body kvadriky;

(f) Osové roviny o : 2x; + x9 — 223 = 5, dale vSechny roviny prochazejici osou
0:x1 — Ty = —3,4x1 + 229 + 53 = 1, vrchol V = [1; —1;1];

(g) Osové roviny oy : o1 — 29 — 23 = —2, 09 : 1 + T3 — x3 = 1, osa dana
prinikem rovin a nevlastni vrchol uréeny jejim zamétenim (1,0,1,0);

(h) Osova rovina x; = x3.]



4. MULTILINEARNI ALGEBRA

V celé této kapitole budeme pracovat s vektorovymi prostory nad pevnym polem K.

4.1. Faktorovy prostor. Necht U je vektorovy prostor, V' jeho podprostor. Tento
prostor definuje na U ekvivalenci u; ~ uy pravé tehdy, kdyz u; — us € V. Tridu
ekvivalence obsahujici vektor u budeme znagcit [u]. Je to mnozina

u=u+V={u+v,veV}

Mnozinu v8ech t¥id ekvivalence oznac¢ujeme U/V. Na této mnoziné mizeme definovat
sCitani a nasobeni skalarem z K takto:

] +[v] = [u+v]
alu] = [au]

Tyto operace jsou nezavislé na vybéru reprezentanti a neni obtizné se presvédcit, ze
z U/V vytvareji vektorovy prostor nad K.
Je-li U konec¢nérozmérny prostor, pak

dimU/V =dimU — dim V.

Diikaz je jednoduchy: Zvolme béazi vy, ..., vi prostoru V' a dopliime ji na bazi vy, ...,
Vi, Vkil, - - -, Vy prostoru U. Sta¢i ukazat, Ze [vyy1], ..., [v,] je baze prostoru U/V .

Cviceni. Dokazte predchozi tvrzeni.
Ozna¢me p : U — U/V surjektivni linedrni zobrazeni definované predpisem
p(u) = [u].

Toto zobrazeni se nazyva projekce.
Necht ¢ : U — W je linearni zobrazeni a necht V' C ker p. Potom existuje pravé
jedno linedrni zobrazeni @ : U/V — W takové, zZe

p=pop,
tedy Ze nasledujici diagram komutuje
7
pi e
L@
u/ywv
» musi byt definovano predpisem
?([u]) = ¢(u)

Diky tomu, ze pro v € V je p(v) =0, je

p(ur) = ¢(ur) + p(u; — up) = p(uy)

pro u; ~ uy a definice P nezavisi na vybéru reprezentanta.
34
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4.2. Prostory linearnich a multilinearnich zobrazeni. Linearni zobrazeni z vek-
torového prostoru U do vektorového prostoru V' vytvareji vektorovy prostor, ktery
budeme oznacovat
Hom(U, V).
Divodem pro toto oznaceni je skutecnost, ze linearni zobrazeni se ¢asto nazyvaji ho-
momorfismy vektorovych prostort.
Necht Uy, Us, ..., U,, V jsou vektorové prostory. Zobrazeni

(IOIU1XU2X...Un—>V
se nazyva multilinedrni (nebo n-linearni), jestlize je linearni v kazdé své slozce, tj.
o(ug,ug,...,au; +bvy, ... u,) =ap(ug, ..., u;,...,u,) +bp(ag, ..., vy ... u,)

Mnozina vSech n-linearnich zobrazeni z U; x --- x U, do V tvofi opét vektorovy
prostor nad K, ktery budeme oznacovat

Lin, (U; x Us X -++ x Uy, V).

Specialné plati
Liny (U,V) = Hom(U, V).
Piiklad. Na R3 uvaZujme linearni zobrazeni f, ¢ : R — R zadand piedpisem
f(z1, 12, 23) = a3, 9(Y1, Y2, Y3) = Y1
Ukéazeme, Ze zobrazeni
piREXRP =R, o(x,y) = f(x) g(y) = z5m1

je bilinearni. Plati
plax+bz,y) = f(ax+bz) g(y) = (axs+bz3)yr = axsyr +bzsyr = ap(x,y) +bp(z, y).
Diikaz pro linearitu ve druhé slozce se provede obdobné.
4.3. Dualni prostor. Linearni zobrazeni z U do K se nazyvaji linedrni formy na U,

vektorovy prostor vsech linearnich forem se nazyva dudlni vektorovy prostor k prostoru
U a oznacuje se

U* = Hom(U, K).
Véta (o duélni bézi). Necht U je vektorovy prostor s bazi (uy, ug, ..., u,). Potom
v dudlnim prostoru U* ezistuje bdze (f1, f2, ..., f™) takovd, Ze
% 1 pro 1= j7
u;) =
Jw) {O pro i # j
Tato bdze se nazyvd dudlni bazi k bdzi (uy, ..., u,).

Diikaz. Kazdy vektor u lze psat jedinym zptisobem jako linedrni kombinaci vektort

béaze
n
i
u= E a‘u,.
i=1

Definujme f'(u) = a’ jako j-tou soufadnici vektoru u. To je linedrni forma pozadova-
nych vlastnosti.
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UkéZzeme, ze f', ..., f jsou linedrné nezavislé. Necht

i bjfj =0.
j=1

Dosadime-li do této rovnosti vektor u;, dostaneme b; = 0.
Necht f € U* je libovoln4 linearni forma. Plati

=2 f(w)f

O rovnosti se staci presvéd¢it na vektorech baze (uy, ..., u,). Tim jsme dokézali, Ze

(fY, ..., f") je baze U*. O

Poznamka. 7 dtkazu je dobré si zapamatovat, ze souradnice vektoru u v bazi o =
(uy, ..., u,) lze spoc¢itat pomoci dudlni baze o* = (f!, ..., f"):

(Wo = (fH(w),..., f2(w) "

Priklad. Vektory v R™ povazujeme za n-tice redlnych ¢isel ve formeé sloupci. Dualni
prostor (R™)* si miZzeme predstavit jako n-tice realnych ¢isel ve formé radka. Tedy

[El

uc R37 u= 'I2 ) f € (R3)*7 f = (a17a27a3)-

$3

Vy¢cisleni formy f na vektoru u je potom maticové nasobeni
1

T
f(u) = (a1, az,a3) | 22 | = ayz’ + agx® + aza®.
23

Necht a = (uy,ug,...,u,) je baze R". Matice pfechodu od « ke standardni bazi

= (er,eq,...,€,) je (id)eq = A
(ug,uy,...,u,) = (e, ey, ... en)(id)w.

Duélni béze k (e, es,...,e,) je f1 = (1,0,...,0), f2 =(0,1,0,...,0), ..., f" =
(0,0,...,0,1) a duélni baze (¢*, ¢>,...,g") k (u17 uy,...,u,) je uréena radky matice
A7, nebot musi platit

g!

9 .

. '(u17u27"'7u’n): (gl(u])) = L.
gn

Disledek (o druhém dudlu). Necht U je vektorovy prostor konecné dimenze. Zobra-
zeni B : U — (U*)* definované prou € U a f € U* predpisem

E)(f) = f(u)

je linedrni izomorfismus.
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Diikaz. Podle piedchozi véty k bézi (uy, ..., u,) prostoru U lze najit dudlni béazi (f!,
.., f™) prostoru U*. Ukézeme, ze (E(ul), o E(un)) tvoii dudlni bazi k (f1, ...,
7). Plati totiz

. , 1 proi =y,
E(w)(f7) = f/(ui) = 0
0 proi#j

Tedy FE je linearni izomorfismus. U

Od tohoto okamziku budeme povazovat prostory U a (U*)* za totozné.
Zobrazeni (, ): U x U* — K definované

(0, /) = f(u)
je bilinearni a nékdy se nazyva dualita.
4.4. Dualni linearni zobrazeni. Necht ¢ : U — V je linearni zobrazeni. Zobrazeni
p* : V* — U* definované pro g € V* a u € U predpisem
" (9)(w) = g(p(u))

se nazyva dualni linedrni zobrazeni k zobrazeni .
Poznamka. Pomoci dualit (, Jy: UxU* = Ka(, )y:V xV* — K lze definici
psat

(w.¢"(9), = (e(w),9),
coz formalné pripominda definici adjungovaného zobrazeni, kde skalarni souciny jsou

nahrazeny dualitami. Vyhodou tohoto zapisu je jeho symetrie a lepsi prehlednost.

Priklad. Necht ¢ : U — U je zobrazeni p(u) = 3u. Vypoctéte ¢* : U* — U*
z definice.
Plati

Tedy ¢©*(g9) = 3g.

Véta (o matici dudlniho zobrazeni). Necht vektorové prostory U a V maji bdze «a,
B. V dudlnich prostorech U* a V* wvazujme dudlni bdaze o a (5*. Potom pro matice
linedrniho zobrazeni ¢ : U — V' a jeho dudlniho zobrazeni p* : V* — U™ plati

(" )asp* = (©) ga-
A = (a”) (¢*)arg = B = (b;j). Necht a = (uy, ..., u,),
! Cf), B8 =g ..., ¢"). Prol<i<nal<j<k
(wi, ©*(¢7)) = (e(u),¢).

Vyraz vpravo je j-ta soufadnice vektoru ¢(u;) v bazi 3, tedy aj;. Vyraz vlevo je roven
i-té soutadnici formy ¢*(¢g’) v bazi a*, coz je podle definice b;;. Tim jsme dokéazali

Diikaz. Ozna¢me (gp)

B= (w1, s vi) af = (f1,
plati

bij = aji,

tedy B=AT. O
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4.5. Tenzorovy soucin vektorovych prostoru. Necht U, Us, ..., U, jsou vek-
torové prostory konecné dimenze. Jejich tenzorovy soucin definujeme jako vektorovy
prostor vSech n-linedrnich zobrazeni z U7 x Uy x --- x U} do K, tj.

UUs ®--- @ U, = Lin,(Uy x Uy x --- x U’ K).
Soucasné definujeme zobrazeni
t: Uy xUyx---xU,—-U10U;®---®U,,
t(up,ug, ..., u,) =11 QU ® - u,
predpisem
WU - @u(f 7 f) = (an, ) - (e, f7) - (1),

kde (f1, f%,...,f") € Uf x Uy x --- x U*. Z této definice neni t&7ké dokazat, 7e
zobrazeni t je n-linearni, tj.

u1®"‘®(aui+bvi)®“'®un:au1®"'®uz‘®“'®un‘|‘bu1®"‘®vi®“‘®un-

1 -1
Piiklad. Nechf u = |2 ]|, v = | 3 | jsou dva vektory v R®. u ® v je bilinedrni
3 —1
zobrazeni (R3)* x (R3)* — R. Vy¢islete jej na forméach f = (3,0,1) a g = (4,5, —2).
Resent:
—1

1
u®v(f,g) = f(u) g(v)=(3,0,1) § +(4,5,2) 31

= (3+0+3)-(-4+15+2)=6-13="T8.

Pfiklad. Necht vektorovy prostor U mé bazi (u;, up, uz) a necht (f*, f2, f3) je dudlni
baze v U*. Vy¢islete tenzor (f! + f2) @ u; ® (uz +u3) € U* ® U ® U na trojici
(Quy, f1+ f3,2f2— f3) e U x U* x U*.

Resend: Plati

(f'+ %) @u @ (ug +us)(2uy, f1 + 2,22 — %) =

= (f'+ f2)2u) - (f' + ) (w) - 2f* = £7)(us + uy)
— (0+2)(1+0)(240+0—1)=2.

Véta (o bazi tenzorového souéinu). Necht (w1, ..., wy,) je bdze vektorového prostoru
U;. Potom vSechny mozné tenzorové souciny vektori

Uy, @ Ugj, @ -+ @ Uy,

tvort bazi tenzorového soucinu Uy @ Uy ® - - - @ U,,.

Tedy dim(U; @ Uy @ -+ - ®@ U,) = dim Uy - dim Uy - - - dim U,.
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Drikaz. Pro zjednoduseni zapisu provedeme dtikaz pouze pro n = 2. Polozme U, = U,
Uy =V a uvazujme béazi (uy, ..., ug) v U a bazi (vy, ..., v,) ve V a jejich dudlni
baze (f, ..., f5)vU* a (g, ..., g™) ve V*.

Kazdé ® € Liny(U x V,K) lze psét ve tvaru

¢ = Z o(f ul ® vj,
nebot bilinedrni formy na obou stranach maji shodné hodnoty na dvojicich (f7, ¢%).
Daéle necht
Zaijui ®v; =0.
1,
Dosazenim dvojice (f",¢°) dostaneme a"™ = 0. Tedy bilinearni formy u; ® v; jsou

linedrné nezavislé. O

4.6. Univerzalni vlastnost tenzorového souc¢inu. Nésledujici véta nam umoziiuje
studovat misto multilinedrnich zobrazeni na soucinu U; X --- x U, linearni zobrazeni
na tenzorovém sou¢inu U; ® - - - ® U,.

Véta (Univerzalni vlastnost tenzorového soucinu). Necht ® je n-linedrni zobrazeni
2 Uy x---xU, do vektorového prostoru V. Potom existuje pravé jedno linedrni zobrazeni
U ®---@U, =V tak, Ze

oy ®---®@u,) = P(uy,...,u,),

3. ndsledujici diagram komutuje

El
U@ @U,————=V
U1 X X Un
Diikaz. Pro zjednodusSeni pracujme opét s n = 2. Necht (uy, ..., ug) je baze Uy, (v,

, Vin) baze Us. Z pozadavki na ¢ plyne, Ze ho neni mozno definovat jinak nez
g0<2 a’u; ® vj) = Z a’ ®(u, v;).
i,J 2%
Takové ¢ je linearni a pro u = ), a'w;, v =Y b/v; plati
gp(u@v) = ((Zaluz) ® <Zb7vj)> = @(Zaﬂbjul ®Vj> =
i j irj
= Za’b]q) u;,v,) (Zaul,Zb]VJ> = ,V)

g

Nasledujici tvrzeni fika, ze tenzorovy soucin je svou univerzalni vlastnosti urcen az
na izomorfismus jednoznacné.
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Véta (o jednoznacnosti tenzorového soucinu). Necht S je vektorovy prostor a necht
s: Uy x---xU, — 8 jen-linedrni zobrazent, kterée md stejnou vlastnost jako zobrazeni
t: U x---xU, - U ®---®U, z predchozi vety. Potom existuje prdve jeden
wzomorfismus 0 : Uy ® --- @ U, — S a k nému inverzni 7: 5 - U, ® --- ® U, tak, Ze
komutuje diagram

U]_® '®Un - S
Tt /
U x---xU,

Drikaz. Provedeme pouze naznak. Existence linearniho zobrazeni o plyne z univerzalni
vlastnosti ¢, existence linedrniho zobrazeni 7 plyne z univerzalni vlastnosti zobrazeni s.
Identity 7 0 0 = id, 0 o 7 = id se dokézi dalsim pouzitim ptedchozi véty (predevsim
jejim tvrzenim o jednoznacnosti). O

Poznamka. Existuji i jiné definice tenzorového sou¢inu vektorovych prostori, nez je
ta, kterou jsme pouzili. Podle pfedchoziho tvrzeni lze vsak vzdy ukézat, zZe jsou na
prostorech konecné dimenze ekvivalentni.

Jedna z moznosti je tato:

UV =T/T,

kde T je vektorovy prostor vSech formdlnich linedrnich kombinaci dvojic (u,v) € UxV
(pro K nekone¢né a U, V netrividlni nema 7" kone¢nou dimenzi!) a T je jeho podprostor
generovany prvky

(u27 V)

(u,vsy)

(auy + buy, v) — a(uy,v) — b
(u,avy +bve) —a(u,vy) — b
Zobrazenit : U x V — T/Tj je t(u,v) = [(u,Vv)].
4.7. Asociativita a komutativita tenzorového soucinu. Z véty o jednoznacnosti
tenzorového soucinu plyne, Ze existuje pravé jeden linearni izomorfismus

o:U@Us @Us — (U @Us) ® Us
takovy, ze
o(u; ®uy ®u3) = (u; ® uy) ® ug.

Obdobné pro kazdou permutaci w mnoziny {1,2,...,n} existuje pravé jeden linedrni
izomorfismus

o U1 @U@ - QU, = Uya) @ Uyz) ® -+ - @ Uy
takovy, ze
oy R@u®---®u,) = Uy,(1) @ Uy(2) @ -+ & Uy(n)-

4.8. Tenzorovy soucin linearnich zobrazeni. Necht ¢; : U; — V; jsou linedrni
zobrazeni. Potom zobrazeni

Uy x-xU, = Vi®- -2V,
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definované predpisem (uy,...,u,) — ¢1(u1) @ - - - ® ¢, (u,), je n-linedrni a podle véty
o univerzalni vlastnosti tenzorového soucinu existuje pravé jedno linearni zobrazeni

MR R U1 @ QU, = V1®---®V,

takové, ze
PR @Pp(W @O U,) = d1(W) @ @ Pp(uy).
Nyni se podivame na to, jak vypada matice tenzorového soucinu linearnich zobrazeni
v zadanych bazich. Necht a; = (uy, ..., ug) je baze U; a ag = (0], ..., u),) je baze
Us. Oznacme a; ® ay bazi U; ® U, tvofenou vektory u; ® u;.. Uspotradejme ji tak, ze
u; ® u; predchéazi u, ® u, pravé tehdy, kdyz i <r neboi=ra j <s.

Priklad. Necht a; = (uy, uy, u3), az = (uf, u). Potom oy ® ap = (u; @ uj,u; ®
!/ / !/ / /
u27 Uy &® u17 U & U—Qa us ® u17 us & 112).

Definice. Nechf A je matice tvaru k X r a B matice tvaru m x s. Potom A ® B je
matice tvaru k-m X r - s,

Priklad.
4 5 8 10 12 15
123\ (45 |6 7 12 1418 21
(—101)®(6 7)‘ 4 -5 0 0 4 5
6 -7 0 0 6 7

Véta (o matici tenzorového soucinu linearnich zobrazeni). Necht Uy, U,, Vi, Vo s bd-
zemi postupné oy, aa, [, Po. Necht o : Uy — Vi je linedrni zobrazeni s matici A
v bazich oy, B1 a necht i : Uy — Vy je linedrni zobrazeni s matici B v bazich aw, 5.
Potom matice linedrniho zobrazeni ¢ @ ¢ : Uy @ Uy — Vi ® Vo v bazich a1 ® as a
P ® By je A® B.

Diikaz. Necht oy = (uy, ..., ug), ae = (0}, ..., ul,), b1 = (vV1, ..., V), Bo = (V] ...
v.,). Napisme vektor (¢ ® 9)(u; ® u}) jako linedrni kombinaci vektorti baze 5 ® (3

penme) = e <) = (Law) o (ébqjv;) _

p=1

Y

— b /
= E aplbqjvp(}z)vq

p.q

To znamen4, ze v fadku (p, q) a sloupci (7, j) matice zobrazeni (¢ ® 1) bude stat

apiby; = (A ®@ B)(pq)(ij)'

4.9. Tenzorovy soucin a dualita. Multilinedrni zobrazeni

KxKx--xK-—K, (a1,a9,...,a,) — aras -+~ ay
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urcuje podle univerzalni vlastnosti tenzorového soucinu nenulové linearni zobrazeni
KK®- - @K —K,

které je izomorfismem, nebot dimenze obou prostorii jsou rovny 1.
Podle predchoziho paragrafu existuje n-linearni zobrazeni
U xUyx---xUr = Hom(Uy, K) x- - - xHom(U,,, K) — Hom(U;®- - -®@U,,K) = (1®---QU,)",
ptifazujici n-tici linedrnich forem (f1,..., f,) z Uf X -+ x U} linedrni formu na U; ®
U; ®---® U, s hodnotou na u; ® us ® - - - ® u,, rovoou

filw) fo(az) - fo(ay).

Podle univerzalni vlastnosti tenzorového soucinu indukuje toto multilinearni zobra-
zeni linearni zobrazeni
d:UQU;@ - QU > (U1 @Us® -+ @ Uy,)".
Toto zobrazeni je izomorfismus, nebot dimenze obou prostori jsou stejné a duélni baze
k bézi s prvky uy;, ® - @uy;, vU ®---QU, je ddna prvky d(f'" @ --- @ fn), kde
(f7', ..., f7%) je dudlni baze k (w1, ..., wj;).

4.10. Izomorfismus mezi Hom(U,V) a U* ® V. Uvazujme bilinedrni zobrazeni
U* xV — Hom(U, V)

definované predpisem
(f,v)+— (u — f(u)v).

Podle univerzalni vlastnosti tenzorového soucinu toto zobrazeni indukuje linearni

zobrazeni
U*®V — Hom(U, V).

Necht o = (uy,...,u,) je bdze U s dudlni bazi (f!,..., f") anecht 3 = (vy,...,v,)
je baze prostoru V. Prostor Hom(U, V) je izomorfni s prostorem matic tvaru dim U x
dim V' a mé tudiz stejnou dimenzi jako prostor U* ® V.

Ukézeme, 7Ze vySe uvedené zobrazeni je surjektivni. K ¢ € Hom(U,V') s matici
(¢)ga = (aij) piitadme prvek U* @ V

Z oy fl v,
i?j
Potom tento prvek definuje linearni zobrazeni, které na bazi a ma hodnoty
us — Zaijfj(us)Vz‘ = Z a;svi = p(u,).
i,j 0,
Tedy vyse definované zobrazeni U* @ V' — Hom(U, V') je izomorfismus.

4.11. Tenzorova algebra vektorového prostoru. Tenzorovy soucin p kopii duél-
niho prostoru U* a ¢ kopii prostoru U se oznacuje
T]g(U):\U*(@...@U’i@\U@...@U;

-~

p q

Jeho prvky se nazyvaji tenzory typu (p, q).
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Polozme TP(U) = K. Potom tenzorovéa algebra vektorového prostoru U je direktni
soucet vektorovych prostorii

T(U) = é TI(0) = [] ( ® 7))

(kde vyraz vpravo je definici direktniho sou¢tu nekoneéné mnoha s¢itanci). To je opét
vektorovy prostor, i kdyz nekonecné dimenze. Na ném muzeme definovat tenzorové
nasobeni tenzori

t e T (U) =Ling, 44, (U x -+ x U x U" x --- x U",K)

s € T2(U) = Liny, 1,(U x - -+ x U x U* x --- x U*,K)
jako tenzor
t®s € TII2(U) = Ling, 1 pyigig(U X -+ x U x U* x -+ x U",K)
predpisem
t®@ s, Uiy, [y, fOTR) =
=ty Wy, f o ) (W1, Uy, fOTE L fOTR),
Priklad. Soucinem tenzort
2f'owm@uw -3 0ueu;, 4 u - ffow
je tenzor
2flowmeu-3f0us0uy) @ (4 Qus— fPou) =
=8 OmOoweou -2/ @ ffouou e
20 weouweu+3f70 P u;®u; @ u.
4.12. Kontrakce i-té a j-té slozky je linearni zobrazeni
TU) — T}
definované predpisem

F e -0 ffewe: - -ou, — f(ufefe:- .®fz'®. L RPAW®- QU@ QU
kde ~  znadi vynechéni ptislusného symbolu. Specialné kontrakce
U'@U — K
je
feue f(u).
Piiklad. Vypoctéte kontrakei tenzoru ¢ z T2 (U) podle prvnich sloZek,
t=flom@u+4f>9u @us — 82 ®us @ uy.
Reseni: Vysledny tenzor lezi v Ty (U) a je to vektor

fl(ul)u2 + 4f2(111)113 - 8f3(113)111 =1-u;+0-u3—8u; = uy — 8u;.
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4.13. Soufadnice tenzoru. Necht o = (uy,...,u,) je baze prostoru U a o =
(fY,..., f") dudlni baze v prostoru U*. Potom vSechny prvky tvaru

fro-offow @ - Qu,

tvoti bazi prostoru T¢(U) a kazdy tenzor t € T(U) lze psat pravé jednim zptisobem
ve tvaru

S hpe e oue o,

Cisla t; o € K nazyvame soufadnicemi tenzoru ¢t € TJ(U) v bézi a = (uy,...,u,).

Vsimnéte si, ze dolni index p znaci pocet dolnich indexti, zatimco horni index ¢ znaci
pocet hornich indexti u souradnic.
Kazdy vektor u € U je tenzorem typu (0, 1), nebot

Ty (U) =U.

Jeho soufadnice v bazi o = (uy, ..., u,) budeme zapisovat pomoci hornich indexii

n

u= g a‘u;.

i=1
Kazda linearni forma f € U* je tenzorem typu (1,0), nebot
U) =U*

Jeji soufadnice v duélni bazi o* = (f,..., f*) budeme zapisovat pomoci dolnich

indexu
n
=Y
j=1

Kazda bilinearni forma ¢ na U je tenzorem typu (2,0), nebot
Ty(U) = U* @ U* ~ Ling(U x U,K).
Jeji soufadnice v bazi a* ® a* = (f* ® f7);; budeme zapisovat pomoci dolnich indext
9= Zgijfi ® f.
i\j
Kazdé linearni zobrazeni ¢ : U — U je tenzorem typu (1, 1), nebot
T'(U) =U*® U ~ Hom(U, U).
Jeho souradnice v bazi a* ® a budeme zapisovat takto:
© = Z aé- I @ u,.
irj
Ukazeme, ze matice linearniho zobrazeni ¢ : U — U v bazi « je

(P)aa = (a;‘)?,j:l»
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kde 7 oznacuje fadek a j sloupec. Plati totiz, ze v i-tém radku a j-tém sloupci matice
() a,a je i-ta soufadnice vektoru ¢(u;), tj.

Filptu) = fi(;a’gf’”@ur)(uj):

- f@‘(;ai;f%uj)ur) -
= Y arw)rm) =

r,S

Od této chvile budeme tedy v kapitole o multilinearni algebfe znacit matice zobra-
zeni jako (aj), kde i znaci fadek a j sloupec.
Nasobeni tenzorti 1ze v soutadnicich popsat takto:

(t@ )"1 Agitae _ 4U1-dgp lgp+1--lgy+ag
J1.- ]p1+p2 J1-. ]pl ]Pl-‘rl -7171+P2

Kontrakce [-té a k-té slozky tenzoru t je tenzor o soufadnicich
11...zk...zq Z tzl...m...zq
% j1cieedn oMM

Ve fyzice, ale i v diferencialni geometrii, se ¢asto pii zapisu kontrakce vyuziva kon-
vence, ze v pripadé sou¢tu pres stejny horni a dolni index tenzoru se sumaé¢ni znak »
’ ’ 1 ] v/ 7 ] - ) ‘] N4 . ) j v
vynechdva. Tedy aj2’ znaél ), aja’, gija‘a’ znadi ), ; g;jz'a’ a podobné.
Vy¢isleni bilinedrniho zobrazeni g : U x U — K na dvojici vektori u a v je postupné
soucin tenzorti g®@u®v a nasledna kontrakce prvnich a druhych slozek. V soutadnicich

(Zgijfi ® fj) (Zasus, Z btut)
= Z gija Sbtfl us f] ut Zgz]

i,5,t,8

g(u,v)

Vy¢isleni linedrniho zobrazeni ¢ : U — U na vektoru u € U je postupné soucin
tenzort p ®@u € U*® U ® U a kontrakce mezi prvni a druhou slozkou. V soufadnicich

= (Laron)(Tew)
= Y dlafi(u), = Z (;“3$j>uz

i’j’s
Soufadnice vysledného vektoru jsou tedy . ajx’.

Kroneckeruv tenzor ¢ je prvkem U* ® U, ktery odpovida identickému zobrazeni
z Hom(U, U). Jeho soutadnice v libovolné bézi jsou

) 1 i:j
5t —
: {o P4
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4.14. Souradnice tenzoru pfi zméné baze. Nechf o = (uy,...,u,) je baze pro-
storu U s dudlni bazi o* = (f!,..., f*) prostoru U* a necht B = (Vi,...,Vy,) je jina
baze prostoru U s dudlni bazi 3* = (¢,...,¢"). Necht A = (a ) i znadi radky, j znadi
sloupce, je matice prechodu od béaze a k bazi 3, tj. A = (1d)ga,

u, = Z viak.
i
Necht B = (b}) je matice takovd, ze

NN
j J

(Uvédomte si, Ze to znamena, Ze BT = (id)g«q-!)
Vy¢islime-li f! na u; dosazenim z prvého vztahu do druhého, dostaneme

i - fl(uwzzb;gﬂ‘(zwaz)
= Z akg Zblak

5%
Tedy B = A, B = (id)ag
Véta. Nechtt € T(U) je tenzor o souradnicich t;llz v bdzi . Jeho soutadnice v bdzi
B jsou pri pouZiti sumacni konvence
%Z‘I---l‘q

Zq kika..kqplypla lp
g i bz b

N S
= Oy Wy - O bits oty Va2 - Vg
(Scitdme tedy pres vSechny indexy ky, ..., kg, b1, ..., [,.)
Diikaz. Provedeme jej pro ¢ = p = 2. Tenzor t vyjadien v soufadnicich [ je
E 72 gy J2
t]1]2.g ® g ® V'Ll ® V7/2
11,02,71,J2

Vyjadreni v soufadnicich § mizeme dostat z vyjadieni v souradnicich a takto:

t= ) oo ou,
k1,k2,l1,l2
ki1k | j 1 j k k
= X (Tt ) o (Do) o (L) o (Ca)
k1,k2,l1,l2 Ji J2 i1 i2

— kika i1 i2 plapla ) o j1 o A ‘
B Z ( Z tlll2 klakajlb]1> ® g Q Vi & Vi,.

Ji.J2,t1,02  ka,ke,la,la

Porovnanim koeficienttt v obou vyjadienich dostaneme tvrzeni véty. U

Piiklad. Necht u je vektor se soufadnicemi z° v bazi o a T° v bazi 3. Podle piedchozi

vety
T = E ai "
k



Multilinedrni algebra 47

Tedy
(w)s = A(u)a = (id)sa(W)a,

vvvvv

Ptiklad. Necht f je linearni forma se soufadnicemi y; v bazi a* a soutadnicemi 7,
v bazi *. Podle predchozi véty
U = Bt
Y, Yi9;
!

(f)gr =B (flar = (id)g-ar (f)a-

Ptiklad. Linedrni zobrazeni ¢ : U — U je tenzor typu (1,1). Jeho matice (¢)aa = (t})
je zadana soutradnicemi tohoto tenzoru. Podle pfedchozi véty jsou jeho soutadnice

v bazi
= Yottt = i S}
l

1,J k

Tedy

maticové
(¢)ss = A(P)aaB = A(‘P)aaAil = (id) ga(#)aa (id)as,

coz je nam jiz znamy vztah pro transformaci matice zobrazeni.

Priklad. Bilinearni forma na U je tenzor typu (2,0). Matice této formy je dana sou-
fadnicemi tenzoru (¢;;) (¢ znadi fadek, j sloupec). Podle pfedchozi véty

tiy= > tubflh = be(ztkzbé),
ol K l

maticové B
T = B'TB = (id),4T(id)ag,

vvvvv

Pfiklad. Necht V je vektorovy prostor s bazi (e, es) a dudlni bazi (f1, f2). Vyjadrete
tenzor

fre (e +e) e THV)
v bazi (€1, €3) a dudlni bézi (1, f2), jestlize

(€1,8) = (e, e2) <;’ ;)

Reseni: Plati
(e_lae_z) = (61782)A‘

Chceme vyjadiit e;, e; pomoci €7, €, a f!, f?2 pomoci f!, f2. Z pfedchozi rovnice
okamzité dostavame

(eren) = (e = ewe) ().

Dale hledame vyjadreni ve tvaru

(7)== (7)
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Plati
1

E = (fi(e))) = (#) (e1,60) = B (g) (er,6)A " = B-EA' = B. A"

Tedy musi byt B = A~L, proto

M (1 (]
7)) \3 2)\r2)"
Odtud dosadime do naseho tenzoru
flolete) = (fl+ )@ (-26 + 36 +& &)
= ([1+ /)@ (—& +2&)
= —flee - fPee+2floeg+2f?0e.
4.15. Tenzory ve fyzice, jina definice tenzoru. Predchozi véta o transformaci
soufadnic tenzoru pfi zméné baze nam umoznuje porozumeét tomu, jak jsou tenzory
chapany ve fyzice.
Tenzor typu (p, ¢) nad vektorovym prostorem U kazdé bazi o v U pfitazuje nP"?-tici
Cisel t;ll"’.';-‘; € K, pricemz pfi zméné baze probiha transformace téchto ¢isel podle véty
z predchoziho paragrafu.

4.16. PovysSeni a sniZeni tenzoru. Kazdy izomorfismus g : U — U* indukuje
zobrazeni
idy @ ®g® - Ridy : TIU) — TLi(U),
f1®f2®...®fp®u1®...®uq — f1®---®fp®g(u1)®uQ®---®uq
q > 1, které nazyvame sniZeni indexu. g miZzeme povazovat za tenzor z U* @ U* (tedy

bilinearni formu na U). V soufadnicich ma vyse uvedené zobrazeni formu

11...0q 12...0¢ o ) k‘iz...iq
tjl---jp tjl---jph - gkzltjl---jp :

Specialné pievadi vektor o soufadnicich ¢/ na linearni formu o soufadnicich
a; = gjiaj~
Necht g=! : U* — U je inverzni zobrazeni ke g : U — U*. To indukuje zobrazeni
idp- ® - ® g @ - @idy : TUU) — TH (),

p > 1, které nazyvame povyseni indexu. ¢g~! miiZeme povazovat za tenzor z (U*)*QU =~
U ® U o soutadnicich g¥.

Jestlize sniZime index tenzoru ¢! € U ® U, musime dostat Kroneckeriiv tenzor d,
nebot go g~ =id,

5? = gjzgkl-

g™ je tedy inverzni matice k matici g;;, pokud k znadi sloupce a [ fadky. V praktickych
tilohéch jsou matice (g;;) a (¢*') symetrické.

Povyseni indexu v soufadnicich nyni definujeme

tilmiq tjpil...iq — ljp Z'l../iq
J1---dp 1-dp1 Gl
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Pfiklad. Nechf na prostoru V' s bazi (ej, ey, €3, e4) a dudlni bazi (f*, f2, 3, f*) je dan
skalarni soucin matici

2100
1100
G=10011
00 1 2

SniZte index tenzoru f! ® es + 2 ® ey.

Skalarni soucin je tenzor g € U* @ U*, g = g;; /' ® f7, kde g;; jsou prvky matice G.
Tento tenzor urcuje rovnéz linearni zobrazeni ¢ : (U*)* = U — U*, jehoZ matice je
opét G v bazich (e, ey, e3,e4) a (f1, f2, f3, f4).

Hledany tenzor je tedy

flogles)+ P @ples) = fra(ff+ )+ e +2f)
— f1®f3+fl®f4+f2®f3+2f2®f4

Tento tenzor mizeme rovnéz najit pomoci vyse uvedeného vzorce pro soutradnice

tji = gkﬂﬁ

tis = graty = gast} =1
tiy = gt = gt} =0
toy = gk4t§ = guty = 2 atd.
4.17. Symetrické tenzory. Necht od této chvile je K pole charakteristiky 0. Grupu

permutaci mnoziny {1,2,...,¢} ozna¢me S,. Podle univerzalni vlastnosti tenzorového
soucinu existuje pro kazdou permutaci o € §; izomorfismus

po : Ty (U) — T5(U)
takovy, ze
Po(U1 @ U @ -+ @ Ug) = Ug(1) @ Ug(z) @ -+ @ Uo().

Tenzor ¢ € Ty (U) se nazyva symetricky, jestlize p,(t) = t pro vSechny permutace o €
S,. Symetrické tenzory tvoii vektorovy podprostor v prostoru 7y (U), ktery budeme
oznacovat S?(U). Tenzor zadany soufadnicemi ¢"12- je symetricky, jestlize plati

tiizla — flo()io(2) o)
Linearni transformace S : Ty (U) — T4 (U) definovana ptredpisem

- 35w

0ES,
se nazyva symetrizace. Souradnice tenzoru po symetrizaci jsou dany formuli

pliiz.iq) _ %( Z tio(l)io(2)"'io'(q)).
q:

0ES,
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Priklad. Symetrizaci tenzoru u; ® u; ® uy dostaneme tenzor (s¢itance odpovidaji
postupné permutacim id, (12), (23), (13), (231) a (321))

1
6(111@111@1124—111®U-1®112+111®112®111+u2®111®111+111®112®U-1+

1 1 1
—i—u2®u1®u1):gul®u1®u2+§u1®u2®u1+§u2®u1®u1

Lemma. Pro symetrizaci plati S oS =S aIm S = SY(U).

Diikaz. Je jednoduché se presvédcéit, ze S(t) je symetricky tenzor. Tedy Im S C S9(U).
Obracené, je-li t symetricky, je

S(t) = &( > pgt> = l'(q!t) = ¢.

0ES, T
Tim jsme dokdzali, ze So S =S aImS = SIU). O

Poznamka. Tenzory z T (U) jsme definovali jako ¢-linedrni formy na soucinu duélnich
prostori U* x U* x - - - x U*. Symetrické tenzory jsou symetrické ¢-linedrni formy, nebot
pro kazdou permutaci o € S, plati

t(fa(l)afa(2)7"'afo(q)) :pa_l(t)(f17f27'~'7fq) :t(fl’f2""’fq)'

4.18. Baze prostoru symetrickych tenzort. Necht vy, vo, ..., v, € U. Definujme
formalni soucin vektori

Vive -V, =S(Vi@Vva® -+ @ Vvy).

Protoze jde o symetricky tenzor, nezavisi na poradi vektori v zapisu. Budeme tedy
psat
al o ,a2 a

q
ViVy'Lv

pokud se vektor v; vyskytuje v soucinu a;-krat.
al az a

Véta. Necht (uy,us,...,u,) je bdze prostoru U. Potom symetrické tenzory uj*ug? ... uon
takové, Ze a; + as + - - - + a, = q tvori bdzi prostoru symetrickych tenzoriu SU(U).

Diikaz. Tyto tenzory ziskdme symetrizaci béze prostoru Ty (U). Protoze Im S = S9(U),
musi prostor S?(U) generovat. DokdZeme, Ze jsou linearné nezavislé. Necht

a a
0= E Cay,an Uy - - W = E Cala-~~7anS(uil Q- & uiq)'
Posledni vyraz se rovna
alas! ... ay!
E q‘ Cay,...,an Wiy K- ® uiq = 07
kde se v tenzorovém soucinu vyskytuje u; celkem a;-krat. Z linearni nezavislosti u;, ®

<+ ®@uy, plyne ¢q...q, = 0.
Tim je linearni nezavislost tenzort uj* ... u%" dokazana. U

Dusledek. Dimenze prostoru S1(U) je ("Jrg_l).
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Diikaz. Spocitejte, kolik existuje n-tic (aj,as,...,a,) nezapornych celych ¢isel tako-
vych, ze a; +as + -+ a, = q.
(Je jich stejné, jako je riznych posloupnosti n jednicek a ¢ — 1 nul!) O

4.19. Symetricka algebra. Polozme S°(U) = K a definujme
SW) =) =J P sv).
q=0 n=0 ¢g=0
Na S(U) mtuzeme definovat nasobeni
SP(U) x S9(U) — SPH(U)

predpisem
s-t=9(t®s).
7 této definice plyne pro pocitani praktictéjsi predpis pro nasobeni prvki bazi
u'u? . udoufud? . u, = ufagE | gt the

Je vidét, ze takto definované nasobeni je komutativni, asociativni, ma jednotkovy
prvek 1 € S°(U) = K a je distributivni vzhledem ke s¢itani. Takto definovanou al-
gebru S(U) nazyvame symetrickou algebrou prostoru U. Vsimnéte si, ze kazdy vybér

baze (uy,...,u,) dava izomorfismus této algebry na algebru polynomt v proménnych
x1,...,n, s koeficienty v poli K
S(U) ~Klxy,...,z,)], u.out e ot

4.20. Antisymetrické tenzory. Oznacme sign o znaménko permutace o. Tenzor t €
T3(U) se nazyvé antisymetricky, jestlize pro kazdou permutaci o € S, plati
po(t) = signo - t.

Antisymetrické tenzory tvoii vektorovy podprostor v prostoru 7y (U), ktery budeme
oznacovat AY(U). Tenzor zadany souradnicemi t1%2% je antisymetricky, jestlize plati
fio@io@) ot = sign g ¢i1i2+ia,

Linearni transformaci
A:Tg(U) — TH(U)
definovanou predpisem
1 .
At) = = Z sign opyt
Eh 0€S,
nazveme antisymetrizaci. Souradnice tenzoru po antisymetrizaci jsou

J— E Slgn o tlo'(l)lo'(2)"'7’o'(n) .

fliniz.iq) _
!
T o€S,

Priklad. Antisymetrizaci tenzoru u; ® u; ® us dostaneme tenzor (s¢itance odpovidaji
postupné permutacim id, (12), (23), (13), (231) a (321))

1
6(111 U AU — U QU U —U; @U@ U — U @ U QU+ QU @U; + U QU @uy) = 0

Lemma. Pro antisymetrizaci plati Ao A=A aIm A= A(U).
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Dikaz. A(t) je antisymetricky tenzor, nebot
1 . 1 .
p-At) = ps (a > sign Upat> = ( > sign 0p7p0t> =
0ES, 0ES,

= signT Z sign(7 o 0)propt = sign TA(t)

(Too)eS,
Tedy Im A C AY(U). Dale
1 1
A? = 5 Z sign(o o T)pgor = — Z signmp, = A,
(q'> 0,TESy q' TESy

nebot kazdou permutaci 7 1ze napsat ¢! zpisoby jako kompozici cor. Pokud t € AY(U),
pak

1 1
At) = = Z signop,t = — Z signo -signo -t = t.
q: q:

0€S, 0€S,

Tedy AY(U) = Im A. O

Poznamka. Tenzory z 17 (U) jsou g-lineérni formy na soucinu U* x U* X --- x U*.
Antisymetrické tenzory jsou pravé vSechny antisymetrické g-linearni formy na U* X
U* x---x U*, to jsou formy 7, pro které plati

n(f7W, 7@, 9) = signo - (f1 £ ).
Pro antisymetrické tenzory totiz dostavame
t(f"(l), @ ’fcr(q)) —
= por(O)(fY 12 .. f) =signo L t(fL 2. fY) =signo t(fh £2 . F9).

4.21. Baze prostoru antisymetrickych tenzorua. Necht vy, vy, ..., v, € U. Vnéjsi
soucin vektori zavedeme takto:

VIAVRA - AV, =AVI® - ®@V,).

7 definice antisymetrizace plyne, ze zaménou dvou vektori v tomto vyrazu zménime
znaménko. Jestlize se tedy ve vnéjSim soucinu opakuji dva vektory, je tento soucin
roven 0. (Pfedpoklddame, ze charakteristika télesa K je 0.)

Piiklad. Necht f,g: R?®> — R jsou linearni formy dané piedpisem
Flat, 22, 2%) = 2%, gyt 2, %) = ot
Pak f,g € A((R%)) = (R®)" a f A g € A°((R®)).
Vypoctete (f A g)((a!, 2%, %), (y', 9%, y7)).
Reseni: )
frg=5(fog-9®f)

Vyéislenim tenzorii na (z!, 2% 23) a (y*, y?, 3?) dostaneme vysledek

1
§(x3y1 —a'y?).
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Véta. Necht (uj,us,...,u,) je baze prostoru U. Potom antisymetrické tenzory w;, A
w, A A, 1<y <ip < -+ <1y, <n, tvofi bdzi prostoru antisymetrickych tenzori
AYU).

Dikaz. Tyto tenzory ziskdme antisymetrizaci baze prostoru 7 (U). Protoze Im A =
AY(U), musi prostor AY(U) generovat. Dokazeme, Ze jsou linearné nezavislé. Necht

0 = E Civig..igWiy N Wiy A== AWy, = E Citig..igA(W;; @, ® - @y, )
Posledni vyraz je roven linearni kombinaci
Z 1 Z .
Ci1i2...i‘1 a S1gn Uuio(l) ® uia(?) Q- uia(q) =0
i1 <ig <+ <iq 0€S,
Z linearni nezavislosti tenzori uj; ® u;, ® - -+ ®@ u;, plyne

Cirig..ig — 0.

Dusledek. Plati
dim AY(U) = (”)
q

kde n = dimU.

Véta (Linearni nezavislost a vnéjsi soucin). Vektory vy, va, ..., v, € U jsou linedrné
zavislé prave tehdy, kdyz
ViAVa A= Av,=0.

Dikaz. Jsou-li vy, vo, ..., v, linedrné nezavislé, lze je doplnit na bazi (vy, va, ..., v,
Vgi1, - - - V) prostoru U. Potom vy Ava A -+ A v, je jeden z prvki baze A\?(U), tudiz
je rizny od nuly.
Jsou-li vq, vy, ..., v, linedrné zavislé, pak jeden z nich je linedrni kombinaci ostat-
nich, necht je to
q—1
vV, = Z a'v;.
i=1

Potom

q—1
VIAVoA---AVvy = VIAVa A= AVa 1 A (Zaivi)

i=1
q—1
= E a'viA---Ave1 Av;=0.
i=1

g

4.22. Vnéjsi algebra vektorového prostoru. Polozme A°(U) = K a definujme

A= éAq(U)
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To je vektorovy prostor dimenze ZZZO (Z) = 2". Na ném definujeme bilinearni

operaci vnéjsiho souinu z AP(U) x AY(U) do APT4(U) predpisem
tl A t2 - A(tl X tg)
7 této definice plyne pro vypocty praktictéjsi predpis
(lli1 /\"'/\llip)/\<llj1 /\"'/\qu) :uil/\-~-/\uip/\uj1 /\"'/\lqu.
Ptitom toto nasobeni je asociativni, distributivni vzhledem ke sc¢itani a antikomu-
tativni, tj.
ta Nty = (—=1)P9t A tg

pro t; € AP(U) a ty € AI(U). Divod, pro¢ se ve formuli objevuje (—1)7?, spociva
v tom, Ze z potadi (1,2,...,¢,q+1,...,q+ p) dostaneme pofadi (¢+1,¢+2,...,q+
p,1,2,...,q) pomoci p - ¢ permutaci.

Piiklad. Spocitdme t; Aty a to A ty, kde
t7 = 2u; Aug Auy —u; Aug A ug,
ty = ug
jsou tenzory na prostoru U s bazi (uy, ug, uz, uy).
tiANts = (2uy AugAug—up Aug Aug) Aug
= 2y Aus AugAus —u; Aug Aug A us

= —2111/\112/\113/\114

tg/\tl = u3/\(2u1/\u2/\u4—u1/\u2/\u3)
= 2113/\111/\112/\114—113/\111/\112/\113
= 2111/\112/\113/\114

4.23. Vnéjsi mocnina linearniho zobrazeni. Necht ¢ : U — V je linearni zobra-
zeni. Jiz diive jsme ukézali, Ze existuje linedrni zobrazeni

Y =pRe®- - ®@p:THU) — T{(U)
takové, ze
el @uy @ - @ uy) = p(ur) ® p(u) @ -+ @ p(uy).

Toto linearni zobrazeni zobrazuje antisymetrické tenzory opét na antisymetrické ten-
zory, nebot pro antisymetricky tenzor ¢t € A%(U) plati

1 .
©®U(t) = ©®I(At) = p*1 a( Z sign Upgt>

- %( > " sign ag0®q(pat)> = %( > sign Upa(sf)@q(t))

oeS,

= Ap®i(t) € AY(V).
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Ozna¢me zuzeni ¢®7 na A%(U) jako " : AY(U) — A%(V). Plati
PMug Aug A Aay) = () Ap(ag) A A p(ay,).

4.24. Vnéjsi mocniny a determinanty. Necht ¢ : U — U je linearni zobrazeni,

které ma v bézi a = (uy, uy, ..., u,) prostoru U matici A = (a}). Potom plati
Nq - 11%2...9¢q
e (uj Aaj, A A lqu) = E A gjg Qin N Wiy Ao Ay,
11 <t <-<iq

kde aj-ll'.'.:;‘; je determinant matice tvaru ¢ x ¢, kterd je vytvofena z matice A prvky
v Tadcich 44,...,7, a sloupcich ji,...,j,. Specidlné plati

(g Aug Ao Awy,) =det A-up Aug A A,
Dtikaz provedeme pro zjednoduseni pouze pro pripad ¢ = n. Plati

gp/\"(ul/\u2/\---/\un) =
= p(u) Ap(az) A Ap(uy)

= (Za{luﬁ) A (Zafuh) ARERWA (Zaﬁ”ujn)
Ji J2

Jn

_ J1,J2 Jn . NI .
= E ay ay . ..ap" Wi A, A Aug,

J1,J25-5dn
= Z a(lj(l)ag@) o ag(n) Uy (1) N\ Ug(2) A -2 A Ug(n)
o€,

= Z sign o a(f(l)ag@) . .az(”) wAWLA-- A,
0ES,
= detA-u; Aus A---Au,

Priklad. Nechf matice A = (1

5 4) reprezentuje linearni zobrazeni R? — R2. Cemu

se rovnd AN A?

Reseni: ANA : AR = R — AR = R. Podle piedchozi véty je matice tohoto zobrazeni
rovna

det A = —1.
Pfiklad. Necht
1 000
4 0 00
A= 3 8 20
21 4 3

Najdéte kanonicky tvar matice A A AN A.

Matice A mé vlastni ¢isla 1, 0, 2, 3 a prislusné vlastni vektory uy, u,, us, uy tvori
bazi R*. Potom u; A u; A uy tvori bazi AR

Protoze

ANANA( Auj Aug) = Au; A Au; A Aug, = A 00, A aj A g,



56 Linedrnt algebra a geometrie I11.

mé matice A3A vlastni vektory, které tvoti bazi A’R* s vlastnimi &sly 0, 0, 0, 6. Tedy
Jordantv kanonicky tvar matice A3A bude

0 000
0000
0000
0 00F®6

4.25. Vnéjsi formy. Tenzory v prostoru A(U*) jsou antisymetrické multilinedrni
formy na U a nazyvaji se vnéjsi formy. Pro kazdy vektor v € U definujeme linearni
zobrazeni

i(v) s AU = ATTHUT), g1,
které se nazyva dosazeni vektoru v, takto: Kazda vnéjsi forma w € A?(U*) je antisy-
metrické zobrazeni U X U X --- x U — K, potom
(i(V)w)(v1, Ve, ..., Vee1) = w(V, V1, ..., Vyo1)
je antisymetrickd (¢ — 1)-linearni forma v proménnych vy, va,... v, 1.

Priklad. Necht w = f A f2... f9, v € U. Spocétéme i(v)w.

i(vjw = i(v) (% Z signo [PV @ P g... fo(q))

0€S,

= %( Z sign o fa(l)(v)fa@) R ® fU(Q))

0€S,

Specialné . X
WAL = SO = S P

4.26. Tenzory v analyze a geometrii. Uvazujme {2 C R" otevienou. Necht na )
jsou zadany dvoje kiivocaré soufadnice x',22,... 2" a y*, 4>, ..., y". V kazdém bodé

z € ) mame béze tecného prostoru

(20 0y o, (o0 o
=\ 02t 922 O ) oo \oyt oy Toyn )

Matice pfechodu od a, k (3, je A = (a;j) _ (8@/?)7

oxI
o z”: 9 oy
oxd “~ Jy' Ol '
Duélni béaze jsou af = (dz?, ..., dz") a 3F = (dy*,...,dy") s matici ptechodu
dr* = aiyldyl

=1
Tenzorové pole je diferencovatelné zobrazeni, které kazdému bodu z € 2 ptitfazuje
tenzor z T}7(R™). V soufadnicich

do G e @ R dE ® S @ @ o
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Priklad 1. Metrika je tenzor typu (2,0)
Z gijdxi A da? .
4,J
Necht z!, 22 jsou standardni soufadnice v R?, necht y! = r, y> = a jsou polarni
soutadnice.
! =rcosa, z? = rsina.

Potom metrika v soutadnicich z!, 2% je tenzor

1 =y
R
Metrika v soufadnicich 4, y? je tenzor o soufadnicich
_ oxk Ozt
iz = Gkl Dy’ Oy

Ox! Ox! 0x% 022
In = 9118 T oyt ‘|‘922a T ot

= cos’a+sina=1

ox! Ozt 0x? Ox*
922 = glla_yQ 8_312 +9228_y2 0_y2
= r?sin?a+r?cos’a =r?
ox' Ozt 0z Ox*
g2 = glla_yl 8_312 +9228_y1 3_y2
= rcosasina —rsinacosa =0 = gy

Piiklad 2. Diferencial funkce f : 2 — R v bodé z je linearni zobrazeni

hw—df(z)-h
v souradnicich
af
() = Y da
=1

Je to tenzor typu (1,0). Gradient funkce f je tenzor typu (0,1), ktery vznikne z di-
ferencidlu povysenim indexu pomoci metriky g;;. Jeho soutradnice jsou

i ij of

kde g% je inverzni matice k g;;.
Ve standardnich soufadnicich z!, 2% v R? je
9, 0
o g, O
8w1 8 922
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Gradient f je vektor o soutfadnicich

of of
vi= (57 a_) :
nebot ¢¥ je jednotkova matice.

V soufadnicich y* = r,y? = « je diferencial funkce f

of of
df = —dr + —da.
/ or * oo’
Nyni g3 =1, Ggp = 72, tedy ¢g'' =1, ¢*? = 7%2 a proto soutadnice gradientu f jsou
s = U
or
g = 291
r? da
Kontrolni otazky.
(1) Necht linearni transformace ¢ : U — U ma vlastni éisla A1, Ao, A3, ..., Ag.

Jaka vlastni ¢isla ma dudalni zobrazeni ¢* : U* — U*?

(2) Necht Rs|x] je vektorovy prostor polynomut stupné nejvyse 3. Udejte piiklad
nenulové linearni formy Rs[x] — R, nenulové bilinearni formy Rj[z] xR[z] — R,
nenulové 3-linearni formy Rs[z] x Rs[z] x Rs[z] — R.

(3) Vyslovte definici tenzorového soucinu U ® V' a vysvétlete, co je tenzor u ® v,
kdeuneUavelV.

(4) Ukazte, jak se pouzije univerzalni vlastnost tenzorového soucinu pro definici
zobrazeni 1 ® ws, kde ¢y : Uy — Vi, wg : Uy — V4 jsou linearni zobrazeni.

Necht ¢; je ddno matici (é i), 2 je dano matici (g é) Vypoctéte p1 @ oo

3 1
na < 4> ® (2>
(5) Udejte piiklad nenulového symetrického tenzoru S®(R?).

(6) Vysvétlete, co znamena symbol i,w, kde v € U, w € A*(U*). Vyjadiete pro
U=R? W(X,y) = 21y2 — Toy1 + Toys — T3z a v = (1,2, 3).
Priklady k procviceni.
(1) Vydislete tenzory:
a)t= fl®ey+ f2® (e; + 3e3) € TH(R?) na vektoru v = e; + He, + 4es a
(a) t=f i
formé f = f1 + f2+ f3.
b) t € T2(R*) se vsemi soufadnicemi rovnymi 3 na pétici (v, v, v, f, f), kde
3
f=f'—ftav=e +2e +3e;+4e,.
)r=2t®s +s@t,kdet=2-f'®ey, s = f2® (2e; — e,), na &tverici
(c)
(e1,3e1 — ey, 2f" + f2, f1).
[Reseni: (a) t(v, f) = 21; (b) t(v,v,v,f, f) = 0; (c) r(e1,3e1 — ey, 2f" +
f2 1) =—16
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(2) Spoctéte souradnice
(a) 1_512 tenzoru ¢t € T?(IR?), jehoz soutfadnice jsou v bazi (e;, e3) vSechny rovny
1, v nové bazi

(er.e) = even) (5 5)
(b) %1, tenzoru t = f1 ® f2® (e1 + e3) € TL(R?) v nové bazi
oo = (enes) (3 3)
(c) 5 tenzoru f2® fl@e;®e; + 3@ f* @ e @ ey € T2(R?) v nové bazi

(e_17 e_27 e_3) - (eh €2, e3)

W N =
N = O
—_— O O

12 — e P .
(d) t153 tenzoru t € TZ(R3) se vSemi soufadnicemi rovnymi dvéma v bézi
(e1,€2,€3) v nové bazi

(e1,€2,€3) = (e1, ez, €3)

OO =
(e R )
=N W

[ReSent: (a) ;" = —0; (b) f1, = 4; (c) T3y = 3; (d) T35 = 0.
(3) Spoctéte kontrakei tenzoru
(a) 3-floe ®e,—2- f2Q ey ® ey podle 1. a 2. slozky.
(b) (f' =2/°+3f*) @ (e1 + 3e; — e3)
() (f*+ 2+ 2+ M eer+ (122423 +4fY Qe +2(f1 — f2— [*) ey
d) P flees®e + f2® f3®e @ e, podle druhych slozek.

[Reseni: (a) —2ey; (b) 3; (c) 3; (d) f2®es]

(4) Pomoci matice

2100
1100
G=10011
00 1 2

provedte sniZen{ a povySeni tenzoru (f! + f?) @ (e3 +e4) — (f1 + f?) @ 3
[ReSeni: SniZeni (3e; + 2e;) @ (e3 + e4) — (2e; + €3 + e3 + e,4) @ ey, povyseni
(e +(t+ et =27
(5) Necht t € T§(U) je symetricky a s € Ty (U) antisymetricky tenzor. Dokazte, ze
tenzor vznikly nasobenim a naslednou kontrakei v obou slozkach ¢;;5* je roven
nule.
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(6) Dokazte, ze pro operatory symetrizace S : Ty (U) — S%(U) a antisymetrizace
A THU) — AI(U) plati
SoA=A0S5=0.

(7) Dokazte, Ze pro dim U > 2 nejsou prostory A?(A*(U)) a A*(U) izomorfni.
(8) Dokazte, ze tenzor t;;; € T¢(U) symetricky vzhledem k i, j a antisymetricky
vzhledem k j, k£ je roven nule.



5. POLYNOMIALNI MATICE A KANONICKE TVARY

V této casti se budeme hloubé€ji zabyvat vztahem mezi polynomy a maticemi. Vy-
sledkem nasich uvah bude algoritmus pro nalezeni Jordanova kanonického tvaru ma-
tice.

5.1. Polynomy s koeficienty v poli. Necht K je pole. Symbolem K[\ oznac¢ime
okruh polynomi nad K v proménné \. Polynom

p()‘) = an)\n + an—l/\n_1 + Qagp,

kde a,, # 0, mé stupen n (oznaceni st p). U nulového polynomu stupen neuréujeme
(nebo ho poklddame —o0). Stupen soucinu dvou nenulovych polynomi je soucet jejich
stupnt.

Véta o déleni polynomu tiké, ze ke kazdym dvéma polynomim f()), g(A) € K[\,
g(A) # 0, existuji jednoznaéné uréené polynomy ¢(\),r(\) € K[A] takové, ze

) =a(Ng(A) + ()
a str < stg nebo r(\) =0.

5.2. Polynomy s koeficienty v maticich. Matice tvaru n x n s koeficienty v poli
K tvoii okruh Mat, (K). Okruh polynomt v proménné X\ s koeficienty v Mat, (K)
ozna¢ime Mat,, (K)[\]. Kazdy prvek lze pséat ve tvaru

pN) = AN+ Ay Ao+ Ay, A; € Mat, (K).

Pokud A,, # 0, poklddame st p = n. Pro p(\) = 0 je st p = —oo. Soucin polynomii
je asociativni, nekomutativni a distributivni vzhledem ke sc¢itani. Obecné neplati, Ze
stupen soucinu dvou nenulovych polynomt je souctem jejich stupni. Toto tvrzeni vSak
plati, pokud jeden z polynomi méa za vedouci koeficient (to je koeficient u nejvyssi
mocniny) regularni (tj. invertibilni) matici.

Véta (o déleni polynomt). Pro kazdé dva polynomy f(X), g(\) € Mat,, (K)[A], g(A) =
B N+ B\ ..+ By, kde By, je requldrni, existuji jednoznacné urcené polynomy
¢1(A),71(A) @ g2(N),r2(A) tak, Ze plati

f) = gN)a(A) +ri(r),
f) = @ (Ng(A) +ra2(N),

kde stry <stg, stro <stg nebor; =0, ro = 0.

Ditikaz lze provést analogicky jako v pripadé polynomt nad polem. Je potieba pouze
dbat na to, Ze nasobeni neni komutativni.

Vétu o déleni budeme v dalsim obvykle aplikovat pro g(A) = A — AE. To je mozné,
nebot —F je regulédrni.

5.3. Polynomialni matice. Matice nxn s prvky, které jsou polynomy z K[\|, budeme
oznacovat Mat,, (K[A]) a nazyvat polynomidlni matice nebo A-matice. Tyto matice opét
tvori okruh.
Nasledujici tvrzeni nam dava kriterium pro rozpoznani invertibilnich polynomialnich
matic:
61
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Lemma. Matice A(\) € Mat,,(K[\]) je invertibilni prdvé tehdy, kdyz det A(\) € K —
{05
Diikaz. Ma-li A(\) inverzni matici B(\), pak

1 = det E = det (A()) - B(\)) = det A()) - det B()).

Tedy det A(\) # 0 je polynom stupné 0, tj. det A(A\) € K — {0}.
Obréacené, je-li det A(\) € K — {0}, lze ukazat, Ze matice

-
(455 (V)
det A(N)
kde A;;(\) je algebraicky doplnék ke ¢lenu a,;;(A) matice A(X), je inverzni k A(N).
Diikaz je stejny jako v pfipadé matic z Mat,, (K). O

S polynomialnimi maticemi mizeme provadét nasledujici elementarni fadkové (sloup-
cové) operace
(1) Vynésobit vybrany fadek (sloupec) nenulovym prvkem a € K.
(2) Pficist libovolny f(\)-nasobek nékterého fadku (sloupce) k jinému fadku (sloup-
ci), f(A) € K[\
(3) Provést vymeénu dvou fadku (sloupct).

Rédkové tipravy matice A()) lze realizovat ndsobenim matici P(\) zleva. P¥itom
det P(\) € K—{0}, nebot toto plati pro matice realizujici elementarni fadkové tipravy.
Tedy P()) je invertibilni.

Obdobné sloupcové tpravy lze realizovat nasobenim matici () zprava. Tato ma-
tice je rovnéz invertibilni.

Definice. Rekneme, Ze dvé matice A()\), B(A\) € Mat,, (K[)]) jsou ekvivalentni, jestlize
matici A(\) lze elementarnimi fadkovymi a sloupcovymi operacemi pfevést na matici

B(\).

Cviceni. Dokazte, 7e relace definovana vyse je skutecné ekvivalence, tj. je reflexivni,
symetrickéd a tranzitivni.

Kazdou matici, jejiz prvky jsou polynomy, tj. prvek Mat, (K[A]), 1ze chapat jako
polynom s koeficienty v maticich, tj. prvek Mat,, (K)[A].

Priklad.

MA+1 4=A\ (0 0\, (1 0\, (-1 -1 14
( 8 )\3—)\>_(0 1)A+(0 0)A+ 0o —1)* s 0

5.4. Kriterium podobnosti matic. Zopakujme, ze matice A, B € Mat, (K) jsou
podobné, jestlize existuje invertibilni matice P tak, ze B = PAP~!. Mezi podobnosti
matic A, B a ekvivalenci jejich charakteristickych matic A— \E, B — AE je nasledujici
jednoduchy, ale pritom velice diilezity vztah:

Véta (Kriterium podobnosti). Matice A, B € Mat,(K) jsou podobné pravé tehdy,
kdyz jejich charakteristické matice A — \E, B — AE jsou ekvivalentni.
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Diikaz. Necht A a B jsou podobné. Potom B = PAP™! a A\E = P(\E)P~!. Tedy
B \E = P(A—\E)P\.

Protoze kazda regularni matice predstavuje posloupnost fadkovych nebo sloupcovych
operaci, je B — \E ekvivalentni s A — \FE.

Obracené, nechf B — AE a A — AE jsou ekvivalentni. Potom existuji invertibilni
matice P(\) a Q(A) tak, ze

B —AE =P\ (A—-AE)Q(N).
Podle véty o déleni

P(\) = (B—=AE)P(\) + P,

QA) = Q1A (B = AE) + Qo

kde Py a (Qy nezaviseji na .
Dokazeme, ze Py(A—AE)Qo = B—AE. S pouzitim pfedchozich t¥{ rovnic dostaneme

By(A = AE)Qo =

_ (P(A) (B AE)R(A)) (4 AB) (Q(A) — QB - AE))
— PO)(A - AE)Q() — POV(A — AE)QL(N)(B — AB)
(B - AEYPN(A — AE)Q) + (B — AB)PUA)(A — AE)Q1(A)(B — AE)

= (B=AE)— (B-AE)Q ' (NQi(A\)(B — A\E)
—(B = AE)P,(\) P (\)(B — AE) + (B — AE)P(\)(A — AE)Q1(\)(B — AE)

— (B-)E) (E - [Q—lw@lm + RPN — BOV)(A - AE)QM)] (B - AE)) .

Kdyby vyraz v hranaté zavorce byl rizny od nulové matice, byl by cely posledni
vyraz polynomem stupné aspoii 2, coz ovSem neni mozné, nebot Py(A — AE)Q je
stupné 1. Tedy vyraz v hranaté zavorce je roven 0 a my dostavame

Po(A—AE)Qo = B — \E.
Porovnanim koeficient@ u mocnin A\° a A\! dostaneme
PAQy = B, PyQo=FE.
Tedy Py ' = Qo a BhAP; ' = B. O

5.5. Kanonicky tvar A\-matic. Rekneme, 7e matice A(\) je v kanonickém tvaru,
jestlize

e1(A) 0 0 0
e DT
0 ........ 0 en(N)

kde polynom e;(\) déli polynom e;1(A) proi =1,2,...,n — 1 a nenulové polynomy
e; maji vedouci koeficient 1.
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Priklad. Piiklady matic v kanonickém tvaru:

1000 10 0 0 100 0
0100 00X 0 0 01 0 0
0000 00 AA—1) 0 00 A 0
0000 00 0  AXA\-1) 00 0 0

Lemma. KaZdou ctvercovou A-matici lze pomoci radkovych a sloupcovych uprav pre-
vést na matici v kanonickém tvaru.

Diikaz. Postup nalezeni kanonického tvaru je modifikaci Gaussovy elimina¢ni metody.
Dtikaz provedme indukei.

Pro matici 1 x 1 je vSe zfejmé. Necht tvrzeni plati pro matice (n — 1) x (n — 1).
Uvazujme A-matici A tvaru n X n, ktera je nenulova. Zaménou radku a sloupci Ize do-
sahnout toho, Ze polynom a1 () je nenulovy nejnizsitho mozného stupné mezi vSemi ne-
nulovymi polynomy a;;(A). Kdyby polynom aq;()) nedélil néktery z polynomi aq;(\),
pak ho mizeme nahradit zbytkem @4 (\) pfi déleni polynomu a4 ;(\) polynomem ayq ()

ayj (/\) = q()\)an()\) + 511(>\), stay; < stan,
a to tak, ze od j-tého sloupce odecteme ¢(\)-nésobek 1.sloupce a pak sloupce 1 a
J vyménime. Takto snizujeme stupen polynomu tak dlouho, az déli polynom ay;(\).
Potom odec¢tenim prislusného nasobku 1.sloupce od j-tého sloupce dostaneme a;;(\) =
0. Opakovanim tohoto postupu dostaneme v 1.fadku a;;(A) =0 pro j =2,3,...,n a

stejné tak v prvnim sloupci a;1(A) = 0 pro i = 2,3,...,n. Dostaneme tedy matici
an()\) 0 e 0
0
: A(N)
0

Dokazeme, Ze stupenl a;1(A\) muzeme snizovat tak dlouho, az déli vSechny prvky a;;(\)
matice A(\).

Z pfedchoziho postupu a poc¢atecniho vybéru plyne, ze a;;(A) = 0 nebo st a;; > st as;.
V druhém piipadé a;;(A) = ¢(A)ag1(A) + a1 (). Pokud je @11 () # 0, lze jej vhodnymi
upravami dostat do levého horniho rohu. V tomto pfipadé musime provést vynulovani
1.fadku a 1.sloupce. Opakovanim tohoto postupu musime dosdhnout toho, ze aj1(\)
déli viechny a;;(\) v matici A()). Diivodem je skutecnost, Ze pfi kazdém opakovéni
tohoto postupu se stuperi polynomu a;;(\) snizi aspoii o 1.

Nyni pouzijeme indukéni predpoklad na matici A()), tedy ptivodni matice bude
ekvivalentni s matici

el(N) 00 0
0 62(/\) 0 0
0 ... en(N)

kde e;(A) délf e;y1(A) pro i = 2,3,...,n — 1. ProtoZe e;(A) = ai1(A) délilo vSechny

prvky A()), musi je délit i po provedenych elementérnich fadkovych a sloupcovych
operacich. Tedy e;(\) déli ep(A) a hledani kanonického tvaru je ukonceno. O
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Piiklad.
6—X\ 2 2 1 —2 322
AN = 2 3—-)X -4 |~ 2 3-)\ —4
2 —4 33—\ 66—\ 2 2
1 0 0 1 0 0
~ |0 7=\ A—7 ~10 XN=7 0
0 0 —=XN45)2+14 0 0 (\M+2)(A=T7)

5.6. Jednoznacnost kanonického tvaru. V tomto paragrafu ukazeme, ze kanonicky
tvar dané matice je jednoznac¢ny a nezavisi na postupu, kterym jsme jej dostali. To
nam umozni dokazat duilezité kriterium ekvivalence: dvé A-matice jsou ekvivalentni,
maji-li stejny kanonicky tvar.

Pro matici A(\) € Mat,,(K[)\]) definujme dii(\), & = 1,2,...,n, jako nejvétsi spo-
le¢ny délitel vSech minort stupné k& v matici A(A) s vedoucim koeficientem 1, pokud
tyto minory nejsou viechny nulové. V tomto piipadé di(\) = 0.

Véta. Necht A(\), B(\) € Mat,,(K[\]). Plati
(1) dif(\) deéli dit, (N prok=1,2,...,n—1.
(2) Jsou-li matice A(\) a B(\) ekvivalentni, pak dii(\) = d2(\) pro vsechna k
(3) Je-li K(\) = diag(e1(A),e2(N), ..., en(N)) kanonicky tvar matice A(N), pak
el(N) = &),
a0 .
6k(>\) = dﬁ_l()\> p/ro dk’—l()\) 7é 0
ex(\) = 0 prdvé tehdy, kdyz dii(\) = 0.

Odtud okam?zité dostéavame

Dusledek (Kriterium ekvivalence). Matice A(N), B(A\) € Mat,(K[\]) jsou ekviva-
lentni prave tehdy, kdyz majgi steyny kanonicky tvar.

Diikaz véty. (1) Provedeme-li rozvoj minoru stupné k + 1 podle nékterého fadku, do-
staneme, Ze je délitelny polynomem di!()). Tedy di}(\) déli dit, | (N).

(2) Staci dokdzat, ze dii (M) se neméni pii ekvivalentnich tipravach. Z tohoto hlediska
jediné operace, kde to neni zfejmé na prvni pohled, je pfi¢teni ¢(A)-nasobku nékterého
jiného fadku. Tim dostaneme z matice A(A) matici A’()\). KaZdy minor stupné k
v matici A’(\) lze vyjadrit jako

det M + q(\) det M".

Zde det M a det M’ jsou minory stupné k v ptivodn{ matici A()\). Tedy di(\) déli
d¥' (). Protoze matici A(\) dostaneme z matice A’()\) operaci obdobného typu, dii’ (\)
déli rovnéz df(\). Tedy dit(\) = d¥' (N).

(3) Posledni tvrzeni je disledkem pfedchoziho. Necht K ()) je kanonicky tvar matice
A(X). Potom podle piedchoziho dif(A) = dX(X\) = e1(N)ea(N) ... ex(N). O
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5.7. Jordanuv kanonicky tvar. V tomto paragrafu ukazeme, jak lze Jordaniv ka-
nonicky tvar matice A zrekonstruovat z kanonického tvaru charakteristické matice
A — A\E. Piipomenme, ze matice J je v Jordanové kanonickém tvaru, jestlize je blo-
kové diagonalni, tj.

J = diag(Jy, S22, ..., I

a.J f jsou Jordanovy bunky

N1 o0 0

0 A 1 0
=

0 ...... N1

0 oo \i

tvaru k; x k;. Podle Jordanovy véty je kazda matice A € Mat,,(C) podobna matici
v Jordanové kanonickém tvaru.

Priklad. Najdeme kanonicky tvar charakteristické matice J — AE pro Jordanovu
bunku £ x k s vlastnim ¢islem A\g. Neni tézké zjistit, ze

HPE) = RO = = dE) =1 ) = (= )
Tedy kanonicky tvar J — AE je diag(1,1,...,1, (A — \)¥).

Priklad. Najdeme kanonicky tvar charakteristické matice J — AE pro Jordanovu ma-
tici J s dvéma bunkami J/]\“; a J/I\Cj s k1 > ko. Stejné jako v predchozim lze ukazat,
ze

di]—AE(}\) _ d2J—/\E(>\) N d;c];ﬁlg—ﬂ)‘) —1,
G20 = =) DI = (= a)h

Tedy kanonicky tvar J — AE je diag(1,1,...,1, (A — Ag)k2, (X — \g)k1th2).

Priklad. Najdeme kanonicky tvar charakteristické matice J — AE pro Jordanovu ma-
tici J s tfemi buiikami J§ , J3 , J3,, A # As.

A1 0 0
0O X 1 0 ...... 0
0 0 XN 0 ...... 0
0 0 A 1 0 O
0 ....... 0 A 0 O
0 ... 0 X 1
0 0 A

Plati di(\) = da(N) = d3(N\) = dy(\) = 1. Déle d5(\) = 1, nebot nékteré minory fadu
5 jsou rovny (A1 — A)® a (A\y — A)%. Jejich nejvétsi spolecny délitel je 1.

dg(N) = (A — A1)?, nebot nenulové minory fadu 6 jsou (A; — A)?, (A} — A)°(Ay — N),
A1 =N 2 = A2 (A= A2 — A2 (A — V)22 — N2

d7(N) = (A= A1)°(A = A)2

Tedy kanonicky tvar matice J — AE je diag(1,1,1,1,1, (A —A1)% (A= A1)3 (A= X2)?).
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Kazdy kofen polynomu ex(A) # 0 uréuje jednu Jordanovu buiiku, jejiz rozméry jsou
dany algebraickou nasobnosti tohoto kotrenu.
Ptedchozi priklady ukazuji, ze plati nasledujici véta:

Véta. Necht A € Mat,,(K) a necht charakteristicky polynom matice A ma v K celkem
n kotentu véetné ndasobnosti. Potom je A podobnd matici J v Jordanové kanonickém
tvaru, ktery urcime z kanonického tvaru charakteristické matice \EE — A takto:

Je-li

en(A) = A=) =), .
enci(N) = (A=A = )2 ..
en_g(/\) = ()\ — )\1)k3()\ — )\2)l3 Ce

pak Jordanovy bunky prislusné vlastnimu cislu Ay maji rozméry ki > ke > ..., Jorda-
novy burky prislusné vlastnimu ¢islu Ay maji rozmery ly > ls > ... atd., pokud nékterd
z mocnin neni nulovd.

Diikaz. Matice A a J jsou podobné pravé tehdy, kdyz A—\E a J—\FE jsou ekvivalentni.
Ty jsou ekvivalentni prave tehdy, kdyz maji stejny kanonicky tvar, tj. stejné polynomy
e;(N). Z prikladt uvedenych vyse vyplyva, ze J ma stejné polynomy ey, e, ..., e, jako
A. O

5.8. Algoritmus pro nalezeni Jordanova kanonického tvaru. Predchozi véta
nam umoznuje najit Jordantiv kanonicky tvar matice A, jestlize najdeme kanonicky
tvar K (\) charakteristické matice A — AE. My v8ak chceme rovnéz najit matici po-
dobnosti P, pro niz plati

A=PrJjP %

Postupujeme takto: (1) Nejdiive upravime A — AE elementarnimi operacemi na
kanonicky tvar K (\).

A-XE[E] KW ][PW |
E QM)

Piitom K (\) = P(A\)(A — AE)Q()).
(2) Kanonicky tvar K (\) urCuje Jordanovu matici J. Jeji charakteristickou matici
prevedeme elementarnimi operacemi na kanonicky tvar K (\).

J-XE|E| KW ][PW) |
E QW)

Plati K(A\) = P(\)(J — ABE)Q()).
7 predchozich dvou rovnic dostaneme

~ =1

J—AE =P "PO\)(A—-XE)QNQ ().
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Polozme P(\) =P ' (A\)P(N), Q(\) = Q(A)Q " (\). Nyni pouzijeme ditkazu véty 4
a vydélime P(\) a Q(\) matici J — AE:

P(\) = (J—AE)P()) + Py

QM) = Qi(N(J = AE) + Qo

Podle zminéného diikazu je
J —AE = By(A— \E)Q

a v disledku toho PO_1 = Qo, J = POAPO_l.

K ziskani matice Py staci do P(\) dosadit matici J za A zleva. Qo ziskdme dosazenim
matice J za A v polynomu Q(\) zprava.

Nyni si cely algoritmus ukadZeme na jednoduchém prikladeé.

Priklad. Naleznéte Jordantv kanonicky tvar J matice

0 10
A=1-4 40
-2 1 2

a matici P, takovou, ze J = POAPO_I.
Provadime elementarni fadkové a sloupcové operace na matici

-2 1 0 |1 00
-4 4—-X 0 |0 10
A-XE|E Y\ | -2 1 2—=X[0 0 1 ~
( E > N 1 0 0 vymeénime 1. a 2. sloupec
0 1 0
0 0 1
1 —A 0 1 00 1 —A 0 1 0 0
4—)N —4 0 010 0 —AN2+4)\—4 0 A—4 10
1 -2 2—=X|0 0 1 0 A—2 2—)A| -1 01
- 0 1 0 ~10 1 0
1 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 1
1 0 0 1 00 1 0 0 1 0 O
0 —-(A—=2)2 0 |[A—=410 0 Ax—2 2—-X| -1 0 1
0 A—2 2—XA| -1 01 0 A=22 0 [4—X -1 0
~10 1 0 B 0
1 A 0 1 A 0
0 0 1 0 0 1
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1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0
0 A—2 0 -1 0 1 0 x—2 0 -1 1
0 AN=22 A=22|4-X -1 0 0 0 A=2)2[4—X -1 0
0 1 1 0 0 1
1 A A 1 0 A
0 0 1 0 -1 1
Tedy kanonicky tvar matice A — A\E je
1 0 0 1 0 0 0 0 1
KA = [0 A=2 0 =1 -1 0 1|J](A=XE)[1 0 X
0 0 (A —2)? 4—X -1 0 0 -1 1
= P)(A-AE)QN)
Jordaniv kanonicky tvar matice A je
2 00
J=10 2 1
0 0 2
Nyni provadime elentarni fadkové a sloupcové operace na matici
2—X 0 0 1 00
0 2—-2A 1 010
J—AE|E\ 0 0 —A|0 0 1
E - 1 0 0
0 1 0
0 0 1
0 0 2—-X|1 00 1 2—X 0 |0 10
1 2—X 0 |0 10 0 0 2—=X|1 00
2—X 0 0 |0 0 1 2 — 0 0 |0 0 1
0 0 1 0 0 1
0 1 0 0 1 0
1 0 0 1 0 0
1 2— A 0 |0 1 0 1 0 0 |0 1 0
0 0 2—)A|1 0 0 0 0 2—)\|1 0 0
0 —(2—2))2 0 |0 A—2 1 0 —(2— )2 0 |0 A—2 1
0 0 1 0 0 1
0 1 0 0 1 0
1 0 0 1 A—2 0
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1 0 0 0 1 0
0 A—2 0 1 0 0
0 0 (A—2)2[0 A—-21
“l1 0 -1 0
0 0 ~1
1 0 2\
Tedy
1 0 0 0 1 0 0 -1 0
KO = [0 x=2 0 =1 o o|lW=-aE)[0O 0O -1
0 0 (A—2)2 0 A—2 1 1 0 2—)\

= P = AE)Q()
Z dvojiho vyjadieni K () spocitame, ze

— 1 ~ ~ — —1

J=AE=P (MPA)(A=-AE)QNQ ~(A) = P(A)(A—AE)Q(N).

Pritom
. 0 10
P (N = 1 0 0
2—X 01
0 10 1 0 O -1 0 1
P(\) = 1 0 0 -1 0 1| = 1 0 0
2—X 01 4—X -1 0 6—2\ -1 0
Napisme P()) jako polynom, jehoz koeficienty jsou matice:
0 00 -1 0 1
PAN)=X10 0O0]4+11 0 O
-2 00 6 —1 0

K ziskani matice P, takové, ze
PO\ = (J = AE)P/(\) + By
sta¢i do P(\) dosadit za A zleva matici J

0 00 -1 0 1 0 00 1 0 1
PBo=J-l0 00|+[1 0 o]j=[=200|+[1 0 0
—2 0 0 6 —1 0 —4.0 0 6 —1 0
-1 0 1
= [-1 0 o
2 -1 0
0 -1 0
Pt o= [0 -2 -1
1 -1 0

Vypoctem se lze presvédcit, ze plati
J =Py AP,
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5.9. Minimalni polynom matice. Necht f()\) € K[A] je polynom
FA) = ap A" + ap A4+ ag.
Dosazenim matice A € Mat,(K) do tohoto polynomu dostaneme matici
f(A) = a, A" + ap_ 1 A"+ a A+ aoE.

Dosazeni matice A do polynomu f(\) € K[\] je homomorfismus okruht K[A] —
Mat,, (K): f(A) — f(A). Navic pro A= PBP~ ! je f(A) = Pf(B)P™!

Dtikaz je jednoduchy. Dusledkem je skutecnost, ze pro kazdé dva polynomy f, ¢
matice f(A) a g(A) komutuji.

Lemma. Pro kaZdou matici A # 0 existuje nenulovy polynom f(\) € K[A] takovy, Ze
7(4) = 0.

Diikaz. Dimenze vektorového prostoru Mat, (K) je n?. Tedy matice A AT A,
E jsou linearné zavislé. Existuji a,,2, a,2_1,. .., a1, ag € K, ne vSechny rovny nule, tak,
ze

anzA"2 + ana,lA"Z_l + -+ a A+ agE = 0.
Tedy f(A) = ayz N e AP g\ 4 ap mé pozadované vlastnosti. O
Definice. Polynom m(\) € K—{0} se nazyva minimdlnim polynomem matice A # 0,
jestlize
(a) vedouci koeficient tohoto polynomu je 1,
(b) m(A) =0,
(c) Jestlize f € K[A] — {0} je takovy, ze f(A) =0, pak st f > stm.

7 predchoziho lemmatu plyne, ze kazda nenulova matice ma aspon jeden minimalni
polynom.

Véta (vlastnosti minimalniho polynomu). Necht m(X) € K[A] je minimdlni polynom
nenulové matice A € Mat,,(K). Plati
(1) Kazdy polynom f(\) € K[A\| —{0} takovy, Ze f(A) = 0, je délitelny polynomem
m(A).
(2) m(X\) je urcen jednoznacné.
(3) m(A) je roven invariantnimu faktoru e, () v kanonické matici charakteristické
matice A — \E.
Diikaz. (1) Vydélme polynom f(A) polynomem m(\),

FA) =m(Ng(A) +r(A).

Predpokladejme, ze r(A) # 0. Pak str < st m, a protoze f(A) =0 = m()), je rovnéz
r(A) = 0. To je ovSem spor s tim, ze m(\) je minimalni polynom.

(2) Jsou-li m(A) a m(A) dva minimalni polynomy, pak podle pfedchoziho tvrzeni

m(A) déli m(A) a obracené, m(A) déli m(A). Protoze oba maji vedouci koeficient 1, je
m(A) = m()).

(3) Prvné dokazeme, ze e, (A) = 0. Plati

(=1)"det(A = AE) = d; (N = (=1)"d, 575 (Ven(N)
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Necht B(\) = ((A — )\E)Z-j)T, kde (A—\E);; je algebraicky doplnék ke ¢lenu matice
A — \E v i-tém Fadku a j-tém sloupci. Plati
(A= AE)B(\) =det(A— \E) - E
d27M()) je nejvétsi spoleény délitel viech minorti matice A — AE fadu n — 1, plati
proto
B(\) = dp=F (V) - C(N),
kde nejvétsi spoleény délitel prvka C(\) je 1.
Dostavame tedy
(=1)"dA M (Ne,(MVE = (=1)"det(A — AE)E = (—1)"(A — AE)B()\)
= (=)A= AE)d, (VMO
Proto e,(A\)E = (A — AE)C(A).
Dosazenim matice A za A dostaneme e, (A) = 0. Odtud plyne, Ze e, () = g(A)m(N).
Dokéazeme, ze g(A) = 1. Vydélme polynom m(\)E polynomem (A — \E):
m(ANE = (A—-AE)Q(N) + R,

kde R € Mat,,(K). Dosazenim matice A za A (af zleva ¢i zprava) dostaneme

R=m(A)=0.
Tedy
(A= AE)C(A) = en(NE = g(\)m(N)E = q(A)(A = AE)Q(N)
Proto
(A= AE)(C(A) = g(NQ()) =0
a nutné

C(A) = a(NQW).
Tedy kazdy prvek matice C(\) je délitelny ¢(\). Nejvétsi spoleény délitel vSech
prvki C'()) je v8ak 1, tedy ¢(\) = 1. d

Véta (Hamilton—Caleyova). Necht ¢(\) = det(A — \E) je charakteristicky polynom
matice A. Potom c(A) = 0.

Diikaz. Necht K()) je kanonicky tvar matice A — AE. Potom
c(A) =det(A—AE) = (—1)"det K(A\) = (—1)"e1(N)e2(A) ... en(N)
Protoze e, (A) = 0, je rovnéz c¢(A) = 0. O

Kontrolni otazky.

(1) Jak se méni determinant polynomidlni matice pfi provadéni jednotlivych ele-
mentarnich radkovych operaci?

(2) Napiste dva maticové polynomy stupné 1, jejichZ souéin je polynom stupné 1.

(3) Vysvétlete, jaky je vztah mezi podobnosti matic a ekvivalenci jejich charakte-
ristickych matic.

(4) Vyslovte definici kanonického tvaru polynomialni matice. Pro¢ je tento kano-
nicky tvar urc¢en jednoznacné?
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(5) Jaky je vztah mezi matici J v Jordanové kanonickém tvaru a kanonickym
tvarem jeji charakteristické matice J — AE? Napiste nékolik matic v Jordanove
kanonickém tvaru s vice buntkami riznych velikosti a s nékolika vlastnimi ¢isly
a k nim najdéte prislusny kanonicky tvar charakteristické matice.

(6) Vyslovte definici minimélniho polynomu matice A # 0. Jak najdeme mini-
malni polynom matice pomoci kanonického tvaru jeji charakteristické matice?
Najdéte matice 4 X 4 s minimalnim polynomem stupné 1, 2, 3 a 4.

Priklady k procviceni.

(1) Najdéte Jordantv kanonicky tvar nasledujicich matic A; a matice podobnosti

P, takové, ze J = P[l <A P

3.2 -3 —01;:}1 9 —9 4
3 6 -7 Lhro 3 —4 4
-11 0 1
71 -2 1
1 4 1 1
Ai=19 1 5 o
2 —1 —1 8
Resen:
210 113
Ji=10 20 P=14 00
00 2 301
1100 1 0 0 —1
0100 1 0 0 0
L=10 01 1 PBP=1o 211 1
000 1 0 0 1 0
210 2 -1 0
Jy=10 2 1 P=12 -1 1
00 2 1 0 2
6 1 00 0 3 —2 —9
06 10 9 -3 —1 —9
=10 06 0 Pi=lg9 0 -3 9
0006 9 0 0 0
(2) Které z nasledujicich matic jsou navzajem podobné?
—13 5 4 2 202 0
0 -1 00 1 22 -2
Bi=1_3 12 9 5 Ba=1p02 o
-12 6 4 1 001 2
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-1 0 0 2 20 0
1 -1 -2 2 1 2 -2
Bs=10 0o -1 1 Bi=1¢0 0 2
0 0 0 -1 00 0

2 0 0

0 3 10

Bs=10 -1 1 0

0 0 0 2

[ReSeni: B je podobnd Bs, Bs, By a Bs jsou si navzajem p

N = NN

odobné.|

(3) Urcete kanonické tvary charakteristickych matic pfislusnych maticim

1 -3 0 3 4 3 2
-2 —6 0 13 6 9 4
“=1o 31 3 =13 4 1
-1 -4 0 8 9 9 6
RN
Cy = Cy= -1 —2 —2
112 3 A 4 3
0 00 —1
[Resent:
10 0 0
01 0 0
Ki=Ke=1g 0 a=x o0
00 0 (A—1)
10 0 0
01 0 0
Ks=109 o (A+1) 0
00 0 (A+1)(\—2)7
1 0 0
Ki=[0 (\+1) 0
0 0  (A+D(A—1)?
(4) Urcete minimalni polynom nésledujicich matic
300 3 0 5 3
D=1 30 Dy=11 3 0 Ds= 11
0 0 4 00 3 0

-3
-8

4
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-1 4 0 0 O
o 3 0 0 O
Dy=10 -4 -1 0 0
3 -9 -4 2 -1
1 5 4 1 4

[Regeni: m; = (A —3)2(\ —4); my = (A —3)%; m3 = (A — 3)3;
mg=(A—3)* (A +1)/]
(5) Najdéte matici, jejiz minimélni polynom je
(a) polynom \? a matice m4 rozméry 3 x 3
(b) polynom prvniho f4du a matice ma rozméry 2 x 2

0 01 10
[Reseni: napt. (a) |0 0 0]; (b) <O 1)]
0 00
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