
Úlohy k provièování textu o svazeh

Èíslo za pomlèkou v oznaèení úlohy je èíslo kapitoly textu, která je úlohou

provièovaná. Ka¾dá úloha je vyøe¹ena o nìkolik stránek pozdìji.

Kontrolní otázky - zadání

Odpovìzte, zda uvedené tvrzení je pravdivé.

[K1 -2℄ ano - ne Ka¾dý svaz na tøíprvkové mno¾inì je øetìze.

[K2 -2℄ ano - ne Mno¾ina v¹eh prvoideálù okruhu (Z;+; �) uspoøádaná inkluzí

tvoøí svaz.

[K3 -3℄ ano - ne Ka¾dý svazový homomor�smus je izotonní zobrazení.

[K4 -3℄ ano - ne Je-li S svaz aM jeho neprázdná podmno¾ina, která je souèasnì

jeho ideálem i �ltrem, pak M = S.

[K5 -3℄ ano - ne Ka¾dé izotonní zobrazení mezi koneènými svazy je svazový

homomor�smus.

[K6 -3℄ ano - ne Libovolný svazový homomor�smus mezi koneènými svazy zob-

razí nejmen¹í prvek jednoho svazu na nejmen¹í prvek druhého svazu.

[K7 -3℄ ano - ne Neh» f : G! H je homomor�smus svazù a G

0

� G podsvaz.

Pak f(G

0

) je podsvaz svazu H .

[K8 -4℄ ano - ne Ka¾dý desetiprvkový svaz je úplný.

[K9 -4℄ ano - ne Mno¾ina v¹eh ideálù daného okruhu tvoøí úplný svaz vzhledem

k inkluzi.

[K10 -4℄ ano - ne Mno¾ina v¹eh podokruhù daného okruhu tvoøí úplný svaz

vzhledem k inkluzi.

[K11 -4℄ ano - ne Slo¾ením dvou homomor�smù svazù dostaneme homomor�smus

svazù.

[K12 -4℄ ano - ne Ka¾dý øetìze, který má nejmen¹í i nejvìt¹í prvek, je úplný

svaz.

[K13 -4℄ ano - ne Je-liG koneèný neprázdný svaz a f : G! G izotonní zobrazení,

pak existuje g 2 G tak, ¾e f(g) = g.

[K14 -4℄ ano - ne ®ádný nekoneèný øetìze není úplný svaz.

[K15 -4℄ ano - ne Existuje úplný svaz a jeho podsvaz, který není úplný.

[K16 -4℄ ano - ne Existuje úplný svaz a jeho ideál, který není úplným svazem.

[K17 -4℄ ano - ne Existuje úplný svaz a jeho �ltr, který není úplným svazem.

[K18 -4℄ ano - ne Je-li f : G! H homomor�smus svazù a G

0

� G je ideál svazu

G, pak f(G

0

) je ideál svazu H .



[K19 -4℄ ano - ne Ka¾dý svaz, který má alespoò dva prvky, obsahuje dvojprvkový

podsvaz.

[K20 -5℄ ano - ne Souèin dvou libovolnýh svazù, které jsou øetìzi, je opìt

øetìze.

[K21 -5℄ ano - ne Souèin dvou úplnýh svazù je úplný.

[K22 -5℄ ano - ne Podsvaz úplného svazu je úplný, právì kdy¾ obsahuje svùj

nejvìt¹í a nejmen¹í prvek.

[K23 -6℄ ano - ne Neh» f : G ! H je surjektivní homomor�smus svazù. Pak

svaz G je modulární, právì kdy¾ svaz H je modulární.

[K24 -6℄ ano - ne Svaz v¹eh podgrup libovolné komutativní grupy je modulární.

[K25 -7℄ ano - ne Ka¾dý úplný svaz je distributivní.

[K26 -7℄ ano - ne Ka¾dý modulární svaz je distributivní.

[K27 -7℄ ano - ne Existují distributivní svazy G;H takové, ¾e svaz G �H není

modulární.

[K28 -7℄ ano - ne Neh» f : G ! H je surjektivní homomor�smus svazù. Pak

svaz G je distributivní, právì kdy¾ svaz H je distributivní.

[K29 -7℄ ano - ne Svaz v¹eh podgrup libovolné koneèné komutativní grupy je

distributivní.

[K30 -7℄ ano - ne V libovolném koneèném distributivním svazu tvoøí mno¾ina

v¹eh _-nedosa¾itelnýh prvkù podsvaz.

[K31 -8℄ ano - ne Ka¾dý komplementární svaz je modulární.

[K32 -8℄ ano - ne Ka¾dá Booleova algebra je koneèná.

[K33 -8℄ ano - ne Poèet prvkù libovolné koneèné Booleovy algebry je sudé èíslo.

[K34 -8℄ ano - ne Poèet prvkù libovolné koneèné Booleovy algebry je monina 2.

[K35 -8℄ ano - ne V modulárním svazu je komplement prvku, pokud existuje,

urèen jednoznaènì.

[K36 -8℄ ano - ne Libovolné dvì koneèné Booleovy algebry o stejném poètu prvkù

jsou izomorfní.

[K37 -8℄ ano - ne Neh» G je Booleova algebra a f : G ! H je surjektivní

homomor�smus svazù. Pak H je distributivní svaz.

[K38 -8℄ ano - ne Neh» G je Booleova algebra a f : G ! H je surjektivní

homomor�smus svazù. Pak H je modulární svaz.

[K39 -9℄ ano - ne Ka¾dý netriviální Booleùv okruh má harakteristiku 2.

[K40 -9℄ ano - ne Ka¾dý koneèný okruh harakteristiky 2 je Booleùv.



Pøíklady - zadání

[P1 -1℄ Udejte pøíklad grupy, která je polosvazem.

[P2 -2℄ Udejte pøíklad polosvazu, který není svazem.

[P3 -3℄ Udejte pøíklad sedmiprvkového svazu S, který je izomorfní s duálním sva-

zem ke svazu S.

[P4 -3℄ Udejte pøíklad pìtiprvkového svazu, který není izomorfní se svazem k

nìmu duálním.

[P5 -3℄ Udejte pøíklad svazu, který obsahuje jako podsvaz øetìze libovolné ko-

neèné délky.

[P6 -3℄ Udejte pøíklad svazu, který obsahuje jako podsvaz øetìze libovolné ko-

neèné délky, ale neobsahuje podsvaz izomorfní s (N;�).

[P7 -3℄ Udejte pøíklad bijektivního izotonního zobrazení mezi uspoøádanými mno-

¾inami, které není izomor�smus uspoøádanýh mno¾in.

[P8 -3℄ Udejte pøíklad izotonního zobrazení mezi svazy, které není svazový homo-

mor�smus.

[P9 -4℄ Udejte pøíklad nekoneèného úplného svazu S, který není izomorfní s du-

álním svazem ke svazu S.

[P10 -4℄ Udejte pøíklad svazu S, který je izomorfní s duálním svazem ke svazu S a

který není úplným svazem.

[P11 -6℄ Udejte pøíklad ètyøprvkového svazu, který není modulární.

[P12 -6℄ Udejte pøíklad ¹estiprvkového svazu, který není modulární.

[P13 -6℄ Udejte pøíklad surjektivního svazového homomor�smu f nemodulárního

svazu A na modulární svaz B.

[P14 -6℄ Udejte pøíklad ¹estiprvkového svazu, který obsahuje dva rùzné podsvazy

izomorfní s N

5

(s pìtiúhelníkem).

[P15 -6℄ Udejte pøíklad ¹estiprvkového svazu, který obsahuje podsvaz izomorfní s

N

5

(s pìtiúhelníkem) a podsvaz izomorfní s M

5

(diamantem).

[P16 -7℄ Udejte pøíklad sedmiprvkového modulárního svazu, který není distribu-

tivní.

[P17 -7℄ Udejte pøíklad surjektivního svazového homomor�smu f nedistributivního

svazu A na distributivní svaz B.

[P18 -8℄ Udejte pøíklad ¹estiprvkového komplementárního svazu.

[P19 -8℄ Udejte pøíklad distributivního svazu, který není komplementární.

[P20 -8℄ Udejte pøíklad komplementárního svazu, který není distributivní.

[P21 -8℄ Udejte pøíklad Booleovy algebry, která není modulární svaz.



[P22 -8℄ Udejte pøíklad Booleovy algebry a jejího podsvazu, který není její Boole-

ovou podalgebrou.

[P23 -8℄ Udejte pøíklad Booleovy algebry a jejího pìtiprvkového podsvazu.

[P24 -8℄ Udejte pøíklad Booleovy algebry B a svazového homomor�smu f : B !

B, který není homomor�smus Booleovýh algeber.

[P25 -9℄ Udejte pøíklad Booleova okruhu, který není obor integrity.

[P26 -9℄ Udejte pøíklad Booleova okruhu, který je tìleso.

[P27 -9℄ Udejte pøíklad tøíprvkového Booleova okruhu.

Úlohy - zadání

[Ú1 -2℄ V Gaussovì rovinì komplexníh èísel uva¾me pro libovolná reálná a < b

následujíí oblouk na jednotkové kru¾nii:

K(a; b) = fos t+ i sin t; t 2 R; a < t < bg:

Neh»

K = fK(a; b); a; b 2 R; a < bg [ f;g:

Rozhodnìte, zda uspoøádaná mno¾ina (K �) tvoøí svaz, a pokud ano,

popi¹te, jak se poèítají v¹ehny operae pøíslu¹né algebraiké struktury.

Svá tvrzení zdùvodnìte.

[Ú2 -2℄ Uva¾me rovinu R�R. Pro libovolný bod (x; y) 2 R�R a libovolné r 2 R,

r > 0, oznaème K(x; y; r) otevøený kruh o støedu (x; y) a polomìru r

K(x; y; r) = f(u; v); u; v 2 R; (x� u)

2

+ (y � v)

2

< r

2

g:

Oznaème K mno¾inu v¹eh kruhù spolu s prázdnou mno¾inou:

K = fK(x; y; r); x; y; r 2 R; r > 0g [ f;g:

Rozhodnìte, zda K vzhledem k mno¾inové inkluzi tvoøí svaz. Pokud ano,

popi¹te, jak vypadají in�ma a suprema. Svá tvrzení zdùvodnìte.

[Ú3 -3℄ Je dána koneèná neprázdná mno¾ina Y . Oznaème n = jY j poèet jejíh

prvkù a P(Y ) mno¾inu v¹eh jejíh podmno¾in. Uva¾me zobrazení f :

P(Y )! N[f0g dané pøedpisem f(A) = jAj pro libovolné A � Y (je tedy

f(A) poèet prvkù mno¾iny A.)

(a) Rozhodnìte, zda zobrazení f je homomor�smus svazu (P(Y );�) do

svazu (N [ f0g;�).

(b) Rozhodnìte, zda zobrazení f je izotonní zobrazení uspoøádané mno-

¾iny (P(Y );�) do uspoøádané mno¾iny (N [ f0g;�).

() Urèete, pro která nezáporná elá èísla k je mno¾ina f

�1

(k) = fA �

Y ; f(A) = kg v¹eh k-prvkovýh podmno¾in mno¾iny Y podsvazem

svazu (P(Y );�).



Svá tvrzení zdùvodnìte.

[Ú4 -4℄ Oznaème T = f(a; b) 2 N � N; a > bg podmno¾inu uspoøádané mno¾iny

(N � N;�), kde pro libovolné (a; b); (; d) 2 N � N klademe (a; b) � (; d)

právì tehdy, kdy¾ a �  a souèasnì b � d.

(a) Rozhodnìte, zda T je ideál svazu (N � N;�).

(b) Rozhodnìte, zda T je �ltr svazu (N � N;�).

() Rozhodnìte, zda T je podsvaz svazu (N � N;�).

(d) Rozhodnìte, zda zobrazení f : T ! N urèené pøedpisem f((a; b)) =

a+ b je izotonní zobrazení (T;�) do (N;�).

(e) Rozhodnìte, zda zobrazení f : T ! N urèené pøedpisem f((a; b)) =

a+ b je homomor�smus svazu (T;�) do svazu (N;�).

(f) Rozhodnìte, zda svaz (T;�) je úplný svaz.

Svá tvrzení zdùvodnìte.

[Ú5 -7℄ Jsou dány dvì dvojprvkové grupy G, H . Popi¹te svaz v¹eh podgrup jejih

souèinu, tj. svaz v¹eh podgrup grupy G �H a rozhodnìte, zda je tento

svaz

(a) modulární;

(b) distributivní.

Svá tvrzení zdùvodnìte.

[Ú6 -7℄ Neh» X je neprázdná mno¾ina. Oznaème

T (X) = f� � X�X ; 8x; y; z 2 X : ((x; y) 2 �^ (y; z) 2 � =) (x; z) 2 �)g

mno¾inu v¹eh tranzitivníh relaí na X .

(a) Doka¾te, ¾e uspoøádaná mno¾ina (T (X);�) je svaz, a pro libovolná

�; � 2 T (X) popi¹te � ^ � a � _ �.

(b) Rozhodnìte, zda uspoøádaná mno¾ina (T (X);�) tvoøí úplný svaz.

() Rozhodnìte, zda uspoøádaná mno¾ina (T (X);�) tvoøí distributivní

svaz.

(d) Rozhodnìte, zda T (X) je podsvazem svazu (P(X � X);�), kde

P(X �X) znaèí mno¾inu v¹eh binárníh relaí na mno¾inì X .

Své odpovìdi zdùvodnìte.

[Ú7 -8℄ Pro libovolná reálná èísla a; b taková, ¾e a < 0, b > 0, uva¾me otevøený

interval

(a; b) = ft 2 R; a < t < bg:

Neh» S je mno¾ina v¹eh takovýh intervalù:

S = f(a; b); a; b 2 R; a < 0; b > 0g:

Rozhodnìte, zda uspoøádaná mno¾ina (S;�) tvoøí



(a) svaz;

(b) modulární svaz;

() distributivní svaz;

(d) Booleovu algebru.

Pokud v nìkterém pøípadì odpovíte ano, popi¹te, jak se poèítají v¹ehny

operae pøíslu¹né algebraiké struktury. Svá tvrzení zdùvodnìte.

[Ú8 -8℄ Pro libovolnou mno¾inu M � R uva¾me následujíí mno¾inu polynomù s

reálnými koe�ienty:

P (M) = ff 2 R[x℄; 8a 2M : f(a) = ag:

Polo¾me P = fP (M); M � Rg. Rozhodnìte, zda uspoøádaná mno¾ina

(P ;�) tvoøí

(a) svaz;

(b) Booleovu algebru.

Pokud v nìkterém pøípadì odpovíte ano, popi¹te, jak se poèítají v¹ehny

operae pøíslu¹né algebraiké struktury. Svá tvrzení zdùvodnìte.

[Ú9 -8℄ V Gaussovì rovinì komplexníh èísel uva¾me jednotkovou kru¾nii

K = fos t+ i sin t; t 2 Rg

a pro libovolná reálná a; b taková, ¾e a < b < a+ �, de�nujme následujíí

otevøený oblouk na jednotkové kru¾nii:

K(a; b) = fos t+ i sin t; t 2 R; a < t < bg

(uvìdomte si, ¾e podmínka a < b < a + � znamená, ¾e oblouk K(a; b) je

èástí pùlkru¾nie). Neh»

K = fK(a; b); a; b 2 R; a < b < a+ �g [ fK; ;g:

Rozhodnìte, zda uspoøádaná mno¾ina (K;�) tvoøí

(a) svaz;

(b) Booleovu algebru.

Pokud v nìkterém pøípadì odpovíte ano, popi¹te, jak se poèítají v¹ehny

operae pøíslu¹né algebraiké struktury. Svá tvrzení zdùvodnìte.

[Ú10 -8℄ Pro libovolná reálná èísla a < b uva¾me otevøený interval

(a; b) = ft 2 R; a < t < bg:

Neh» S je mno¾ina v¹eh takovýh intervalù spolu s prázdnou mno¾inou:

S = f(a; b); a; b 2 R; a < bg [ f;g:

Rozhodnìte, zda uspoøádaná mno¾ina (S;�) tvoøí



(a) svaz;

(b) modulární svaz;

() distributivní svaz;

(d) Booleovu algebru.

Pokud v nìkterém pøípadì odpovíte ano, popi¹te, jak se poèítají v¹ehny

operae pøíslu¹né algebraiké struktury. Svá tvrzení zdùvodnìte.

[Ú11 -8℄ Neh» X je neprázdná mno¾ina. Oznaème

S(X) = f� � X �X ; 8x; y 2 X : ((x; y) 2 � =) (y; x) 2 �)g

mno¾inu v¹eh symetrikýh relaí na X . Doka¾te, ¾e uspoøádaná mno-

¾ina (S(X);�) je svaz. Rozhodnìte, zda S(X) je podsvaz svazu (P(X �

X);[;\), kde P(X�X) oznaèuje mno¾inu v¹eh binárníh relaí na mno-

¾inì X . Rozhodnìte, zda uspoøádaná mno¾ina (S(X);�) tvoøí

(a) úplný svaz;

(b) komplementární svaz;

() distributivní svaz;

(d) Booleovu algebru.

Své odpovìdi zdùvodnìte.

[Ú12 -8℄ Je dána koneèná neprázdná mno¾ina Y a v ní pevnì zvolený prvek a 2 Y .

Oznaème P(Y ) mno¾inu v¹eh podmno¾in mno¾iny Y . Uva¾me zobrazení

f : P(Y ) ! f0; 1g dané následujíím pøedpisem: pro libovolné A � Y

klademe f(A) = 1, jestli¾e a 2 A, a f(A) = 0 v opaèném pøípadì. Oznaème

X = fA � Y ; f(A) = 1g.

(a) Rozhodnìte, zda zobrazení f je homomor�smus svazu (P(Y );�) do

svazu (f0; 1g;�).

(b) Rozhodnìte, zda X je ideál, resp. �ltr svazu (P(Y );�).

() Rozhodnìte, zda (X;�) je Booleova algebra.

Svá tvrzení zdùvodnìte.



Kontrolní otázky - øe¹ení

[K1 -2℄ ano Ka¾dý svaz na tøíprvkové mno¾inì je øetìze. [Jeden prvek musí být

nejvìt¹í (jako supremum v¹eh tøí prvkù), jeden nejmen¹í (jako in�mum

v¹eh tøí prvkù), proto je ka¾dý prvek srovnatelný s ka¾dým.℄

[K2 -2℄ ne Mno¾ina v¹eh prvoideálù okruhu (Z;+; �) uspoøádaná inkluzí tvoøí

svaz. [Mno¾ina v¹eh prvoideálù okruhu (Z;+; �) se skládá z nulového ide-

álu a hlavníh ideálù (p), kde p probíhá v¹ehna prvoèísla. Proto napøíklad

neexistuje ¾ádný prvoideál obsahujíí ideály (2) a (3).℄

[K3 -3℄ ano Ka¾dý svazový homomor�smus je izotonní zobrazení. [Vìta 3.3.℄

[K4 -3℄ ano Je-li S svaz a M jeho neprázdná podmno¾ina, která je souèasnì

jeho ideálem i �ltrem, pak M = S. [Je-li m 2M , pak pro libovolné s 2 S

musí M obsahovat i m ^ s � m, proto¾e je M ideál, a tedy i s � m ^ s,

proto¾e je M �ltr.℄

[K5 -3℄ ne Ka¾dé izotonní zobrazení mezi koneènými svazy je svazový homomor-

�smus. [Pøíkladem je izotonní bijeke z ètyøprvkového svazu, který není

øetìze, do ètyøprvkového svazu, který je øetìze.℄

[K6 -3℄ ne Libovolný svazový homomor�smus mezi koneènými svazy zobrazí

nejmen¹í prvek jednoho svazu na nejmen¹í prvek druhého svazu. [Napøí-

klad mezi dvìma dvojprvkovými svazy konstantní zobrazení na vìt¹í prvek.℄

[K7 -3℄ ano Neh» f : G! H je homomor�smus svazù a G

0

� G podsvaz. Pak

f(G

0

) je podsvaz svazu H . [Plyne z vìty 3.3, nebo» zú¾ení zobrazení f na

G

0

je homomor�smus svazù G

0

! H.℄

[K8 -4℄ ano Ka¾dý desetiprvkový svaz je úplný. [Libovolný neprázdný koneèný

svaz je úplný.℄

[K9 -4℄ ano Mno¾ina v¹eh ideálù daného okruhu tvoøí úplný svaz vzhledem k

inkluzi. [Plyne z vìty 4.1 a skript Rosiký, Algebra, vìta 9.4.℄

[K10 -4℄ ano Mno¾ina v¹eh podokruhù daného okruhu tvoøí úplný svaz vzhledem

k inkluzi. [Plyne z vìty 4.1 a skript Rosiký, Algebra, vìta 3.8.℄

[K11 -4℄ ano Slo¾ením dvou homomor�smù svazù dostaneme homomor�smus

svazù. [Plyne z de�nie homomor�smu svazù a toho, ¾e tuto vlastnost má

homomor�smus grupoidù.℄

[K12 -4℄ ne Ka¾dý øetìze, který má nejmen¹í i nejvìt¹í prvek, je úplný svaz.

[Napøíklad (Z� f0g;�), kde � je de�nováno takto: pro libovolné a; b 2

Z� f0g klademe a � b, právì kdy¾ ab > 0 a a � b nebo kdy¾ a > 0

a b < 0. Názornì øeèeno, v øetìzi v¹eh nenulovýh elýh èísel jsme

vymìnili kladná a záporná èísla: 1 � 2 � 3 � � � � � �3 � �2 � �1. To je

øetìze, má nejmen¹í i nejvìt¹í prvek, ale mno¾ina pøirozenýh èísel zde

nemá supremum.℄

[K13 -4℄ ano Je-li G koneèný neprázdný svaz a f : G! G izotonní zobrazení, pak

existuje g 2 G tak, ¾e f(g) = g. [Plyne z vìty 4.3, proto¾e ka¾dý koneèný

neprázdný svaz je úplný.℄



[K14 -4℄ ne ®ádný nekoneèný øetìze není úplný svaz. [Øetìze (N [ f1g;�) je

úplný svaz.℄

[K15 -4℄ ano Existuje úplný svaz a jeho podsvaz, který není úplný. [Uva¾te na-

pøíklad úplný svaz (N [ f1g;�) a jeho podsvaz N, který nemá nejvìt¹í

prvek.℄

[K16 -4℄ ano Existuje úplný svaz a jeho ideál, který není úplným svazem. [Uva¾te

napøíklad úplný svaz (N [ f1g;�) a jeho ideál N, který nemá nejvìt¹í

prvek.℄

[K17 -4℄ ano Existuje úplný svaz a jeho �ltr, který není úplným svazem. [Uva¾te

napøíklad úplný svaz (Z[ f1;�1g;�) a jeho �ltr Z[ f1g, který nemá

nejmen¹í prvek.℄

[K18 -4℄ ne Je-li f : G! H homomor�smus svazù a G

0

� G je ideál svazu G, pak

f(G

0

) je ideál svazu H . [Uva¾te injektivní homomor�smus z tøíprvkového

svazu G do ètyøprvkového svazu H, který není øetìze. Pak G

0

= G je ideál

svazu G, ale f(G

0

) není ideál svazu H.℄

[K19 -4℄ ano Ka¾dý svaz, který má alespoò dva prvky, obsahuje dvojprvkový

podsvaz. [Zvolte libovolnì dva rùzné prvky a; b. Pak a_ b a a^ b jsou dva

rùzné srovnatelné prvky a tedy fa _ b; a ^ bg tvoøí dvojprvkový podsvaz.℄

[K20 -5℄ ne Souèin dvou libovolnýh svazù, které jsou øetìzi, je opìt øetìze.

[Pøedposlední poznámka na koni kapitoly 5.℄

[K21 -5℄ ano Souèin dvou úplnýh svazù je úplný. [Plyne z toho, ¾e v souèinu

svazù platí (a; b) � (; d), právì kdy¾ a �  a souèasnì b � d.℄

[K22 -5℄ ne Podsvaz úplného svazu je úplný, právì kdy¾ obsahuje svùj nejvìt¹í

a nejmen¹í prvek. [Na mno¾inì Z uva¾te následujíí uspoøádání �: pro

libovolná elá èísla a, b klademe a � b, právì kdy¾ nastává nìkterá z

následujííh podmínek: buï ab > 0 a a � b, anebo b � 0 � a. Názornì

øeèeno, v øetìzi v¹eh elýh èísel jsme vymìnili kladná a záporná èísla:

1 � 2 � 3 � � � � � 0 � � � � � �3 � �2 � �1. Promyslete si, ¾e jsme

dostali úplný svaz. Odstranìním nuly získáme podsvaz, který u¾ nebude

úplný: napøíklad mno¾ina kladnýh èísel nemá supremum.℄

[K23 -6℄ ne Neh» f : G! H je surjektivní homomor�smus svazù. Pak svaz G je

modulární, právì kdy¾ svaz H je modulární. [Uva¾te situai, kdy G není

modulární a H je jednoprvkový.℄

[K24 -6℄ ano Svaz v¹eh podgrup libovolné komutativní grupy je modulární. [Viz

dùsledek vìty 6.1.℄

[K25 -7℄ ne Ka¾dý úplný svaz je distributivní. [Pøíkladem je svaz N

5

(pìtiúhelník)

nebo svaz M

5

(diamant).℄

[K26 -7℄ ne Ka¾dý modulární svaz je distributivní. [Pøíkladem je svaz M

5

(dia-

mant), který je modulární, ale není distributivní.℄

[K27 -7℄ ne Existují distributivní svazy G;H takové, ¾e svaz G�H není modu-

lární. [Vìty 7.4 a 7.2.℄



[K28 -7℄ ne Neh» f : G ! H je surjektivní homomor�smus svazù. Pak svaz G

je distributivní, právì kdy¾ svaz H je distributivní. [Uva¾te situai, kdy G

není distributivní a H je jednoprvkový.℄

[K29 -7℄ ne Svaz v¹eh podgrup libovolné koneèné komutativní grupy je distri-

butivní. [Uva¾te grupu Z

2

�Z

2

, která má tøi dvojprvkové podgrupy a tedy

její svaz podgrup je izomorfní se svazem M

5

(diamantem).℄

[K30 -7℄ ne V libovolném koneèném distributivním svazu tvoøí mno¾ina v¹eh

_-nedosa¾itelnýh prvkù podsvaz. [Uva¾te svaz v¹eh podmno¾in mno-

¾iny f1; 2g, tj. svaz (f;; f1g; f2g; f1; 2gg;�), který má dva _-nedosa¾itelné

prvky, toti¾ f1g a f2g.℄

[K31 -8℄ ne Ka¾dý komplementární svaz je modulární. [Pøíkladem je svaz N

5

(pìtiúhelník).℄

[K32 -8℄ ne Ka¾dá Booleova algebra je koneèná. [Pøíkladem je Booleova algebra

v¹eh podmno¾in nìjaké nekoneèné mno¾iny.℄

[K33 -8℄ ne Poèet prvkù libovolné koneèné Booleovy algebry je sudé èíslo. [Jed-

noprvkový svaz je Booleova algebra.℄

[K34 -8℄ ano Poèet prvkù libovolné koneèné Booleovy algebry je monina 2. [Plyne

z vìty 8.7.℄

[K35 -8℄ ne V modulárním svazu je komplement prvku, pokud existuje, urèen

jednoznaènì. [Pøíkladem je svaz M

5

(diamant).℄

[K36 -8℄ ano Libovolné dvì koneèné Booleovy algebry o stejném poètu prvkù jsou

izomorfní. [Plyne z vìty 8.7.℄

[K37 -8℄ ano Neh» G je Booleova algebra a f : G! H je surjektivní homomor-

�smus svazù. Pak H je distributivní svaz. [Proto¾e G je Booleova algebra,

je to distributivní svaz. Podle vìty 7.4 je proto H distributivní svaz.℄

[K38 -8℄ ano Neh» G je Booleova algebra a f : G! H je surjektivní homomor-

�smus svazù. Pak H je modulární svaz. [Proto¾e G je Booleova algebra, je

to distributivní svaz. Podle vìty 7.4 je proto H distributivní svaz a podle

vìty 7.2 je i modulární.℄

[K39 -9℄ ano Ka¾dý netriviální Booleùv okruh má harakteristiku 2. [Vìta 9.1.℄

[K40 -9℄ ne Ka¾dý koneèný okruh harakteristiky 2 je Booleùv. [Napøíklad tìleso

o 4 prvíh.℄

Pøíklady - øe¹ení

[P1 -1℄ Udejte pøíklad grupy, která je polosvazem. [Jediným mo¾ným pøíkladem

je jednoprvková grupa.℄

[P2 -2℄ Udejte pøíklad polosvazu, který není svazem. [Napøíklad tøíprvková uspo-

øádaná mno¾ina, její¾ Hasseùv diagram je tvaru V.℄



[P3 -3℄ Udejte pøíklad sedmiprvkového svazu S, který je izomorfní s duálním sva-

zem ke svazu S. [Napøíklad sedmiprvkový øetìze.℄

[P4 -3℄ Udejte pøíklad pìtiprvkového svazu, který není izomorfní se svazem k

nìmu duálním. [Napøíklad (f;; f1g; f1; 2g; f1; 3g; f1; 2; 3gg;�).℄

[P5 -3℄ Udejte pøíklad svazu, který obsahuje jako podsvaz øetìze libovolné ko-

neèné délky. [Napøíklad øetìze (N;�).℄

[P6 -3℄ Udejte pøíklad svazu, který obsahuje jako podsvaz øetìze libovolné ko-

neèné délky, ale neobsahuje podsvaz izomorfní s (N;�). [Napøíklad sjed-

noení posloupnosti disjunktníh øetìzù délky 1, 2, 3, . . . , ke kterému

pøidáte jeden nejvìt¹í a jeden nejmen¹í prvek.℄

[P7 -3℄ Udejte pøíklad bijektivního izotonního zobrazení mezi uspoøádanými mno-

¾inami, které není izomor�smus uspoøádanýh mno¾in. [Pøíkladem je izo-

tonní bijeke z ètyøprvkového svazu, který není øetìze, do ètyøprvkového

svazu, který je øetìze.℄

[P8 -3℄ Udejte pøíklad izotonního zobrazení mezi svazy, které není svazový homo-

mor�smus. [Napøíklad bijektivní izotonní zobrazení ze ètyøprvkového svazu,

který není øetìze, do ètyøprvkového svazu, který je øetìze.℄

[P9 -4℄ Udejte pøíklad nekoneèného úplného svazu S, který není izomorfní s du-

álním svazem ke svazu S. [Napøíklad svaz (N [ f1g;�).℄

[P10 -4℄ Udejte pøíklad svazu S, který je izomorfní s duálním svazem ke svazu S a

který není úplným svazem. [Napøíklad svaz (Z;�).℄

[P11 -6℄ Udejte pøíklad ètyøprvkového svazu, který není modulární. [Neexistuje, viz

vìtu 6.5.℄

[P12 -6℄ Udejte pøíklad ¹estiprvkového svazu, který není modulární. [Napøíklad

svaz N

5

(pìtiúhelník), ke kterému pøidáte je¹tì jeden prvek jako nejvìt¹í.℄

[P13 -6℄ Udejte pøíklad surjektivního svazového homomor�smu f nemodulárního

svazu A na modulární svaz B. [Za A lze vzít libovolný nemodulární svaz,

napøíklad pìtiúhelník N

5

. Za B zvolte jednoprvkový svaz. Jediné zobrazení

f : A! B je homomor�smus svazù.℄

[P14 -6℄ Udejte pøíklad ¹estiprvkového svazu, který obsahuje dva rùzné podsvazy

izomorfní s N

5

(s pìtiúhelníkem). [Modi�kujte svaz M

5

(diamant) tak, ¾e

mezi nejmen¹í prvek a prvek nakreslený uprostøed umístíte dal¹í prvek.℄

[P15 -6℄ Udejte pøíklad ¹estiprvkového svazu, který obsahuje podsvaz izomorfní s

N

5

(s pìtiúhelníkem) a podsvaz izomorfní s M

5

(diamantem). [Modi�-

kujte svaz M

5

(diamant) tak, ¾e mezi nejmen¹í prvek a prvek nakreslený

uprostøed umístíte dal¹í prvek.℄

[P16 -7℄ Udejte pøíklad sedmiprvkového modulárního svazu, který není distribu-

tivní. [Napøíklad drak, který vznikne z diamantu M

5

tím, ¾e pod jeho

nejmen¹í prvek pøidáme je¹tì øetìze dvou dal¹íh prvkù.℄



[P17 -7℄ Udejte pøíklad surjektivního svazového homomor�smu f nedistributivního

svazu A na distributivní svaz B. [Za A lze vzít libovolný nedistributivní

svaz, napøíklad N

5

nebo M

5

. Za B zvolte jednoprvkový svaz. Jediné zob-

razení f : A! B je homomor�smus svazù.℄

[P18 -8℄ Udejte pøíklad ¹estiprvkového komplementárního svazu. [Napøíklad svaz

(f;; f1g; f2g; f3g; f4g; f1; 2; 3; 4gg;�).℄

[P19 -8℄ Udejte pøíklad distributivního svazu, který není komplementární. [Napøí-

klad tøíprvkový øetìze.℄

[P20 -8℄ Udejte pøíklad komplementárního svazu, který není distributivní. [Pøíkla-

dem je svaz M

5

(diamant).℄

[P21 -8℄ Udejte pøíklad Booleovy algebry, která není modulární svaz. [Neexistuje:

dle de�nie je Booleova algebra distributivní, a proto i modulární.℄

[P22 -8℄ Udejte pøíklad Booleovy algebry a jejího podsvazu, který není její Booleo-

vou podalgebrou. [Napøíklad libovolná jednoprvková podmno¾ina dvojprv-

kové Booleovy algebry.℄

[P23 -8℄ Udejte pøíklad Booleovy algebry a jejího pìtiprvkového podsvazu. [Na-

pøíklad Booleova algebra v¹eh podmno¾in mno¾iny f1; 2; 3g a její podsvaz

f;; f1g; f2g; f1; 2g; f1; 2; 3gg.℄

[P24 -8℄ Udejte pøíklad Booleovy algebry B a svazového homomor�smu f : B !

B, který není homomor�smus Booleovýh algeber. [Napøíklad dvojprvková

Booleova algebra a nìjaké konstantní zobrazení (tj. oba prvky zobrazí na

stejný prvek).℄

[P25 -9℄ Udejte pøíklad Booleova okruhu, který není obor integrity. [Pøíkladem je

Booleùv okruh, který má alespoò 4 prvky, napøíklad Z

2

�Z

2

.℄

[P26 -9℄ Udejte pøíklad Booleova okruhu, který je tìleso. [Jediným mo¾ným pøíkla-

dem je dvojprvkový Booleùv okruh.℄

[P27 -9℄ Udejte pøíklad tøíprvkového Booleova okruhu. [Neexistuje, viz vìty 9.3 a

8.7.℄

Úlohy - øe¹ení

[Ú1 -2℄ V Gaussovì rovinì komplexníh èísel uva¾me pro libovolná reálná a < b

následujíí oblouk na jednotkové kru¾nii:

K(a; b) = fos t+ i sin t; t 2 R; a < t < bg:

Neh»

K = fK(a; b); a; b 2 R; a < bg [ f;g:

Rozhodnìte, zda uspoøádaná mno¾ina (K �) tvoøí svaz, a pokud ano,

popi¹te, jak se poèítají v¹ehny operae pøíslu¹né algebraiké struktury.

Svá tvrzení zdùvodnìte.



[Nejde o svaz: napøíklad K(0;

�

2

) a K(�;

3�

2

) nemají supremum: mno¾ina

jejih horníh závor nemá nejmen¹í prvek, nebo» horními závorami jsou

K(0;

3�

2

) a K(�;

5�

2

) hledané supremum by muselo být podmno¾inou obou

tìhto obloukù, tedy i jejih prùniku K(0;

�

2

) [ K(�;

3�

2

), muselo by v¹ak

obsahovat oba oblouky K(0;

�

2

) a K(�;

3�

2

), tedy bylo by rovno K(0;

�

2

) [

K(�;

3�

2

), to v¹ak není prvek K.℄

[Ú2 -2℄ Uva¾me rovinu R�R. Pro libovolný bod (x; y) 2 R�R a libovolné r 2 R,

r > 0, oznaème K(x; y; r) otevøený kruh o støedu (x; y) a polomìru r

K(x; y; r) = f(u; v); u; v 2 R; (x� u)

2

+ (y � v)

2

< r

2

g:

Oznaème K mno¾inu v¹eh kruhù spolu s prázdnou mno¾inou:

K = fK(x; y; r); x; y; r 2 R; r > 0g [ f;g:

Rozhodnìte, zda K vzhledem k mno¾inové inkluzi tvoøí svaz. Pokud ano,

popi¹te, jak vypadají in�ma a suprema. Svá tvrzení zdùvodnìte.

[Nejde o svaz. Uva¾me dva disjunktní kruhy, napøíklad kruhy K(�1; 0; 1)

a K(1; 0; 1). Mno¾ina horníh závor se skládá ze v¹eh kruhù, obsahují-

íh sjednoení obou kruhù jako svou podmno¾inu. Supremum tìhto dvou

kruhù by tedy musel být nejmen¹í prvek této mno¾iny horníh závor. Ale

¾ádný z tìhto kruhù není obsa¾en v ostatníh jako jejih podmno¾ina:

uvìdomte si, jak vypadá prùnik v¹eh tìhto kruhù, je to sjednoení dvou

otevøenýh pùlkruhù a uzavøeného ètvere. Diskutovaným supremem by

musel být kruh, který by byl obsa¾en v právì popsaném útvaru a obsahoval

by oba kruhy. Takový kruh neexistuje.℄

[Ú3 -3℄ Je dána koneèná neprázdná mno¾ina Y . Oznaème n = jY j poèet jejíh

prvkù a P(Y ) mno¾inu v¹eh jejíh podmno¾in. Uva¾me zobrazení f :

P(Y )! N[f0g dané pøedpisem f(A) = jAj pro libovolné A � Y (je tedy

f(A) poèet prvkù mno¾iny A.)

(a) Rozhodnìte, zda zobrazení f je homomor�smus svazu (P(Y );�) do

svazu (N [ f0g;�).

(b) Rozhodnìte, zda zobrazení f je izotonní zobrazení uspoøádané mno-

¾iny (P(Y );�) do uspoøádané mno¾iny (N [ f0g;�).

() Urèete, pro která nezáporná elá èísla k je mno¾ina f

�1

(k) = fA �

Y ; f(A) = kg v¹eh k-prvkovýh podmno¾in mno¾iny Y podsvazem

svazu (P(Y );�).

Svá tvrzení zdùvodnìte.

[Ve svazu (P(Y );�) jsou suprema mno¾inová sjednoení a in�ma mno-

¾inové prùniky. Ve svazu (N [ f0g;�) je supremem maximum a in�mem

minimum. Snadno je vidìt, ¾e v pøípadì, kdy je mno¾ina Y jednoprvková,

je zobrazení f svazový homomor�smus. V pøípadì, kdy mno¾ina Y má ale-

spoò dva prvky, pak pro a; b 2 Y , a 6= b, platí f(fag [ fbg) = f(fa; bg) =

2 6= 1 = maxff(fag); f(fbg)g, tak¾e zobrazení f není v pøípadì alespoò

dvojprvkové mno¾iny Y svazový homomor�smus. Neh» A;B � Y jsou

libovolné. Pak z A � B plyne f(A) � f(B), a tedy zobrazení f je izo-

tonní. Proto¾e pro libovolné nezáporné elé èíslo k má prùnik dvou rùz-

nýh k-prvkovýh mno¾in ménì ne¾ k prvkù, mù¾e být mno¾ina f

�1

(k)



v¹eh k-prvkovýh podmno¾in mno¾iny Y podsvazem svazu (P(Y );�) je-

dinì v pøípadì, ¾e je f

�1

(k) jednoprvková, o¾ nastane právì tehdy, kdy¾

k = 0 nebo kdy¾ k = jY j = n℄.

[Ú4 -4℄ Oznaème T = f(a; b) 2 N � N; a > bg podmno¾inu uspoøádané mno¾iny

(N � N;�), kde pro libovolné (a; b); (; d) 2 N � N klademe (a; b) � (; d)

právì tehdy, kdy¾ a �  a souèasnì b � d.

(a) Rozhodnìte, zda T je ideál svazu (N � N;�).

(b) Rozhodnìte, zda T je �ltr svazu (N � N;�).

() Rozhodnìte, zda T je podsvaz svazu (N � N;�).

(d) Rozhodnìte, zda zobrazení f : T ! N urèené pøedpisem f((a; b)) =

a+ b je izotonní zobrazení (T;�) do (N;�).

(e) Rozhodnìte, zda zobrazení f : T ! N urèené pøedpisem f((a; b)) =

a+ b je homomor�smus svazu (T;�) do svazu (N;�).

(f) Rozhodnìte, zda svaz (T;�) je úplný svaz.

Svá tvrzení zdùvodnìte.

[T není ideál svazu (N �N;�), nebo» napøíklad (3; 2) 2 T , (1; 2) � (3; 2),

ale (1; 2) =2 T . Podobnì T není ani �ltr svazu (N � N;�), nebo» napøí-

klad (3; 2) 2 T , (3; 2) � (3; 4), ale (3; 4) =2 T . Pro snadnìj¹í orientai v

textu budeme znaèit min a max in�mum a supremum ve svazu (N;�). Je

ihned vidìt, ¾e pro libovolné (a; b); (; d) 2 N � N platí (a; b) _ (; d) =

(maxfa; g;maxfb; dg) a (a; b) ^ (; d) = (minfa; g;minfb; dg). Platí-li

(a; b); (; d) 2 T , pak a > b a  > d, odkud maxfa; g � a > b a souèasnì

maxfa; g �  > d, proto maxfa; g > maxfb; dg, a tedy (a; b)_ (; d) 2 T .

Podobnì se ovìøí, ¾e (a; b)^ (; d) 2 T . Je tedy T podsvaz svazu (N�N ;�

). Jsou-li (a; b); (; d) 2 T libovolné takové, ¾e (a; b) � (; d), znamená

to, ¾e a �  a souèasnì b � d odkud seètením a + b �  + d, tedy

f((a; b)) � f((; d)). Ovìøili jsme, ¾e zobrazení f : T ! N je izotonní

zobrazení. Zobrazení f : T ! N není homomor�smus svazu (T;�) do

svazu (N;�), nebo» napøíklad f((4; 1) ^ (3; 2)) = f((3; 1)) = 4, kde¾to

minff((4; 1)); f((3; 2))g = minf5; 5g = 5. Svaz (T;�) není úplný svaz,

nebo» nemá nejvìt¹í prvek.℄

[Ú5 -7℄ Jsou dány dvì dvojprvkové grupy G, H . Popi¹te svaz v¹eh podgrup jejih

souèinu, tj. svaz v¹eh podgrup grupy G �H a rozhodnìte, zda je tento

svaz

(a) modulární;

(b) distributivní.

Svá tvrzení zdùvodnìte.

[U¾ijeme-li aditivního zápisu, G = H = f0; 1g s neutrálním prvkem 0,

je grupa G �H = f(0; 0); (0; 1); (1; 0); (1; 1)g. Tato grupa má 5 podgrup:

triviální f(0; 0)g, elou grupu G�H a tøi dvojprvkové. Její svaz podgrup je

tedy izomorfní se svazem M

5

(diamant), o kterém víme, ¾e je modulární a

není distributivní. Mimohodem, svaz musel být modulární podle dùsledku

vìty 6.1.℄



[Ú6 -7℄ Neh» X je neprázdná mno¾ina. Oznaème

T (X) = f� � X�X ; 8x; y; z 2 X : ((x; y) 2 �^ (y; z) 2 � =) (x; z) 2 �)g

mno¾inu v¹eh tranzitivníh relaí na X .

(a) Doka¾te, ¾e uspoøádaná mno¾ina (T (X);�) je svaz, a pro libovolná

�; � 2 T (X) popi¹te � ^ � a � _ �.

(b) Rozhodnìte, zda uspoøádaná mno¾ina (T (X);�) tvoøí úplný svaz.

() Rozhodnìte, zda uspoøádaná mno¾ina (T (X);�) tvoøí distributivní

svaz.

(d) Rozhodnìte, zda T (X) je podsvazem svazu (P(X � X);�), kde

P(X �X) znaèí mno¾inu v¹eh binárníh relaí na mno¾inì X .

Své odpovìdi zdùvodnìte.

[Proto¾e prùnik libovolného neprázdného systému tranzitivníh relaí je

opìt tranzitivní relae a (T (X);�) má nejvìt¹í prvek X � X, je podle

vìty 4.1 (T (X);�) úplný svaz, ve kterém jsou in�ma prùniky. Supremem

�_� tranzitivníh relaí � a � je prùnik v¹eh tranzitivníh relaí obsahují-

íh sjednoení �[� (tzv. tranzitivní obal sjednoení �[�). Jestli¾e tedy má

mno¾ina X alespoò dva prvky a 6= b, pak pro tranzitivní relae � = f(a; b)g,

� = f(b; a)g a � = f(a; a)g platí (�_�)^� = � 6= ; = (�^�)_(�^�), a tedy

T (X) není distributivní. Proto ani není podsvazem distributivního svazu

(P(X�X);�). Pro jednoprvkovou mno¾inu X naopak T (X) = P(X�X),

a tedy je T (X) podsvazem svazu (P(X �X);�) a je distributivní.℄

[Ú7 -8℄ Pro libovolná reálná èísla a; b taková, ¾e a < 0, b > 0, uva¾me otevøený

interval

(a; b) = ft 2 R; a < t < bg:

Neh» S je mno¾ina v¹eh takovýh intervalù:

S = f(a; b); a; b 2 R; a < 0; b > 0g:

Rozhodnìte, zda uspoøádaná mno¾ina (S;�) tvoøí

(a) svaz;

(b) modulární svaz;

() distributivní svaz;

(d) Booleovu algebru.

Pokud v nìkterém pøípadì odpovíte ano, popi¹te, jak se poèítají v¹ehny

operae pøíslu¹né algebraiké struktury. Svá tvrzení zdùvodnìte.

[Jde o svaz, v nìm¾ suprema jsou sjednoení a in�ma jsou prùniky. Tento

svaz je modulární a distributivní. Není to Booleova algebra, nebo» nemá

nejmen¹í ani nejvìt¹í prvek.℄

[Ú8 -8℄ Pro libovolnou mno¾inu M � R uva¾me následujíí mno¾inu polynomù s

reálnými koe�ienty:

P (M) = ff 2 R[x℄; 8a 2M : f(a) = ag:

Polo¾me P = fP (M); M � Rg. Rozhodnìte, zda uspoøádaná mno¾ina

(P ;�) tvoøí



(a) svaz;

(b) Booleovu algebru.

Pokud v nìkterém pøípadì odpovíte ano, popi¹te, jak se poèítají v¹ehny

operae pøíslu¹né algebraiké struktury. Svá tvrzení zdùvodnìte.

[Platí P (;) = R[x℄, o¾ je nejvìt¹í prvek uspoøádané mno¾iny (P ;�). Pro

libovolný polynom f(x) 2 R[x℄ a libovolné a 2 R platí f(a) = a, právì

kdy¾ a je koøen polynomu f(x) � x. Proto¾e libovolný nenulový polynom

mù¾e mít jen koneènì mnoho koøenù, pro libovolnou nekoneènou mno¾inu

M � R platí P (M) = fxg, o¾ je nejmen¹í prvek uspoøádané mno¾iny

(P ;�). Proto¾e pro libovolné M

1
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nekoneèná, je

P (M

1

)_P (M

2

) = P (M

1

). Svaz (P ;�) v¹ak není Booleova algebra, nebot'

napøíklad P (f0g) nemá komplement. Pro libovolnou mno¾inu M � R platí

P (f0g) ^ P (M) = fxg právì tehdy, kdy¾ je M nekoneèná. Pak ale

P (f0g) _ P (M) = P (f0g) 6= R[x℄: ℄

[Ú9 -8℄ V Gaussovì rovinì komplexníh èísel uva¾me jednotkovou kru¾nii

K = fos t+ i sin t; t 2 Rg

a pro libovolná reálná a; b taková, ¾e a < b < a+ �, de�nujme následujíí

otevøený oblouk na jednotkové kru¾nii:

K(a; b) = fos t+ i sin t; t 2 R; a < t < bg

(uvìdomte si, ¾e podmínka a < b < a + � znamená, ¾e oblouk K(a; b) je

èástí pùlkru¾nie). Neh»

K = fK(a; b); a; b 2 R; a < b < a+ �g [ fK; ;g:

Rozhodnìte, zda uspoøádaná mno¾ina (K;�) tvoøí

(a) svaz;

(b) Booleovu algebru.

Pokud v nìkterém pøípadì odpovíte ano, popi¹te, jak se poèítají v¹ehny

operae pøíslu¹né algebraiké struktury. Svá tvrzení zdùvodnìte.

[Jde o svaz, in�ma jsou prùniky, suprema se poèítají takto: supremum s

; nebo s K je jasné, pro dva oblouky takové, ¾e jejih sjednoení obsahuje

dva protilehlé body kru¾nie K (tedy jejih sjednoení není podmno¾inou

¾ádné pùlkru¾nie) je supremem K, kde¾to pro dva oblouky takové, ¾e je-

jih sjednoení je podmno¾inou nìjaké pùlkru¾nie, je supremem nejmen¹í



oblouk obsahujíí toto sjednoení. Tento svaz není distributivní, proto to

není Booleova algebra. Platí toti¾ napøíklad
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[Ú10 -8℄ Pro libovolná reálná èísla a < b uva¾me otevøený interval

(a; b) = ft 2 R; a < t < bg:

Neh» S je mno¾ina v¹eh takovýh intervalù spolu s prázdnou mno¾inou:

S = f(a; b); a; b 2 R; a < bg [ f;g:

Rozhodnìte, zda uspoøádaná mno¾ina (S;�) tvoøí

(a) svaz;

(b) modulární svaz;

() distributivní svaz;

(d) Booleovu algebru.

Pokud v nìkterém pøípadì odpovíte ano, popi¹te, jak se poèítají v¹ehny

operae pøíslu¹né algebraiké struktury. Svá tvrzení zdùvodnìte.

[Jde o svaz, v nìm¾ in�ma jsou prùniky. Supremum se poèítá takto: pro

libovolné a; b; ; d 2 R takové, ¾e intervaly (a; b) a (; d) nejsou disjunktní,

platí (a; b)_ (; d) = (a; b)[ (; d). Naopak, pokud napøíklad a < b <  < d,

pak je (a; b) _ (; d) = (; d) _ (a; b) = (a; d). Pro libovolné s 2 S je

s _ ; = ; _ s = s. Tento svaz není modulární, nebo» napøíklad

�

(0; 2) ^ (3; 4)

�

_ (0; 1) = ; _ (0; 1) = (0; 1);

kde¾to

(0; 2) ^

�

(3; 4) _ (0; 1)

�

= (0; 2) ^ (0; 4) = (0; 2):

Proto tento svaz není ani distributivní a tedy ani Booleova algebra.℄

[Ú11 -8℄ Neh» X je neprázdná mno¾ina. Oznaème

S(X) = f� � X �X ; 8x; y 2 X : ((x; y) 2 � =) (y; x) 2 �)g

mno¾inu v¹eh symetrikýh relaí na X . Doka¾te, ¾e uspoøádaná mno-

¾ina (S(X);�) je svaz. Rozhodnìte, zda S(X) je podsvaz svazu (P(X �

X);[;\), kde P(X�X) oznaèuje mno¾inu v¹eh binárníh relaí na mno-

¾inì X . Rozhodnìte, zda uspoøádaná mno¾ina (S(X);�) tvoøí

(a) úplný svaz;

(b) komplementární svaz;

() distributivní svaz;



(d) Booleovu algebru.

Své odpovìdi zdùvodnìte.

[Proto¾e sjednoení i prùnik libovolného systému symetrikýh relaí jsou

opìt symetriké relae, je (S(X);�) úplný svaz, ve kterém jsou in�ma prù-

niky a suprema sjednoení. Je tedy S(X) podsvaz Booleovy algebry (P(X�

X);[;\). Jako podvaz distributivního svazu je distributivní. Komplemen-

tem symetriké relae � � X �X v Booleovì algebøe (P(X �X);[;\) je

symetriká relae (X�X)��, je tedy S(X) Booleova podalgebra Booleovy

algebry (P(X �X);[;\). Jde tedy o komplementární svaz.℄

[Ú12 -8℄ Je dána koneèná neprázdná mno¾ina Y a v ní pevnì zvolený prvek a 2 Y .

Oznaème P(Y ) mno¾inu v¹eh podmno¾in mno¾iny Y . Uva¾me zobrazení

f : P(Y ) ! f0; 1g dané následujíím pøedpisem: pro libovolné A � Y

klademe f(A) = 1, jestli¾e a 2 A, a f(A) = 0 v opaèném pøípadì. Oznaème

X = fA � Y ; f(A) = 1g.

(a) Rozhodnìte, zda zobrazení f je homomor�smus svazu (P(Y );�) do

svazu (f0; 1g;�).

(b) Rozhodnìte, zda X je ideál, resp. �ltr svazu (P(Y );�).

() Rozhodnìte, zda (X;�) je Booleova algebra.

Svá tvrzení zdùvodnìte.

[Ve svazu (P(Y );�) jsou suprema mno¾inová sjednoení a in�ma mno-

¾inové prùniky. Ve svazu (f0; 1g;�) je supremem maximum a in�mem

minimum. Neh» A;B � Y jsou libovolné. Pak f(A[B) = 0 právì tehdy,

kdy¾ a =2 A [ B, tj. právì kdy¾ a =2 A a souèasnì a =2 B, o¾ nastane

právì tehdy, kdy¾ f(A) = 0 a souèasnì f(B) = 0. Je proto f(A [ B) =

maxff(A); f(B)g. Podobnì se doká¾e f(A \ B) = minff(A); f(B)g, a

tedy zobrazení f je svazový homomor�smus. Libovolný prvek mno¾iny X

je podmno¾ina mno¾iny Y obsahujíí prvek a. Proto budou prvek a obsa-

hovat prùniky i sjednoení libovolnýh dvou prvkù mno¾iny X. Proto je

X podsvazem svazu (P(Y );�). Jistì pro ka¾dé A 2 X a ka¾dé B 2 P(Y )

takové, ¾e A � B, platí B 2 X. Je tedy X �ltr svazu (P(Y );�). Ideál to

v¹ak není, nebo» fag 2 X, av¹ak ; =2 X, pøesto¾e ; � fag. Jako podsvaz

distributivního svazu (P(Y );�) je (X;�) distributivní svaz. Je té¾ kom-

plementární, komplementem prvku A 2 X je mno¾ina fag [ (Y � A), je

tedy (X;�) Booleova algebra s nejvìt¹ím prvkem Y a nejmen¹ím prvkem

fag.℄


