Ulohy k procvi¢ovani textu o svazech

Cislo za pomlckou v oznaceni tilohy je &islo kapitoly textu, kterd je tilohou
procvicovana. Kazda dloha je vyresena o nékolik stranek pozdéji.

Kontrolni otazky - zadani

Odpovézte, zda uvedené tvrzeni je pravdivé.

[K1-2]
(K2 -2]

[K3-3]
[K4-3]

[K5-3]

[K6-3]

[K7-3]

(K8 -4]
[K9-4]

[K10-4]

(K11 -4]

(K12 4]

(K13 4]

(K14 -4]
(K15 -4]
(K16 -4]
(K17 -4]
(K18 -4]

ano - ne Kazdy svaz na t¥iprvkové mnoziné je retézec.

ano - ne MnoZina v8ech prvoideéli okruhu (Z, +, ) usporddand inkluzi
tvori svaz.

ano - ne Kazdy svazovy homomorfismus je izotonni zobrazeni.

ano - ne Je-li S svaz a M jeho neprazdna podmnozina, kterd je soucasné
jeho idealem i filtrem, pak M = S.

ano - ne Kazdé izotonni zobrazeni mezi koneénymi svazy je svazovy
homomorfismus.

ano - ne Libovolny svazovy homomorfismus mezi kone¢nymi svazy zob-
razi nejmensi prvek jednoho svazu na nejmensi prvek druhého svazu.

ano - ne Necht f: G — H je homomorfismus svazii a G' C G podsvaz.
Pak f(G') je podsvaz svazu H.

ano - ne Kazdy desetiprvkovy svaz je tplny.

ano - ne Mnozina vSech idedlit daného okruhu tvori Gplny svaz vzhledem
k inkluzi.

ano - ne Mnozina vSech podokruhtt daného okruhu tvori tplny svaz
vzhledem k inkluzi.

ano - ne SloZzenim dvou homomorfismi svazi dostaneme homomorfismus
svazu.

ano - ne Kazdy fetézec, ktery ma nejmensi i nejvétsi prvek, je uplny
svaz.

ano - ne Je-li G kone¢ny neprazdny svaz a f : G — G izotonni zobrazeni,
pak existuje g € G tak, ze f(g) = g.

ano - ne Zadny nekone¢ny fetézec neni tplny svaz.

ano - ne Existuje uplny svaz a jeho podsvaz, ktery neni tplny.

ano - ne Existuje uplny svaz a jeho idedl, ktery neni tplnym svazem.
ano - ne Existuje tplny svaz a jeho filtr, ktery neni iplnym svazem.

ano - ne Je-li f: G - H homomorfismus svazii a G' C G je ideél svazu
G, pak f(G') je idedl svazu H.
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ano - ne Kazdy svaz, ktery mé alespon dva prvky, obsahuje dvojprvkovy
podsvaz.

ano - ne Soudin dvou libovolnych svazii, které jsou fetézci, je opét
fetézec.

ano - ne Soucin dvou tplnych svazi je tplny.

ano - ne Podsvaz tplného svazu je Uplny, pravé kdyz obsahuje sviij
nejvetsi a nejmensi prvek.

ano - ne Necht f : G — H je surjektivni homomorfismus svazi. Pak
svaz G je modularni, pravé kdyz svaz H je modularni.

ano - ne Svaz vSech podgrup libovolné komutativni grupy je modulérni.
ano - ne Kazdy uplny svaz je distributivni.
ano - ne Kazdy moduldrni svaz je distributivni.

ano - ne Existuji distributivni svazy G, H takové, 7e svaz G x H neni
modulérni.

ano - ne Necht f : G — H je surjektivni homomorfismus svazi. Pak
svaz G je distributivni, pravé kdyz svaz H je distributivni.

ano - ne Svaz vSech podgrup libovolné kone¢né komutativni grupy je
distributivni.

ano - ne V libovolném konecéném distributivnim svazu tvorfi mnozina
vSech V-nedosazitelnych prvki podsvaz.

ano - ne Kazdy komplementarni svaz je modularni.

ano - ne Kazda Booleova algebra je konecné.

ano - ne Pocet prvki libovolné konecné Booleovy algebry je sudé ¢islo.
ano - ne Pocet prvki libovolné konec¢né Booleovy algebry je mocnina 2.

ano - ne V modularnim svazu je komplement prvku, pokud existuje,
urcen jednoznacné.

ano - ne Libovolné dvé konecné Booleovy algebry o stejném poctu prvki
jsou izomorfni.

ano - ne Necht G je Booleova algebra a f : G — H je surjektivni
homomorfismus svazi. Pak H je distributivni svaz.

ano - ne Necht G je Booleova algebra a f : G — H je surjektivni
homomorfismus svazi. Pak H je modularni svaz.

ano - ne Kazdy netrividlni Booleidv okruh mé charakteristiku 2.

ano - ne Kazdy konecny okruh charakteristiky 2 je Booletv.
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Priklady - zadani

Udejte priklad grupy, kterd je polosvazem.
Udejte priklad polosvazu, ktery neni svazem.

Udejte piiklad sedmiprvkového svazu S, ktery je izomorfni s dudlnim sva-
zem ke svazu S.

Udejte priklad pétiprvkového svazu, ktery neni izomorfni se svazem k
nému dudlnim.

Udejte priklad svazu, ktery obsahuje jako podsvaz fetézec libovolné ko-
necné délky.

Udejte priklad svazu, ktery obsahuje jako podsvaz fetézec libovolné ko-
nefné délky, ale neobsahuje podsvaz izomorfni s (N, <).

Udejte priklad bijektivniho izotonniho zobrazeni mezi usporadanymi mno-
zinami, které neni izomorfismus usporddanych mnozin.

Udejte piiklad izotonniho zobrazeni mezi svazy, které neni svazovy homo-
morfismus.

Udejte priklad nekonec¢ného tiplného svazu S, ktery neni izomorfni s du-
alnim svazem ke svazu S.

Udejte priklad svazu S, ktery je izomorfni s dudlnim svazem ke svazu S a
ktery neni Gplnym svazem.

Udejte priklad ¢tyrprvkového svazu, ktery neni modularni.
Udejte priklad Sestiprvkového svazu, ktery neni moduléarni.

Udejte priklad surjektivniho svazového homomorfismu f nemodularniho
svazu A na modulédrni svaz B.

Udejte priklad Sestiprvkového svazu, ktery obsahuje dva riizné podsvazy
izomorfni s Ny (s pétithelnikem).

Udejte priklad Sestiprvkového svazu, ktery obsahuje podsvaz izomorfni s
Ny (s pétithelnikem) a podsvaz izomorfni s My (diamantem).

Udejte priklad sedmiprvkového modularniho svazu, ktery neni distribu-
tivni.

Udejte priklad surjektivniho svazového homomorfismu f nedistributivniho
svazu A na distributivni svaz B.

Udejte priklad Sestiprvkového komplementarniho svazu.
Udejte priklad distributivniho svazu, ktery neni komplementarni.
Udejte priklad komplementarniho svazu, ktery neni distributivni.

Udejte priklad Booleovy algebry, kterd neni modulérni svaz.
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[U3-3]

Udejte priklad Booleovy algebry a jejiho podsvazu, ktery neni jeji Boole-
ovou podalgebrou.

Udejte priklad Booleovy algebry a jejiho pétiprvkového podsvazu.

Udejte priklad Booleovy algebry B a svazového homomorfismu f : B —
B, ktery neni homomorfismus Booleovych algeber.

Udejte priklad Booleova okruhu, ktery neni obor integrity.
Udejte priklad Booleova okruhu, ktery je téleso.

Udejte priklad tiiprvkového Booleova okruhu.

Ulohy - zadani

V Gaussové roviné komplexnich ¢isel uvazme pro libovolna redlnd a < b
nasledujici oblouk na jednotkové kruznici:

K(a,b) = {cost +isint; t € R, a <t < b}.
Necht
K ={K(a,b); a,b € R, a <b}U{0}.

Rozhodnéte, zda usporfddand mnozina (K C) tvoii svaz, a pokud ano,
popiste, jak se pocitaji vSechny operace piislusné algebraické struktury.
Sva tvrzeni zduvodnéte.

Uvazme rovinu R x R. Pro libovolny bod (z,y) € Rx R a libovolné r € R,
r > 0, ozna¢me K (z,y,r) otevieny kruh o stiedu (z,y) a poloméru r

K(z,y,7) = {(u,0); w,v € R, (& —u)> + (y —v)” <12},
Ozna¢me K mnozinu v8ech kruht spolu s prazdnou mnozinou:
K ={K(z,y,r); z,y,r € R, 7 >0} U {0}.

Rozhodnéte, zda K vzhledem k mnozinové inkluzi tvoii svaz. Pokud ano,
popiste, jak vypadaji infima a suprema. Sva tvrzeni zduvodnéte.

Je dana kone¢nd neprazdnd mnoZina Y. Ozna¢me n = |Y| pocet jejich
prvki a P(Y) mnozinu vSech jejich podmnozin. UvaZzme zobrazeni f :
P(Y) — NU{0} dané predpisem f(A) = |A| pro libovolné A C Y (je tedy
f(A) polet prvk mnoZiny A.)

(a) Rozhodnéte, zda zobrazeni f je homomorfismus svazu (P(Y'),C) do
svazu (NU {0}, <).

(b) Rozhodnéte, zda zobrazeni f je izotonni zobrazeni uspofddané mno-
ziny (P(Y), C) do usporfddané mnoziny (N U {0}, <).

(c) Urcete, pro kterd nezaporn celd ¢isla k je mnozina f~1(k) = {A C
Y; f(A) = k} v8ech k-prvkovych podmnoZin mnoZiny Y podsvazem
svazu (P(Y), Q).



[U4-4]

[U5-7]

[U6-7]

[U7-8]

Své tvrzeni zdtivodnéte.

Oznaéme T = {(a,b) € Nx N; a > b} podmnozinu usporadané mnoziny
(N x N, <), kde pro libovolné (a,b), (¢,d) € N x N klademe (a,b) < (¢,d)
pravé tehdy, kdyz a < ¢ a soucasné b < d.

Rozhodnéte, zda T je idedl svazu (N x N, <).

Rozhodnéte, zda T je filtr svazu (N x N, <).

Rozhodnéte, zda T je podsvaz svazu (N x N, <).

Rozhodnéte, zda zobrazeni f : T — N urcéené predpisem f((a,b)) =
a + b je izotonni zobrazeni (T, <) do (N, <).

(e) Rozhodnéte, zda zobrazeni f : T — N urcené predpisem f((a,b)) =
a + b je homomorfismus svazu (T, <) do svazu (N, <).

(f) Rozhodnéte, zda svaz (T, <) je uplny svaz.
Sva tvrzeni zdivodnéte.

Jsou dany dvé dvojprvkové grupy G, H. Popiste svaz vSech podgrup jejich
soucinu, tj. svaz v8ech podgrup grupy G x H a rozhodnéte, zda je tento
svaz

(a) modulérni;

(b) distributivni.
Sva tvrzeni zduvodnéte.

Necht X je neprézdnd mnozina. Ozna¢me
T(X) = {p C XxX; Va,y,2 € X:((0,9) € pA(1,2) € p = (2,2) € p)}
mnozinu vSech tranzitivnich relaci na X.

(a) Dokazte, ze usporddand mnozina (7 (X), C) je svaz, a pro libovolnd
o,p € T(X) popiste c ApacVp.
(b) Rozhodnéte, zda uspofddand mnozina (7 (X), C) tvor{ Gplny svaz.

(c) Rozhodnéte, zda usporadand mnozina (7 (X), C) tvoii distributivni
svaz.

(d) Rozhodnéte, zda T (X) je podsvazem svazu (P(X x X),C), kde
P(X x X) zna¢i mnozinu viech bindrnich relaci na mnoziné X.

Své odpovédi zduvodnéte.

Pro libovolna realna cisla a, b takova, ze a < 0, b > 0, uvazme otevieny
interval
(a,b) ={t € R; a < t < b}.

Necht S je mnozina v8ech takovych intervali:
S ={(a,b); a,be R, a<0,b>0}.

Rozhodnéte, zda usporddand mnozina (S, C) tvoii



[U8-8]

[U9-8]
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a) svaz;

(a)
(b) modulérni svaz;
(c) distributivni svaz;

(d) Booleovu algebru.

Pokud v nékterém ptipadé odpovite ano, popiste, jak se pocitaji vSechny
operace prislugné algebraické struktury. Sva tvrzeni zdavodnéte.

Pro libovolnou mnozinu M C R uvazme nasledujici mnozinu polynomu s
realnymi koeficienty:

P(M) ={f eRz]; Va € M : f(a) =a}.

Polozme P = {P(M); M C R}. Rozhodnéte, zda uspofddand mnozina
(P, C) tvori

(a) svaz;

(b) Booleovu algebru.

Pokud v nékterém pripadé odpovite ano, popiste, jak se pocitaji vechny
operace piislusné algebraické struktury. Sva tvrzeni zdivodnéte.

V Gaussové roviné komplexnich ¢isel uvazme jednotkovou kruznici
K = {cost +isint; t € R}

a pro libovolna redlné a, b takova, 7e a < b < a + m, definujme nasledujici
otevieny oblouk na jednotkové kruznici:

K(a,b) = {cost +isint; t € R, a < t < b}

(uvédomte si, ze podminka a < b < a + 7 znamen4, ze oblouk K (a,b) je
¢éasti pulkruznice). Necht

K={K(a,b);a,beR a<b<a+n}U{K,D}.
Rozhodnéte, zda usporddand mnozina (K, C) tvori

(a) svaz;

(b) Booleovu algebru.

Pokud v nékterém pripadé odpovite ano, popiste, jak se pocitaji vsechny
operace prislusné algebraické struktury. Sva tvrzeni zdivodnéte.

Pro libovolna realna ¢isla a < b uvazme otevieny interval
(a,b) ={t € R; a <t < b}.
Necht S je mnozina vSech takovych intervali spolu s prazdnou mnoZinou:
S ={(a,b); a,b€e R, a <b}U{D}.

Rozhodnéte, zda usporddand mnozina (S, C) tvoii



[U11-8]

[U12-8]

(a) svaz;
(b) modulérni svaz;

(c) distributivni svaz;

(d) Booleovu algebru.

Pokud v nékterém ptipadé odpovite ano, popiste, jak se pocitaji vSechny
operace prislugné algebraické struktury. Sva tvrzeni zdavodnéte.

Necht X je neprézdnd mnozina. Ozna¢me
SX)={pCXxX;Vr,ye X:((z,y) €p = (y,7) € p)}

mnozinu vSech symetrickych relaci na X. Dokazte, ze usporadand mno-
zina (S(X), C) je svaz. Rozhodnéte, zda S(X) je podsvaz svazu (P(X X
X),U,N), kde P(X x X) oznacuje mnozinu v8ech bindrnich relaci na mno-
7ind X . Rozhodnéte, zda usporddand mnozina (S(X), C) tvorii
(a) aplny svaz;
(b) komplementarni svaz;
(c) distributivni svaz;
)

(d) Booleovu algebru.
Své odpovédi zdiavodnéte.

Je dana konecna neprazdna mnozina Y a v ni pevné zvoleny prvek a € Y.
Ozna¢me P(Y) mnozinu v8ech podmnoZin mnoziny Y. UvaZzme zobrazeni
f: PY) — {0,1} dané nésledujicim pfedpisem: pro libovolné A C YV
klademe f(A) = 1, jestlizea € A, a f(A) = 0 v opaéném piipadé. Oznalme
X = {ACY; f(4) =1},

(a) Rozhodnéte, zda zobrazeni f je homomorfismus svazu (P(Y'),C) do
svazu ({0, 1}, <).

(b) Rozhodnéte, zda X je idedl, resp. filtr svazu (P(Y), C).

(¢) Rozhodnéte, zda (X, C) je Booleova algebra.

Sva tvrzeni zduvodnéte.
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Kontrolni otazky - reseni

ano Kazdy svaz na t¥iprvkové mnoZiné je fetézec. [Jeden prvek musi byt
nejuétsi (jako supremum vsSech t¥i prvki), jeden nejmensi (jako infimum
vSech t7i pruki), proto je kaZdy prvek srovnatelny s kazdym.]

ne MnoZina v8ech prvoidedlt okruhu (Z, +,-) uspofddand inkluzi tvoii
svaz. [MnoZina vsech prvoidedli. okruhu (Z,+,-) se sklidd z nulového ide-
dlu a hlavnich ideali (p), kde p probihd vsSechna prvocisla. Proto napriklad
neexistuje Zddny prvoidedl obsahugici idedly (2) a (3).]

ano KaZdy svazovy homomorfismus je izotonni zobrazeni. [Véta 3.3.]

ano Jeli S svaz a M jeho neprazdna podmnozina, kterd je souCasné
jeho idedlem i filtrem, pak M = S. [Je-li m € M, pak pro libovolné s € S
musi M obsahovat i m A s < m, protoZe je M idedl, a tedy i s > m A s,
protoZe je M filtr.]

ne Kazdé izotonni zobrazeni mezi kone¢nymi svazy je svazovy homomor-
fismus. [Prikladem je izotonni bijekce z ctyrprvkového svazu, ktery neni
fetézec, do ctyrprvkového svazu, ktery je fetézec.]

ne Libovolny svazovy homomorfismus mezi koneénymi svazy zobrazi
nejmensi prvek jednoho svazu na nejmensi prvek druhého svazu. [Napfi-
klad mezi dvéma dvojprvkovymi svazy konstantni zobrazeni na vétsi proek.]

ano Necht f: G — H je homomorfismus svazti a G' C G podsvaz. Pak
f(G") je podsvaz svazu H. [Plyne z véty 3.3, nebot ziZeni zobrazeni f na
G' je homomorfismus svazi G' — H.]

ano Kazdy desetiprvkovy svaz je uplny. [Libovolny neprizdny konecny
svaz je uplny.]

ano Mnozina v8ech idedlii daného okruhu tvori aplny svaz vzhledem k
inkluzi. [Plyne z véty 4.1 a skript Rosicky, Algebra, véta 9.4.]

ano Mnozina vSech podokruhii daného okruhu tvoii iplny svaz vzhledem
k inkluzi. [Plyne z véty 4.1 a skript Rosicky, Algebra, véta 3.8.]

ano Slozenim dvou homomorfism svazii dostaneme homomorfismus
svazi. [Plyne z definice homomorfismu svazi a toho, Ze tuto vlastnost md
homomorfismus grupoidi.]

ne Kazdy retézec, ktery ma nejmensi i nejvétsi prvek, je uplny svaz.
[Napiiklad (Z — {0}, ), kde <X je definovdno takto: pro libovolné a,b €
7 — {0} klademe a < b, pravé kdyZ ab > 0 a a < b nebo kdyZ a > 0
a b < 0. Nazorné feceno, v fetézci vSech nenulovych celych cisel jsme
vymeénili kladnd a zdpornd cisla: 1 <2 <3 <+ < -3<-2<—1. To je
retézec, ma nejmensi i nejvetsi prvek, ale mnoZina prirozenych cisel zde
nemd supremum.|

ano Je-li G kone¢ny neprazdny svaz a f : G — G izotonni zobrazeni, pak
existuje g € G tak, ze f(g) = g. [Plyne z véty 4.3, protoze kaZdy konecny
neprazdny svaz je iplng.]
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ne Zadny nekonecény fetézec neni tiplny svaz. [Retézec (N U {0}, <) je
aplnyg svaz.]

ano Existuje Gplny svaz a jeho podsvaz, ktery neni uplny. [UvaZte na-
priklad iplng svaz (N U {oco},<) a jeho podsvaz N, ktery nemd nejvétsi
proek.]

ano Existuje Gplny svaz a jeho idedl, ktery neni uplnym svazem. [Uvazte
napiiklad dplng svaz (N U {00}, <) a jeho idedl N, ktery nemd nejuétsi
proek.]

ano Existuje Gplny svaz a jeho filtr, ktery neni Gplnym svazem. [Uvazte
naptiklad uplny svaz (Z U {oco, —o0}, <) a jeho filtr Z U {oo}, ktery nemd
nejmensi prvek.]

ne Je-li f: G — H homomorfismus svazi a G’ C G je idedl svazu G, pak
f(G") je ideél svazu H. [Uvazte injektivni homomorfismus z t¥iprokového
svazu G do Ctyiprvkového svazu H, ktery neni vetézec. Pak G' = G je idedl
svazu G, ale f(G'") neni idedl svazu H.]

ano Kazdy svaz, ktery ma alespon dva prvky, obsahuje dvojprvkovy
podsvaz. [Zvolte libovolné dva rizné prvky a,b. Pak aVb a a Ab jsou dva
rizné srovnatelné proky a tedy {aV b,a A b} tvoii dvojprvkovy podsvaz.]

ne Soudin dvou libovolnych svaz, které jsou fetézci, je opét Fetézec.
[Piedposledni pozndmka na konci kapitoly 5.]

ano Soudin dvou uplnych svazi je tplny. [Plyne z toho, Ze v soucinu
svazi plati (a,b) < (e,d), prdvé kdyz a < ¢ a soucasné b < d.]

ne Podsvaz Gplného svazu je tplny, pravé kdyz obsahuje sviij nejvétsi
a nejmensi prvek. [Na mnoZiné 7 wvazte ndsledujici uspordiddni <: pro
libovolnd celd cisla a, b klademe a < b, pravé kdyZ nastavd néktera z
ndsledugicich podminek: bud ab > 0 a a < b, anebo b < 0 < a. Ndzorné
receno, v Tetézci vsech celych cisel jsme vymenili kladnd a zdpornd cisla:
1<2<3<--<0<:-<-3<-2<—1. Promyslete si, Ze jsme
dostali uplny svaz. Odstranénim nuly ziskdme podsvaz, ktery uz nebude

aplny: napiiklad mnoZina kladngch &isel nemd supremum.]

ne Necht f: G — H je surjektivni homomorfismus svazi. Pak svaz G je
moduldrni, pravé kdyz svaz H je moduldrni. [Uvazte situaci, kdy G neni
moduldrni a H je jednoprvkovy.]

ano Svaz vSech podgrup libovolné komutativni grupy je modularni. [Viz
disledek véty 6.1.]

ne Kazdy plny svaz je distributivni. [Prikladem je svaz Ny (pétiihelnik)
nebo svaz M; (diamant).]

ne Kazdy modularni svaz je distributivni. [Prikladem je svaz Ms (dia-
mant), ktery je moduldrni, ale neni distributivni.]

ne Existuji distributivni svazy G, H takové, ze svaz G x H neni modu-
larni. [Vety 7.4 a 7.2.]
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ne Necht f: G — H je surjektivni homomorfismus svazi. Pak svaz G
je distributivni, pravé kdyz svaz H je distributivni. [UvaZte situaci, kdy G
neni distributivni a H je jednoprvkovy.]

ne Svaz vSech podgrup libovolné konecné komutativni grupy je distri-
butivni. [Uvazte grupu Zo X Zo, kterd md ¢ dvojprvkové podgrupy a tedy
jeji svaz podgrup je izomorfni se svazem My (diamantem).]

ne V libovolném konecném distributivnim svazu tvori mnozina vsech
V-nedosaZitelnych prvkt podsvaz. [Uvazte svaz vSech podmnoZin mno-
Ziny {1,2}, tj. svaz ({0,{1},{2},{1,2}}, C), ktery md dva V-nedosaZitelné
proky, totiz {1} a {2}.]

ne Kazdy komplementirni svaz je modularni. [Prikladem je svaz Nj
(pétitvhelnik).]

ne Kazda Booleova algebra je kone¢nd. [Prikladem je Booleova algebra
vSech podmnozin néjaké nekoneéné mnoziny./

ne Pocet prvki libovolné koneéné Booleovy algebry je sudé ¢islo. [Jed-
noprvkovy svaz je Booleova algebra.]

ano Pocet prvki libovolné kone¢né Booleovy algebry je mocnina 2. [Plyne
z véty 8.7.]

ne V modularnim svazu je komplement prvku, pokud existuje, urcen
jednoznacné. [Piikladem je svaz My (diamant).]

ano Libovolné dvé konecné Booleovy algebry o stejném poctu prvki jsou
izomorfni. [Plyne z véty 8.7.]

ano Necht G je Booleova algebra a f: G — H je surjektivni homomor-
fismus svazi. Pak H je distributivni svaz. [ProtoZe G je Booleova algebra,
je to distributivni svaz. Podle véty 7.4 je proto H distributivni svaz.]

ano Necht G je Booleova algebra a f: G — H je surjektivni homomor-
fismus svazi. Pak H je modularni svaz. [ProtozZe G je Booleova algebra, je
to distributivni svaz. Podle véty 7.4 je proto H distributivni svaz a podle
véty 7.2 je i modularni.]

ano Kazdy netrividlni Booleiv okruh mé charakteristiku 2. [Véta 9.1.]

ne KaZdy koneény okruh charakteristiky 2 je Booletiv. [Napf#iklad téleso
o0 4 prucich.]

Piiklady - feSeni
Udejte priklad grupy, kterd je polosvazem. [Jedingm mozngm piikladem
je jednoprvkovd grupa.]

Udejte piiklad polosvazu, ktery neni svazem. [Nap#iklad triprvkovd uspo-
fadand mnoZina, jejiz Hasseiwv diagram je tvaru V.]
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Udejte piiklad sedmiprvkového svazu S, ktery je izomorfni s dudlnim sva-
zem ke svazu S. [Napftiklad sedmiprvkovy fetézec.]

Udejte priklad pétiprvkového svazu, ktery neni izomorfni se svazem k
nému dudlnim. [Napiiklad ({0,{1},{1,2},{1,3},{1,2,3}},C)./

Udejte priklad svazu, ktery obsahuje jako podsvaz fetézec libovolné ko-
neéné délky. [Napriklad fetézec (N, <).]

Udejte priklad svazu, ktery obsahuje jako podsvaz fetézec libovolné ko-
neéné délky, ale neobsahuje podsvaz izomorfni s (N, <). [Napiiklad sjed-
noceni posloupnosti disjunktnich tetézcu délky 1, 2, 3, ..., ke kterému
priddte jeden nejvétsi a jeden nejmensi prvek.]

Udejte priklad bijektivniho izotonniho zobrazeni mezi usporadanymi mno-
Zinami, které neni izomorfismus usporddanych mnozin. [Prikladem je izo-
tonni bijekce z ctyrprvkového svazu, ktery neni retézec, do ctyrprvkového
svazu, ktery je tetézec.]

Udejte piiklad izotonniho zobrazeni mezi svazy, které neni svazovy homo-
morfismus. [Napftiklad bijektivni izotonni zobrazeni ze étyiprokového svazu,
ktery neni fetézec, do ctyrprvkového svazu, ktery je fetézec.]

Udejte priklad nekonec¢ného tiplného svazu S, ktery neni izomorfni s du-
alnim svazem ke svazu S. [Napiiklad svaz (N U {o0}, <).]

Udejte priklad svazu S, ktery je izomorfni s dudlnim svazem ke svazu S a
ktery neni Gplnym svazem. [Napfiklad svaz (Z,<).]

Udejte priklad ¢tyiprvkového svazu, ktery neni modulérni. [Neezistuje, viz
vétu 6.5.]

Udejte piiklad Sestiprvkového svazu, ktery neni moduldrni. [Napiiklad
svaz Ny (pétithelnik), ke kterému priddte jesté jeden prvek jako nejuétsi.]

Udejte priklad surjektivniho svazového homomorfismu f nemodularniho
svazu A na moduldrni svaz B. [Za A lze vzit libovolny nemoduldrni svaz,
napriklad pétiihelnik N5. Za B zvolte jednoprvkovy svaz. Jediné zobrazeni
f: A — B je homomorfismus svazi.]

Udejte priklad Sestiprvkového svazu, ktery obsahuje dva riizné podsvazy
izomorfni s N5 (s pétitthelnikem). [Modifikujte svaz Ms (diamant) tak, Ze
mezi nejmensi prvek a prvek nakresleny uprostied umistite dalsi proek.]

Udejte priklad Sestiprvkového svazu, ktery obsahuje podsvaz izomorfni s
N5 (s pétithelnikem) a podsvaz izomorfni s My (diamantem). [Modifi-
kujte svaz Ms (diamant) tak, Ze mezi nejmensi prvek a prvek nakresleny
uprostied umistite dalsi prvek.]

Udejte priklad sedmiprvkového modularniho svazu, ktery neni distribu-
tivni. [Napftiklad drak, ktery vznikne z diamantu Ms tim, Ze pod jeho
nejmensi prvek priddme jesté fetézec dvou dalsich proki.]
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Udejte priklad surjektivniho svazového homomorfismu f nedistributivniho
svazu A na distributivni svaz B. [Za A lze vzit libovolny nedistributivni
svaz, napriklad N5 nebo Ms. Za B zvolte jednoprvkovy svaz. Jediné zob-
razeni f : A — B je homomorfismus svazi.]

Udejte priklad Sestiprvkového komplementarniho svazu. [Napfiklad svaz

({0,{1}, {2}, {3}, {4}.{1,2,3,4}}, ©) ]

Udejte priklad distributivniho svazu, ktery neni komplementarni. [Napfi-
klad tiiprokovy retézec.]

Udejte piiklad komplementarniho svazu, ktery neni distributivni. [Prikla-
dem je svaz My (diamant).]

Udejte piiklad Booleovy algebry, kterd neni modularni svaz. [Neezistuje:
dle definice je Booleova algebra distributivni, a proto i moduldrni.]

Udejte priklad Booleovy algebry a jejiho podsvazu, ktery neni jeji Booleo-
vou podalgebrou. [Naptiklad libovolnd jednoprvkovd podmnoZina dvojprv-
kové Booleovy algebry.]

Udejte piiklad Booleovy algebry a jejtho pétiprvkového podsvazu. [Na-
priklad Booleova algebra vsech podmnozin mnoziny {1,2,3} a jeji podsvaz

{0,{1},{2},{1,2},{1,2,3}}.

Udejte priklad Booleovy algebry B a svazového homomorfismu f : B —
B, ktery neni homomorfismus Booleovych algeber. [Napfiklad dvojprvkovd
Booleova algebra a néjaké konstantni zobrazeni (tj. oba prvky zobrazi na
stejny prvek).]

Udejte priklad Booleova okruhu, ktery neni obor integrity. [Prikladem je
Booletiv okruh, ktery md alesponi 4 prvky, napiiklad Zo x Z».]

Udejte priklad Booleova okruhu, ktery je téleso. [Jedingm mozngm prikla-
dem je dvojprvkovy Booleiv okruh.]

Udejte priklad tfiprvkového Booleova okruhu. [Neezistuje, viz véty 9.3 a
8.7.]

Ulohy - feSeni

V Gaussové roviné komplexnich ¢éisel uvazme pro libovolnd redlnd a < b
nasledujici oblouk na jednotkové kruznici:

K(a,b) = {cost +isint; t € R, a <t < b}.

Necht

K ={K(a,b);a,beR, a <b}U{D}.
Rozhodnéte, zda usporfddand mnozina (K C) tvoii svaz, a pokud ano,
popiste, jak se pocitaji vSechny operace piislusné algebraické struktury.
Sva tvrzeni zdivodnéte.
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[Nejde o svaz: napriklad K(0,%) a K(r, 37”) nemagi supremum: mnozina
jejich hornich zdvor nemd nejmensi prvek, nebot hornimi zdvorami jsou
K(0, 37”) a K(m, 57’7) hledané supremum by muselo bijt podmnoZinou obou
téchto oblouki, tedy i jejich priniku K(0,%)U K(m, 37”), muselo by viak
obsahovat oba oblouky K(0,%) a K(m,2L), tedy bylo by rovno K(0,%) U
K(m,22), to viak neni proek K.]

Uvazme rovinu R X R. Pro libovolny bod (z,y) € Rx R a libovolné r € R,
r > 0, ozna¢me K (z,y,r) otevieny kruh o stiedu (z,y) a poloméru r

K(z,y,7) = {(u,0); w,v € R, (z —u)* + (y —v)* <r’}.
Oznac¢me K mnozinu vSech kruhti spolu s prazdnou mnozinou:
K={K(z,y,r); z,y,r € R, r >0} U {0}.

Rozhodnéte, zda K vzhledem k mnozinové inkluzi tvori svaz. Pokud ano,
popiste, jak vypadaji infima a suprema. Sva tvrzeni zdivodnéte.

[Nejde o svaz. UvaZme dva disjunktni kruhy, naptiklad kruhy K(—1,0,1)
a K(1,0,1). MnoZina hornich zdvor se sklddd ze vsech kruhi, obsahugji-
cich sjednocent obou kruhi jako svou podmnoZinu. Supremum téchto dvou
kruhi by tedy musel byt nejmensi prvek této mnoZiny hornich zdavor. Ale
Zadny z téchto kruhi neni obsaZen v ostatnich jako jejich podmnoZina:
uwvedomte si, jok vypadd prunik vsech téchto kruhu, je to sjednoceni dvou
otevienych pulkruhi o uzavieného ctverce. Diskutovanym supremem by
musel byt kruh, ktery by byl obsaZen v prdavé popsaném utvaru a obsahoval
by oba kruhy. Takovy kruh neexistuje.]

Je ddna kone¢nd neprazdnd mnozina Y. Oznaéme n = |Y| polet jejich
prvki a P(Y) mnozinu vSech jejich podmnozin. UvaZzme zobrazeni f :
P(Y) - NU{0} dané predpisem f(A) = |A| pro libovolné A C Y (je tedy
f(A) polet prvk mnoZiny A.)

(a) Rozhodnéte, zda zobrazeni f je homomorfismus svazu (P(Y'),C) do
svazu (NU {0}, <).

(b) Rozhodnéte, zda zobrazeni f je izotonni zobrazeni uspofadané mno-
ziny (P(Y), C) do usporfadané mnoziny (N U {0}, <).

(c) Urcete, pro kterd nezaporn celd ¢isla k je mnozina f~!(k) = {A C
Y; f(A) = k} vSech k-prvkovych podmnozin mnoziny Y podsvazem
svazu (P(Y), Q).

Své tvrzeni zdtivodnéte.

[Ve svazu (P(Y),C) jsou suprema mnoZinovd sjednoceni a infima mno-
Zinové praniky. Ve svazu (N U {0}, <) je supremem mazimum a infimem
minimum. Snadno je vidét, Ze v pripadé, kdy je mnoZina Y jednoprvkovd,
je zobrazeni f svazovy homomorfismus. V pfipadé, kdy mnozinaY md ale-
spofi dva prvky, pak pro a,b € Y, a #b, plati f({a} U {b}) = f({a,b}) =
2 # 1 = max{f({a}), f({b})}, takZe zobrazeni f neni v pFipadé alespori
dvojprvkové mnoZiny Y svazovy homomorfismus. Necht A, B C Y jsou
libovolné. Pak z A C B plyne f(A) < f(B), a tedy zobrazeni f je izo-
tonni. ProtoZe pro libovolné nezdporné celé ¢islo k md prinik dvou riz-
nyjch k-prokovych mnoZin méné nez k proki, miZe byt mnozina f (k)
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vsech k-prvkovijch podmnoZin mnoZiny Y podsvazem svazu (P(Y),C) je-
diné v pripadé, Ze je f~1(k) jednoprvkovd, coZ nastane pravé tehdy, kdyz
k=0 nebo kdyz k =Y | =n].

Oznatme T = {(a,b) € N x N; a > b} podmnozinu uspofddané mnoziny
(N x N, <), kde pro libovolné (a,b), (¢,d) € N x N klademe (a,b) < (c,d)
pravé tehdy, kdyz a < ¢ a soucasné b < d.

) Rozhodnéte, zda T je idedl svazu (N x N, <).

) Rozhodnéte, zda T je filtr svazu (N x N, <).

(¢) Rozhodnéte, zda T je podsvaz svazu (N x N, <).
)

Rozhodnéte, zda zobrazeni f : T — N uréené predpisem f((a,b)) =
a + b je izotonni zobrazeni (T, <) do (N, <).

(e) Rozhodnéte, zda zobrazeni f : T' — N urcené predpisem f((a,bd)) =
a + b je homomorfismus svazu (T, <) do svazu (N, <).

(f) Rozhodnéte, zda svaz (T, <) je uplny svaz.

Své tvrzeni zdtivodnéte.

[T neni idedl svazu (N x N, X), nebot naptiklad (3,2) € T, (1,2) < (3,2),
ale (1,2) ¢ T. Podobné T neni ani filtr svazu (N x N, <), nebot napri-
klad (3,2) € T, (3,2) < (3,4), ale (3,4) ¢ T. Pro snadnéjsi orientaci v
textu budeme znacit min e max infimum a supremum ve svazu (N, <). Je
ihned wvidét, Ze pro libovolné (a,b),(c,d) € N x N plati (a,b) V (¢,d) =
(max{a,c},max{b,d}) a (a,b) A (¢,d) = (min{a,c}, min{b,d}). Plati-li
(a,b),(c,d) € T, pak a > b a ¢ > d, odkud max{a,c} > a > b a soucasné
max{a,c} > ¢ > d, proto max{a,c} > max{b,d}, a tedy (a,b)V (¢,d) € T.
Podobné se ovéri, Ze (a,b) A (c,d) € T. Je tedy T podsvaz svazu (Nx N, <
). Jsou-li (a,b),(c,d) € T libovolné takové, Ze (a,b) < (c,d), znamend
to, Ze a < ¢ a soucasné b < d odkud sectenim a +b < ¢+ d, tedy
f(a,b)) < fl(e,d)). OvéFili jsme, Ze zobrazeni f : T — N je izotonni
zobrazeni. Zobrazeni f : T — N neni homomorfismus svazu (T,=<) do
svazu (N, <), nebot napriklad f((4,1) A (3,2)) = f((3,1)) = 4, kdezto
min{f((4,1)), £((3,2))} = min{5,5} = 5. Svaz (T,=<) neni diplng svaz,
nebot nemd nejvétsi prvek.]

Jsou dany dvé dvojprvkové grupy G, H. Popiste svaz vSech podgrup jejich
soucinu, tj. svaz vSech podgrup grupy G x H a rozhodnéte, zda je tento
svaz

(a) modulérni;
(b) distributivni.

Své tvrzeni zdtvodnéte.

[UZijeme-li aditivniho zdpisu, G = H = {0,1} s neutrdlnim prvkem 0,
je grupa G x H = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}. Tato grupa md 5 podgrup:
trivialni {(0,0)}, celou grupu Gx H a t7 dvojprvkové. Jeji svaz podgrup je
tedy izomorfni se svazem My (diamant), o kterém vime, Ze je moduldrni a
neni distributivni. Mimochodem, svaz musel byt moduldrni podle dusledku
véty 6.1.]
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Necht X je neprazdni mnozina. Ozna¢me
T(X) = {p C XxX; Va,,2 € X: ((2,9) € pA(y,2) € p = (1,2) € p)}
mnozinu v8ech tranzitivnich relaci na X.
(a) Dokazte, ze uspofddana mnoZina (7 (X), C) je svaz, a pro libovolnd
o,p € T(X) popiSte c Ap a oV p.
(b) Rozhodnéte, zda uspofddand mnozina (7 (X), C) tvor{ Gplny svaz.
(c) Rozhodnéte, zda uspofddand mnozina (7 (X), C) tvoii distributivni
svaz.

(d) Rozhodnéte, zda T (X) je podsvazem svazu (P(X x X),C), kde
P(X x X) zna¢i mnozinu vSech bindrnich relaci na mnoziné X.

Své odpovédi zduvodnéte.

[ProtoZe prunik libovolného neprizdného systému tranzitivnich relaci je
opét tranzitivni relace a (T(X),C) md nejvétsi prvek X x X, je podle
vety 4.1 (T(X), C) dplny svaz, ve kterém jsou infima priniky. Supremem
pVo tranzitivnich relact p a o je prunik vsech tranzitivnich relaci obsahuji-
cich sjednoceni pUo (tzv. tranzitivni obal sjednoceni pUo ). Jestlize tedy md
mnozina X alespoti dva prvky a # b, pak pro tranzitivni relace p = {(a,b)},
o={(b,a)} at ={(a,a)} plati (pNo)AT =T # 0 = (pAT)V(cAT), a tedy
T(X) neni distributivni. Proto ani neni podsvazem distributivniho svazu
(P(X xX),C). Pro jednoprvkovou mnozinu X naopak T (X) = P(X x X),
a tedy je T(X) podsvazem svazu (P(X x X),C) a je distributivni.]

Pro libovolna realna cisla a, b takova, ze a < 0, b > 0, uvazme otevieny
interval
(a,b) = {t € R; a < t < b}.

Necht S je mnozina v8ech takovych intervalii:
S ={(a,b); a,b € R, a <0,b>0}.

Rozhodnéte, zda usporddand mnozina (S, C) tvoii

(a) svaz;

(b) modulérni svaz;

(c) distributivni svaz;

(d) Booleovu algebru.
Pokud v nékterém ptipadé odpovite ano, popiste, jak se pocitaji vSechny
operace prislugné algebraické struktury. Sva tvrzeni zdavodnéte.

[Jde o svaz, v némz suprema jsou sjednoceni a infima jsou pruniky. Tento
svaz je moduldrni a distributivni. Neni to Booleova algebra, nebot nemd
nejmensi ani nejuétsi prvek.]

Pro libovolnou mnozinu M C R uvazme nasledujici mnozinu polynomu s
realnymi koeficienty:

P(M) ={f € Riz]; Yae€ M : f(a) =a}.

Polozme P = {P(M); M C R}. Rozhodnéte, zda usporddand mnozina
(P, C) tvori
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(a) svaz;

(b) Booleovu algebru.

Pokud v nékterém pripadé odpovite ano, popiste, jak se pocitaji vSechny
operace prislugné algebraické struktury. Sva tvrzeni zdavodnéte.

[Plati P(0) = R[z], coZ je nejuétsi prvek usporddané mnoZiny (P; C). Pro
libovolny polynom f(x) € R[z] a libovolné a € R plati f(a) = a, privé
kdyZ a je koven polynomu f(x) — x. ProtoZe libovolny nenulovy polynom
muze mit jen konecné mnoho kotent, pro libovolnou nekonecnou mnoZinu
M C R plati P(M) = {z}, coZ je nejmensi prvek usporidané mnoZiny
(P; C©). Protoze pro libovolné M, My C R plati

M, C M, <= P(M,) C P(M,),

tvori (P; C) svaz, kde P(My) A P(My) = P(M; U Ms). Jsou-li mnoZiny
My, M> koneéné, plati P(My)V P(Ms) = P(M; N Ms). Je-li mnoZina M,
nekonecnd, je P(My)V P(Ms) = P(Ms), je-li mnoZina My nekonecnd, je
P(M;)V P(Ms) = P(My). Svaz (P; C) vsak neni Booleova algebra, nebot’
napiiklad P({0}) nemd komplement. Pro libovolnou mnoZinu M C R plati
P({0}) A P(M) = {z} prdvé tehdy, kdyz je M nekoneénd. Pak ale

P({0}) v P(M) = P({0}) # Rlz]. ]

V Gaussové roviné komplexnich ¢isel uvazme jednotkovou kruznici
K = {cost+isint; t € R}

a pro libovolné redlna a, b takové, ze a < b < a + m, definujme nésledujici
otevieny oblouk na jednotkové kruznici:

K(a,b) = {cost+isint; t € R, a <t < b}

(uvédomte si, ze podminka a < b < a + 7 znamen4, ze oblouk K (a,b) je
¢éasti puilkruznice). Necht

K={K(a,b);a,beR a<b<a+rm}U{K,0}.
Rozhodnéte, zda usporddand mnozina (K, C) tvori

(a) svaz;

(b) Booleovu algebru.

Pokud v nékterém ptipadé odpovite ano, popiste, jak se pocitaji vSechny
operace piislusné algebraické struktury. Sva tvrzeni zdivodnéte.

[Jde o svaz, infima jsou priniky, suprema se politaji takto: supremum s
0 nebo s K je jasné, pro dva oblouky takové, Ze jejich sjednoceni obsahuje
dva protilehlé body kruznice K (tedy jejich sjednoceni neni podmnoZinou
Zadné pulkruznice) je supremem K, kdezto pro dva oblouky takové, Ze je-
jich sjednoceni je podmnozZinou néjakée pulkruznice, je supremem nejmensi
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oblouk obsahugjici toto sjednoceni. Tento svaz neni distributivni, proto to
neni Booleova algebra. Plati totiZ napriklad

V)

(K(0,5)VECGE, ™) AK(F,5) = K0,m) AK(§,5) = K(

wly

3 )s
kdezto

(KO, )ANK(Z,Z)V (K(E,n)AK(Z,ZE)=0vi=0. ]

Pro libovolna realna ¢isla a < b uvazme otevieny interval
(a,b) ={t e R; a <t < b}.
Necht S je mnozina vSech takovych intervali spolu s prazdnou mnoZinou:
S ={(a,b); a,be R, a <b}U{0}.
Rozhodnéte, zda usporddand mnozina (S, C) tvorii

(a) svaz;

(b) modulérni svaz;

(c) distributivni svaz;

(d) Booleovu algebru.

Pokud v nékterém pripadé odpovite ano, popiste, jak se pocitaji vsechny
operace piislusné algebraické struktury. Sva tvrzeni zdivodnéte.

[Jde o svaz, v némz infima jsou priniky. Supremum se pocitd takto: pro
libovolné a,b, c,d € R takové, Ze intervaly (a,b) a (c,d) nejsou disjunkini,
plati (a,b)V (¢, d) = (a,b)U(c,d). Naopak, pokud napiiklad a < b < ¢ < d,
pak je (a,b) V (¢,d) = (¢,d) V (a,b) = (a,d). Pro libovolné s € S je
sV =0Vs=s. Tento svaz neni moduldrni, nebot napriklad

((0,2) A (3,4)) v (0,1) =0V (0,1) = (0, 1),

kdezto
(0,2) A ((3,4) V (0,1)) = (0,2) A (0,4) = (0,2).

Proto tento svaz neni ani distributivni a tedy ani Booleova algebra.]

Necht X je neprazdnd mnozina. Ozna¢me
S(X)={pC X x X; Va,y € X : () € p = (4,2) € p)}

mnozinu v8ech symetrickych relaci na X. Dokazte, 7e usporadand mno-
zina (S(X), C) je svaz. Rozhodnéte, zda S(X) je podsvaz svazu (P(X X
X),U,N), kde P(X x X) oznacuje mnozinu v8ech bindrnich relaci na mno-
ziné X . Rozhodnéte, zda usporddand mnozina (S(X), C) tvori

(a) aplny svaz;

(b) komplementérni svaz;

(c) distributivni svaz;
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(d) Booleovu algebru.

Své odpovédi zduvodnéte.

[ProtoZe sjednocent i prinik libovolného systému symetrickych relact jsou
opét symetrické relace, je (S(X), C) 1uplny svaz, ve kterém jsou infima pri-
niky a suprema sjednoceni. Je tedy S(X) podsvaz Booleovy algebry (P (X x
X),U,n). Jako podvaz distributivniho svazu je distributivni. Komplemen-
tem symetrické relace p C X x X v Booleové algebie (P(X x X),U,N) je
symetrickd relace (X x X)—p, je tedy S(X) Booleova podalgebra Booleovy
algebry (P(X x X),U,N). Jde tedy o komplementdrni svaz.]

Je dana konecna neprazdna mnozina Y a v ni pevné zvoleny prvek a € Y.
Ozna¢me P(Y) mnozinu v8ech podmnoZin mnoziny V. UvaZzme zobrazeni
f: PY) — {0,1} dané néasledujicim piedpisem: pro libovolné A C YV
klademe f(A) = 1, jestlizea € A, a f(A) = 0 v opaéném piipadé. Oznaéme
X = {ACY; f(4) =1},

(a) Rozhodnéte, zda zobrazeni f je homomorfismus svazu (P(Y'),C) do
svazu ({0, 1}, <).

(b) Rozhodnéte, zda X je idedl, resp. filtr svazu (P(Y), C).
(¢) Rozhodnéte, zda (X, C) je Booleova algebra.

Sva tvrzeni zduvodnéte.

[Ve svazu (P(Y),C) jsou suprema mnoZinovd sjednoceni a infima mno-
Zinové pruniky. Ve svazu ({0,1}, <) je supremem mazimum a infimem
minimum. Necht A, B CY jsou libovolné. Pak f(AU B) = 0 prdvé tehdy,
kdyz a ¢ AU B, tj. prdvé kdyZ a ¢ A a soudasné a ¢ B, coZ nastane
prdvé tehdy, kdyz f(A) = 0 a soucasné f(B) = 0. Je proto f(AU B) =
max{f(A), f(B)}. Podobné se dokize f(AN B) = min{f(4), f(B)}, a
tedy zobrazeni f je svazovy homomorfismus. Libovolny prvek mnoZiny X
je podmnozina mnoziny Y obsahujici prvek a. Proto budou prvek a obsa-
hovat priniky i sjednoceni libovolnych dvou prvki mnoZiny X. Proto je
X podsvazem svazu (P(Y'),C). Jisté pro kazdé A € X a kazdé B € P(Y)
takové, Ze A C B, plati B € X. Je tedy X filtr svazu (P(Y),C). Idedl to
vSak neni, nebot {a} € X, avsak O ¢ X, prestoze § C {a}. Jako podsvaz
distributivniho svazu (P(Y),C) je (X, C) distributivni svaz. Je téZ kom-
plementdrni, komplementem prvku A € X je mnoZina {a} U (Y — A), je
tedy (X, C) Booleova algebra s nejvétsim prokem Y a nejmensim prokem

{a}.]



