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Úvodní zamy¹lení o volbì de�ni. Vìt¹ina pojmù, se kterými se se-

tkáváte na matematikýh pøedná¹káh, jsou pojmy, na jejih¾ de�nii se ma-

tematikové v prùbìhu doby jednoznaènì shodli. Èasto to bývá ta evidentnì

nejvhodnìj¹í ze v¹eh variant, které se nabízely. V nìkterýh pøípadeh v¹ak

volba není tak zøejmá: nabízí se najednou víe vhodnýh variant. Pøíkladem

mù¾e být de�nie mno¾iny pøirozenýh èísel: máme pova¾ovat nulu za pøi-

rozené èíslo nebo ne? Je jasné, ¾e pøíli¹ se obì varianty neli¹í, li¹í se jen ve

znìní nìkterýh vìt, u nih¾ se v pøedpokladeh nebo v tvrzeníh musí ubrat

èi pøidat po¾adavek nenulovosti, a ve znìní nìkterýh navazujííh de�ni,

kde je tøeba udìlat toté¾. V tomto pøípadì jsme se pøidali na stranu tìh,

kteøí mno¾inou pøirozenýh èísel N nazývají mno¾inu kladnýh elýh èísel,

tj. nulu za pøirozené èíslo nepova¾ujeme.
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Druhý podobný pøípad je pøípad okruhù, kdy nìkdo (tak jako my na

pøedná¹e) v de�nii vy¾aduje, aby ka¾dý okruh mìl jednièku (a pak tedy

také po¾aduje, aby tuto jednièku obsahoval i ka¾dý podokruh okruhu a aby

homomor�smus okruhù zobrazil jednièku jednoho okruhu na jednièku dru-

hého okruhu). V jiném pøístupu se de�nují okruhy bez po¾adavku jednièky a

o pøedhozím speiálním pøípadì se mluví jako o okruhu s jednièkou. Je asi

ka¾dému jasné, ¾e se nedá øíi, která z obou variant je ta správná. Správné

jsou obì, jen je nezbytné se zvolené de�nie dr¾et, tj. ve v¹eh následujííh

úvaháh u¾ívat zvolenou de�nii. Je na tom dobøe vidìt i tvoøivost v mate-

matie: matematik si volí de�nie do znaèné míry svobodnì a ze zvolenýh

de�ni pak odvozuje øadu tvrzení o popisovanýh objekteh. Pøitom de�nie

volí s ohledem na to, aby popisované objekty odpovídaly jeho pøedstavám o

nih a aby v odvozované teorii vyházela tvrzení o mo¾ná nejelegantnìji. Zde

je asi mìøítkem elegane to, zda tvrzení lze snadno formulovat bez nutnosti

probírat rùzné speiální pøípady zvlá¹».

Podobnou situaí, kdy není zela jasné, jak de�nii formulovat, je pøípad

prázdné struktury. Máme pøipustit, aby napøíklad grupoid mohl mít za nos-

nou mno¾inu mno¾inu prázdnou? Ti, kteøí zastávají názor, ¾e grupoid má

mít neprázdnou nosnou mno¾inu, zdùvodòují svùj postoj tím, ¾e grupoid na

prázdné nosné mno¾inì je tì¾ké si pøedstavit. A ¾e kone konù tím, ¾e tento

pøípad pøipustíme, získáme jen velmi nezajímavý objekt, o kterém je ihned

v¹ehno známo. Jak si vlastnì pøedstavit grupoid na prázdné mno¾inì? Ope-

rae na mno¾inìG je zobrazeníG�G! G. Jestli¾eG = ;, pakG�G, jako¾to

mno¾ina uspoøádanýh dvoji prvkù z G, je té¾ prázdná. Pøipomeòme, o je

zobrazení mno¾iny A do mno¾iny B. Je to uspoøádaná trojie (A;B; f), kde

f je podmno¾ina kartézského souèinu A�B, v ní¾ pro ka¾dé a 2 A existuje

právì jedna uspoøádaná dvojie s první slo¾kou a. Je-li tedy A = ;, pak pro

libovolnou mno¾inu B takové zobrazení je jediné: f je také prázdná mno¾ina.

Je-li naopak A 6= ; a souèasnì B = ;, pak takové zobrazení neexistuje. Proto

tedy na nosné mno¾inì G = ; máme jediný grupoid, jeho¾ (jedinou mo¾nou)

operaí na G je prázdné zobrazení, tj. trojie (;; ;; ;).

A v èem spoèívá výhoda toho pova¾ovat prázdnou mno¾inu spolu s prázd-

ným zobrazením za grupoid? Jisté výhody se zaènou objevovat a¾ v oka-

m¾iku, kdy de�nujeme podgrupoid grupoidu, tj. podmno¾inu nosné mno¾iny

grupoidu uzavøenou vùèi operai grupoidu. Proto¾e je rozumné htít, aby

(po zú¾ení operae) byl podgrupoid sám grupoidem, v pøípadì, kdy grupoid

de�nujeme jen na neprázdné nosné mno¾inì, je tøeba v de�nii podgrupoidu

pøidat po¾adavek neprázdnosti podmno¾iny (tedy podgrupoidem rozumìt jen

takovou neprázdnou podmno¾inu, ¾e souèin libovolnýh dvou jejíh prvkù do

ní patøí). Ale pak neplatí, ¾e prùnikem dvou podgrupoidù daného grupoidu

je opìt podgrupoid, nebo» tímto prùnikem mù¾e být i prázdná mno¾ina. Pøi-
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pu¹tìním prázdného grupoidu tedy zjednodu¹íme de�nii podgrupoidu i vìtu

o prùniku podgrupoidù. A toto formální zjednodu¹ování elé teorie, které

jsme vidìli na pøedhozím pøíkladì, obzvlá¹tì vynikne pøi studiu univerzál-

níh algeber. Právì pod vlivem univerzální algebry jsem se rozhodl opustit

svùj pøedhozí pøedpoklad neprázdnosti nosné mno¾iny. Myslím si, ¾e urèité

nepøíjemnosti spojené s pøedstavou podivného prázdného grupoidu (pozdìji

té¾ prázdného svazu èi prázdné univerzální algebry) jsou ètenáøi vyvá¾eny

výhodami snadnìj¹íh formulaí vìt a de�ni.

A kdy¾ se u¾ zabýváme prázdnou mno¾inou, uvìdomme si, jaké relae

na prázdné mno¾inì máme: relaí na mno¾inì M je libovolná podmno¾ina

kartézského souèinu M �M , pro M = ; máme tedy jedinou relai: prázdnou

mno¾inu. A proto¾e pro v¹ehny prvky prázdné mno¾iny platí naprosto o-

koli (uvìdomte si, ¾e implikae x 2 ; =) V je pravdivá pro v¹ehna x a pro

ka¾dé tvrzení V , nebo» je nepravdivý pøedpoklad implikae x 2 ;), je tato

prázdná relae ekvivalení, ale i uspoøádáním na M , které je dokone dobré:

ka¾dá neprázdná podmno¾ina (taková neexistuje) má nejmen¹í prvek. Pro-

mysleme si, jak vypadá rozklad na prázdné mno¾inì. Rozkladem na mno¾inì

M rozumíme mno¾inu neprázdnýh podmno¾in mno¾iny M (tìmto podmno-

¾inám øíkáme tøídy rozkladu) takovou, ¾e ka¾dý prvek mno¾iny M patøí do

právì jedné tøídy rozkladu. Rozklad na prázdné mno¾inìM = ; tedy nemù¾e

mít ¾ádnou tøídu rozkladu, nebo» neexistuje ¾ádná neprázdná podmno¾ina

prázdné mno¾iny M . Na druhou stranu prázdná mno¾ina je rozkladem na

M = ;, nebo» pro ka¾dý prvek prázdné mno¾iny platí zela okoli, napøíklad

i to, ¾e pro nìj existuje tøída rozkladu, do ní¾ patøí. Na prázdné mno¾inì

tedy existuje jediný rozklad: prázdná mno¾ina.

1. Polosvazy

De�nie. Prvek x grupoidu (G; �) se nazývá idempotentní, jestli¾e x �x =

x.

De�nie. Komutativní pologrupa, její¾ ka¾dý prvek je idempotentní, se

nazývá polosvaz.

Poznámka. Podle pøedhozí de�nie tedy budeme i prázdný grupoid,

který je samozøejmì komutativní i asoiativní, pova¾ovat za polosvaz.

Pøíklad. Pro libovolnou mno¾inuX budeme (i v dal¹ím textu) symbolem

2

X

oznaèovat mno¾inu v¹eh podmno¾in mno¾iny X. Pak (2

X

;\) a (2

X

;[)

jsou polosvazy.

Pøíklad. Mno¾ina v¹eh pøirozenýh èísel N spolu s operaí nejvìt¹í spo-

leèný dìlitel (resp. nejmen¹í spoleèný násobek) tvoøí polosvaz.
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Poznámka. V následujíí vìtì pou¾ijeme právì uèinìnou zmìnu de�-

nie grupoidu: grupoidem rozumíme i grupoid na prázdné mno¾inì, proto

prázdná mno¾ina je podgrupoidem libovolného grupoidu. Proto¾e existují

komutativní pologrupy, v nih¾ ¾ádný prvek není idempotentní (napøíklad

(N ;+)), museli byhom bez této zmìny následujíí vìtu formulovat takto:

"

Neh» (G; �) je komutativní pologrupa. Pak mno¾ina v¹eh idempotentníh

prvkù, je-li neprázdná, tvoøí podgrupoid pologrupy (G; �), který je polosva-

zem.\

Vìta 1.1. Neh» (G; �) je komutativní pologrupa. Pak mno¾ina v¹eh

idempotentníh prvkù tvoøí podgrupoid pologrupy (G; �), který je polosvazem.

Dùkaz. Jsou-li x a y idempotentní, pak x �x = x a y �y = y, odkud plyne

(x � y) � (x � y) = x � x � y � y = x � y. Jde tedy skuteènì o podgrupoid, zbytek

tvrzení je zøejmý.

Vìta 1.2. Neh» (G;�) je uspoøádaná mno¾ina, v ní¾ k libovolným dvìma

prvkùm a; b 2 G existuje supremum a _ b. Pak (G;_) je polosvaz. Naví pro

ka¾dé a; b 2 G platí

a � b() a _ b = b:

Dùkaz. Komutativita i idempotentnost je zøejmá, ekvivalene obou pod-

mínek té¾. Pro libovolné a; b;  2 G jistì platí (a _ b) _  � , (a _ b) _  �

a _ b � a, podobnì (a _ b) _  � b. Je tedy (a _ b) _  horní závora mno¾iny

fb; g, proto (a _ b) _  � b _ . Je tudí¾ (a _ b) _  horní závora mno¾iny

fa; b _ g, proto (a _ b) _  � a _ (b _ ). Analogiky opaèná nerovnost, z

antisymetrie asoiativita.

Vìta 1.3. Neh» (G; �) je polosvaz. Potom relae �, daná vztahem

a � b() a � b = b

pro ka¾dé a; b 2 G, je uspoøádání na G, ve kterém pro ka¾dé a; b 2 G je a � b

supremum mno¾iny fa; bg v (G;�).

Dùkaz. Pro ka¾dé a; b;  2 G platí

a � a = a =) a � a;

a � b; b � a =) a = b � a = a � b = b;

a tedy je � reexivní a antisymetriká relae. Rovnì¾ platí

a � b; b �  =) a � b = b; b �  = 

=) a �  = a � (b � ) = (a � b) �  = b �  = 

=) a � ;
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èím¾ jsme dokázali tranzitivitu. Je tedy � uspoøádání na G. Proto¾e

a � (a � b) = (a � a) � b = a � b;

b � (a � b) = (b � a) � b = (a � b) � b = a � (b � b) = a � b;

platí a � a � b, b � a � b. Neh»  je libovolná horní závora mno¾iny fa; bg

v (G;�), tedy a � , b � . Pak platí a �  = , b �  = , odkud

(a � b) �  = a � (b � ) = a �  = ;

tedy a � b � , je tedy a � b supremum mno¾iny fa; bg v (G;�).

Poznámka. Z dokázanýh vìt vyplývá následujíí

Dùsledek. Polosvazy jsou toté¾ o uspoøádané mno¾iny, kde ke ka¾dým

dvìma prvkùm existuje supremum.

Poznámka. Prinip duality: Neh» (G;�) je uspoøádaná mno¾ina. De-

�nujeme-li na G novou relai � takto: pro libovolné prvky a; b 2 G klademe

a � b() b � a;

pak je (G;�) opìt uspoøádaná mno¾ina, pøièem¾ supremum v (G;�) se stane

in�mem v (G;�) a naopak.

Dùsledek. Polosvazy jsou toté¾ o uspoøádané mno¾iny, kde ke ka¾dým

dvìma prvkùm existuje in�mum.

2. Svazy

De�nie. Uspoøádaná mno¾ina, v ní¾ ke ka¾dým dvìma prvkùm existuje

supremum i in�mum, se nazývá svaz.

Pøíklad. Ka¾dý øetìze (neboli lineárnì uspoøádaná mno¾ina, tj. uspo-

øádaná mno¾ina, v ní¾ jsou ka¾dé dva prvky srovnatelné) je svaz.

Pøíklad. Pro libovolnou mno¾inu X je (2

X

;�) svaz.

Vìta 2.1. Neh» (G;�) je svaz. Pro libovolné prvky a; b 2 G oznaème

jejih supremum symbolem a_b a jejih in�mum symbolem a^b. Pak (G;_)

a (G;^) jsou polosvazy a obì operae jsou spolu svázány tzv. absorpèními

zákony: pro ka¾dé prvky a; b 2 G platí

a _ (b ^ a) = a ^ (b _ a) = a:

Kromì toho pro ka¾dé prvky a; b 2 G platí

a ^ b = a() a � b() a _ b = b:
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Dùkaz. To, ¾e (G;_) a (G;^) jsou polosvazy, plyne z vìty 1.2 a prinipu

duality; rovnì¾ tak ekvivalentnost uvedenýh podmínek. Absorpèní zákony

jsou zøejmé.

Vìta 2.2. Neh» (G;_;^) je mno¾ina se dvìma idempotentními, asoi-

ativními a komutativními operaemi, které jsou spolu svázány absorpèními

zákony. Pak platí

1. pro ka¾dé prvky a; b 2 G platí a ^ b = a() a _ b = b,

2. de�nujeme-li na G relai � takto: pro libovolné prvky a; b 2 G klademe

a � b() a _ b = b;

pak je � uspoøádání na G takové, ¾e (G;�) je svaz, v nìm¾ pro libovolné

prvky a; b 2 G je prvek a _ b jejih supremum a prvek a ^ b jejih

in�mum.

Dùkaz. Neh» pro prvky a; b 2 G platí a^b = a. Pak a_b = (a^b)_b =

b_ (a^ b) = b dle absorpèního zákona. Opaèná implikae analogiky. Ostatní

plyne z vìty 1.3.

Poznámka. Z dokázanýh vìt vyplývá, ¾e svazy jsou toté¾ o algebraiké

struktury (G;_;^) se dvìma idempotentními, asoiativními a komutativ-

ními operaemi, svázanými spolu absorpèními zákony. Proto i tyto struktury

(G;_;^) budeme také nazývat svazy.

Poznámka. Prinip duality: Je-li (G;_;^) svaz, pak i (G;^;_) je svaz.

Obenì, jestli¾e v nìjakém platném tvrzení o svazeh systematiky zamìníme

supremum $ in�mum, _ $ ^, � $ �, dostaneme opìt platné tvrzení o

svazeh.

Poznámka. Proto¾e není nutné zdùrazòovat, zda máme na mysli svaz

jako uspoøádanou mno¾inu nebo jako algebraikou strukturu se dvìma ope-

raemi, nebudeme v dal¹ím textu, nebude-li to z nìjakýh dùvodù vhodné

nebo dokone nevyhnutelné, uspoøádání èi operae vyznaèovat. Budeme tedy

místo o svazu (G;�) èi svazu (G;_;^) jednodu¹e psát o svazu G.

Vìta 2.3. V libovolném svazu G pro ka¾dou trojii prvkù a; b;  2 G platí

tzv. distributivní nerovnosti

(a _ b) ^ (a _ ) � a _ (b ^ );

(a ^ b) _ (a ^ ) � a ^ (b _ ):

Je-li naví  � a, platí tzv. modulární nerovnost

(a ^ b) _  � a ^ (b _ ):
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Dùkaz. Jistì platí a_b � a, a_ � a, a tedy i (a_b)^(a_) � a. Podobnì

a_ b � b � b^ , a_  �  � b^ , odkud (a_ b)^ (a_ ) � b^ . Dohromady

dostáváme první distributivní nerovnost. Druhou doká¾eme analogiky, nebo

lze u¾ít prinipu duality a odvodit ji z první. Je-li naví  � a, platí a^ = ,

proto modulární nerovnost plyne z druhé distributivní nerovnosti.

Vìta 2.4. Neh» G je svaz, n 2 N. Pro libovolné prvky a

1

; : : : ; a

n

2 G

platí, ¾e a

1

_ � � � _ a

n

je supremum mno¾iny fa

1

; : : : ; a

n

g a a

1

^ � � � ^ a

n

je

in�mum mno¾iny fa

1

; : : : ; a

n

g.

Dùkaz. Indukí vzhledem k n.

3. Podsvazy, ideály, �ltry, homomor�smy

De�nie. Neh» (G;_;^) je svaz, A podmno¾ina jeho nosné mno¾iny

G. Øekneme, ¾e A je podsvaz svazu (G;_;^), jestli¾e je A podgrupoidem

grupoidu (G;^) a souèasnì podgrupoidem grupoidu (G;_).

Poznámka. Je tedy A � G podsvazem svazu G, právì kdy¾ pro ka¾dé

a; b 2 A platí a _ b 2 A a a ^ b 2 A.

Pøíklady. Ka¾dá jednoprvková podmno¾ina svazu je jeho podsvazem,

prázdná mno¾ina je podsvazem libovolného svazu, ka¾dý svaz je svým pod-

svazem.

De�nie. Neh» G je svaz, A � G podmno¾ina. Øekneme, ¾e A je ideál

svazu G, jestli¾e je A podsvazem svazu G, který naví splòuje podmínku: pro

ka¾dé a 2 A a ka¾dé x 2 G platí

x � a =) x 2 A:

Duálnì, øekneme, ¾e A je �ltr svazu G, jestli¾e je A podsvazem svazu G,

který naví splòuje podmínku: pro ka¾dé a 2 A a ka¾dé x 2 G platí

x � a =) x 2 A:

Poznámka. Ideál svazu je tedy podsvaz, který s ka¾dým svým prvkem

a obsahuje i v¹ehny prvky svazu men¹í ne¾ a, �ltr svazu je podsvaz, který s

ka¾dým svým prvkem a obsahuje i v¹ehny prvky svazu vìt¹í ne¾ a.

Pøíklady. Ka¾dý svaz je svým ideálem i �ltrem. Prázdná mno¾ina je

ideálem i �ltrem libovolného svazu.

Vìta 3.1. Prùnik libovolného neprázdného systému podsvazù (resp. ide-

álù, resp. �ltrù) daného svazu je opìt podsvaz (resp. ideál, resp. �ltr) tohoto

svazu.
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Dùkaz. Neh» I 6= ; a pro ka¾dé i 2 I je A

i

podsvaz svazu G. Oznaème

A =

T

i2I

A

i

jejih prùnik. Pak pro ka¾dé a; b 2 A platí a; b 2 A

i

pro v¹ehna

i 2 I, a tedy a_ b 2 A

i

a a^ b 2 A

i

. Odtud a_ b 2 A a a^ b 2 A, a proto je

A podsvaz svazu G. Pøedpokládejme naví, ¾e pro ka¾dé i 2 I je A

i

dokone

ideál svazu G. Mìjme a 2 A, x 2 G, x � a. Pak pro ka¾dé i 2 I je a 2 A

i

,

tedy i x 2 A

i

, tudí¾ x 2 A. Tvrzení o �ltreh nyní plyne z duality.

Poznámka. Zde nám opìt to, ¾e jsme pøipustili i prázdný podsvaz, zjed-

nodu¹ilo formulai. Jinak by vìta 3.1 musela být formulována takto:

"

Prùnik

libovolného neprázdného systému podsvazù (resp. ideálù, resp. �ltrù) daného

svazu je opìt podsvaz (resp. ideál, resp. �ltr) tohoto svazu nebo prázdná

mno¾ina.\

Dùsledek. Prùnik libovolného neprázdného koneèného systému neprázd-

nýh ideálù (resp. �ltrù) daného svazu je opìt neprázdný ideál (resp. �ltr)

tohoto svazu.

Dùkaz. Jsou-li A

1

; : : : ; A

n

neprázdné ideály a zvolíme-li a

i

2 A

i

, pak

a = a

1

^ � � � ^ a

n

� a

i

, a tedy a 2 A

i

. Prùnik tedy není prázdná mno¾ina.

Duálnì pro �ltry.

Pøíklad. Uka¾me, ¾e prùnikem neprázdnýh ideálù v pøedhozí vìtì mù¾e

být opravdu prázdná mno¾ina. Uva¾me svaz elýh èísel s obvyklým uspoøá-

dáním podle velikosti (Z;�). Pro libovolné n 2 Z je A

n

= fx 2 Z; x � ng

ideál tohoto svazu. Ale

T

n2Z

A

n

je prázdná mno¾ina, nebo» pro ka¾dé elé

èíslo m najdeme elé èíslo n < m, pak ov¹em m =2 A

n

, a tedy m nepatøí do

prùniku v¹eh ideálù A

n

.

De�nie. Neh» G je svaz, A � G podmno¾ina. Díky pøedhozí vìtì

mù¾eme nyní de�novat ideál A# svazu G generovaný mno¾inou A jako prùnik

v¹eh ideálù tohoto svazu obsahujííh mno¾inu A. (Uvìdomte si, ¾e alespoò

jeden ideál tohoto svazu obsahujíí mno¾inu A existuje, toti¾ elý svaz G.)

Duálnì, �ltr A" svazu G generovaný mno¾inou A je prùnik v¹eh �ltrù tohoto

svazu obsahujííh mno¾inu A. Je-li A = fag, pí¹eme struènì a# místo fag#,

resp. a" místo fag", a hovoøíme o hlavním ideálu, resp. o hlavním �ltru,

generovaném prvkem a.

Poznámka. Pro svaz G a podmno¾inu A � G je ideál A# generovaný

mno¾inou A tím nejmen¹ím (vzhledem k mno¾inové inkluzi) ideálem svazu G

ze v¹eh ideálù obsahujííh mno¾inuA. Duálnì �ltrA" generovaný mno¾inou

A je tím nejmen¹ím (vzhledem k mno¾inové inkluzi) �ltrem svazu G ze v¹eh

�ltrù obsahujííh mno¾inu A.

Poznámka. Je zøejmé, ¾e podmno¾ina A � G je ideálem svazu G, právì

kdy¾ A# = A, a je �ltrem svazu G, právì kdy¾ A" = A.

Vìta 3.2. Neh» G je svaz, A � G podmno¾ina. Pro ideál A# generovaný
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mno¾inou A platí

A# = fx 2 G; 9n 2 N 9a

1

; : : : ; a

n

2 A : x � a

1

_ � � � _ a

n

g:

Duálnì, pro �ltr A" generovaný mno¾inou A platí

A" = fx 2 G; 9n 2 N 9a

1

; : : : ; a

n

2 A : x � a

1

^ � � � ^ a

n

g:

Dùkaz. Ka¾dý ideál svazu G obsahujíí mno¾inu A musí pro ka¾dé

a

1

; : : : ; a

n

2 A obsahovat i a

1

_ � � � _ a

n

. Proto obsahuje i mno¾inu

B = fx 2 G; 9n 2 N 9a

1

; : : : ; a

n

2 A : x � a

1

_ � � � _ a

n

g:

Je tedy A# � B. Staèí ovìøit, ¾e B je ideál obsahujíí A. Inkluze A � B

je zøejmá, nebo» pro a 2 A lze volit n = 1 a a

1

= a. Jistì B obsahuje

s ka¾dým svým prvkem i v¹ehny prvky svazu je¹tì men¹í, staèí tedy ovìøit,

¾e je B podsvaz. Neh» x; y 2 B. Potom existují a

1

; : : : ; a

n

2 A tak, ¾e

x � a

1

_ � � � _ a

n

, a existují b

1

; : : : ; b

m

2 A tak, ¾e y � b

1

_ � � � _ b

m

. Pak

x ^ y � x � a

1

_ � � � _ a

n

, a tedy x ^ y 2 B. Na druhou stranu x �

a

1

_ � � � _ a

n

� (a

1

_ � � � _ a

n

) _ (b

1

_ � � � _ b

m

), podobnì y � b

1

_ � � � _ b

m

�

(a

1

_ � � �_ a

n

)_ (b

1

_ � � � _ b

m

), odkud x_ y � (a

1

_ � � � _ a

n

)_ (b

1

_ � � � _ b

m

),

proto x _ y 2 B. Je tedy B podsvaz, o¾ se právì mìlo dokázat. Tvrzení o

�ltreh plyne z duality.

De�nie. Neh» (G;�), (H;�) jsou uspoøádané mno¾iny, f : G ! H

zobrazení. Øekneme, ¾e je f izotonní zobrazení, jestli¾e pro ka¾dé a; b 2 G

platí implikae

a � b =) f(a) � f(b):

Øekneme, ¾e f je izomor�smus uspoøádanýh mno¾in, je-li f bijeke a obì

zobrazení f i f

�1

jsou izotonní.

De�nie. Neh» G a H jsou svazy, f : G ! H zobrazení. Øekneme, ¾e

je f svazový homomor�smus, jestli¾e pro ka¾dé a; b 2 G platí

f(a ^ b) = f(a) ^ f(b); f(a _ b) = f(a) _ f(b):

Øekneme, ¾e f je svazový izomor�smus (neboli izomor�smus svazù), je-li f

bijektivní homomor�smus.

Poznámka. Proto¾e ka¾dý svaz je také uspoøádaná mno¾ina, má smysl

se ptát, zda svazový homomor�smus je té¾ izotonní zobrazení.

Vìta 3.3. Neh» G a H jsou svazy, f : G! H zobrazení.

1. Je-li f svazový homomor�smus, pak f je izotonní zobrazení a homo-

morfní obraz

f(G) = ff(a); a 2 Gg

je podsvaz svazu H.

9



2. Zobrazení f je svazový izomor�smus, právì kdy¾ f je izomor�smus

uspoøádanýh mno¾in.

Dùkaz. Doka¾me nejprve první èást vìty. Je-li f svazový homomor�smus,

pak pro ka¾dé a; b 2 G z a � b plyne a = a ^ b, proto f(a) = f(a ^ b) =

f(a) ^ f(b), a tedy f(a) � f(b). Je tedy f izotonní. To, ¾e f(G) je podsvaz

svazu H, plyne pøímo z de�ni.

Doka¾me nyní druhou èást vìty. Neh» je f nejdøíve svazový izomor�smus,

uká¾eme, ¾e pak f

�1

je svazový homomor�smus. Zvolme libovolnì ; d 2 H

a oznaème a = f

�1

(), b = f

�1

(d). Pak platí

f

�1

( _ d) = f

�1

(f(a) _ f(b)) = f

�1

(f(a _ b)) = a _ b = f

�1

() _ f

�1

(d);

f

�1

( ^ d) = f

�1

(f(a) ^ f(b)) = f

�1

(f(a ^ b)) = a ^ b = f

�1

() ^ f

�1

(d):

Odvodili jsme, ¾e f

�1

je svazový homomor�smus. Aplikaí první èásti vìty

na zobrazení f i f

�1

dostaneme, ¾e f je izomor�smus uspoøádanýh mno¾in.

Neh» nyní naopak f je izomor�smus uspoøádanýh mno¾in, a; b 2 G. Proto¾e

a � a _ b, b � a _ b a f je izotonní zobrazení, dostáváme f(a) � f(a _ b),

f(b) � f(a _ b), je tedy f(a _ b) horní závora prvkù f(a), f(b). Neh»  2 H

je libovolný takový, ¾e f(a) � , f(b) � . Proto¾e f

�1

je izotonní zobrazení,

platí a � f

�1

(), b � f

�1

(), proto i a _ b � f

�1

(), a proto¾e f je izotonní

zobrazení, dostáváme f(a_ b) � . To ale znamená, ¾e f(a_ b) je supremum

prvkù f(a), f(b), tj. f(a) _ f(b) = f(a _ b). Analogiky (nebo z duality) pro

in�ma.

4. Úplné svazy

Poznámka. Podle vìty 2.4 v libovolném svazu má ka¾dá neprázdná ko-

neèná podmno¾ina fa

1

; : : : ; a

n

g supremum a

1

_� � �_a

n

a in�mum a

1

^� � �^a

n

.

Nekoneèná podmno¾ina v¹ak supremum èi in�mum obenì mít nemusí.

De�nie. Uspoøádaná mno¾ina, v ní¾ pro ka¾dou podmno¾inu existuje

supremum i in�mum, se nazývá úplný svaz.

Poznámka. Ka¾dý úplný svaz G má nejmen¹í prvek (in�mum mno¾iny

G ve svazu G) a nejvìt¹í prvek (supremum mno¾iny G ve svazu G).

Poznámka. Promysleme si, o znamená in�mum, resp. supremum, prázd-

né podmno¾iny svazu G. Je-li A � G, pak in�mum mno¾iny A ve svazu G

je nejvìt¹í dolní závora mno¾iny A ve svazu G. Dolní závora mno¾iny A ve

svazu G je prvek x 2 G takový, ¾e pro ka¾dé a 2 A platí x � a. V pøípadì

A = ; je tato podmínka splnìna pro ka¾dé x 2 G, a tedy odtud plyne, ¾e

ka¾dý prvek svazu G je v G dolní závorou prázdné mno¾iny. Proto in�mem
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prázdné mno¾iny ve svazu G je nejvìt¹í prvek svazu G. Duálnì: supremem

prázdné mno¾iny ve svazu G je nejmen¹í prvek svazu G.

Pøíklady. Zøejmì platí, ¾e ka¾dý úplný svaz je svazem a podle vìty 2.4

je ka¾dý neprázdný koneèný svaz úplným svazem.

Pøíklad. Prázdný svaz není úplný, nebo» pro jeho (jedinou) prázdnou

podmno¾inu neexistuje in�mum ani supremum. Jinými slovy: prázdný svaz

nemá nejmen¹í prvek ani nejvìt¹í prvek, proto¾e nemá ¾ádný prvek.

Pøíklad. Pro libovolnou mno¾inu X je (2

X

;�) úplný svaz.

Pøíklad. Pro libovolnou nekoneènou mno¾inu X tvoøí mno¾ina v¹eh

koneènýh podmno¾in mno¾iny X spolu s inkluzí � svaz, který není úplným

svazem.

Pøíklad. Nekoneèný øetìze nemusí být úplný svaz (napøíklad (N ;�)

není úplný svaz, nebo» neexistuje supremum elé mno¾iny N).

Vìta 4.1. Neh» (G;�) je uspoøádaná mno¾ina. Následujíí podmínky

jsou ekvivalentní:

1. (G;�) je úplný svaz.

2. (G;�) má nejmen¹í prvek a ka¾dá neprázdná podmno¾ina mno¾iny G

má v uspoøádané mno¾inì (G;�) supremum.

3. (G;�) má nejvìt¹í prvek a ka¾dá neprázdná podmno¾ina mno¾iny G

má v uspoøádané mno¾inì (G;�) in�mum.

Poznámka. Vzhledem k pøedhozí poznáme víme, ¾e podmínku 2 lze

formulovat struènìji takto: ka¾dá podmno¾ina mno¾iny G má v uspoøádané

mno¾inì (G;�) supremum. Analogiky pro podmínku 3: ka¾dá podmno¾ina

mno¾iny G má v uspoøádané mno¾inì (G;�) in�mum.

Dùkaz. Snadno se vidí, ¾e druhá a tøetí podmínka jsou navzájem duální,

zatímo první podmínka je duální sama k sobì. Staèí tedy ukázat, ¾e první

je ekvivalentní s druhou, ekvivaleni první s tøetí pak dostaneme z duality.

Ihned z de�nie úplného svazu je vidìt, ¾e z první podmínky plyne druhá.

Pøedpokládejme tedy, ¾e uspoøádaná mno¾ina (G;�) má nejmen¹í pr-

vek a ka¾dá neprázdná podmno¾ina mno¾iny G má v (G;�) supremum, a

uka¾me, ¾e (G;�) je úplný svaz. Pak tedy i elá mno¾ina G má v (G;�)

supremum, o¾ musí být nejvìt¹í prvek uspoøádané mno¾iny (G;�). Proto

prázdná mno¾ina má v (G;�) in�mum. Neh» A je neprázdná podmno¾ina

mno¾iny G a uka¾me, ¾e má v (G;�) in�mum. Oznaème B mno¾inu v¹eh

dolníh závor mno¾iny A, tj.

B = fx 2 S; 8a 2 A : x � ag:
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Mno¾ina B je neprázdná, nebo» jistì obsahuje nejmen¹í prvek uspoøádané

mno¾iny (G;�). Proto podle pøedpokladù má B supremum, které oznaèíme

m. Uká¾eme-li, ¾e m 2 B, bude pak m nejvìt¹í ze v¹eh dolníh závor mno-

¾iny A, tedy její in�mum, a budeme hotovi. Pro libovolné a 2 A platí x � a

pro v¹ehna x 2 B, proto a je horní závora mno¾iny B. Ov¹em m je její

supremum, tedy m � a. To v¹ak platí pro v¹ehny a 2 A, a proto m 2 B,

o¾ jsme htìli dokázat.

Pøíklad. Svaz v¹eh podgrup dané grupy G je dle pøedhozí vìty úplný

svaz, nebo» má nejvìt¹í prvek (elou grupu G) a ka¾dá neprázdná mno¾ina

podgrup má v tomto svazu in�mum, kterým je prùnik tìhto podgrup (to,

¾e jejih prùnikem je opìt podgrupa, jsme dokazovali kvùli de�nii podgrupy

generované podmno¾inou grupy). Rovnì¾ svaz v¹eh podsvazù (popøípadì

svaz ideálù nebo svaz �ltrù) daného svazu je úplný svaz (viz vìtu 3.1). Díky

analogikým vìtám o prùniíh neprázdnýh systémù nìjakýh podstruktur

lze toté¾ øíi i o svazu v¹eh podokruhù daného okruhu nebo o svazu jeho

ideálù, o svazu v¹eh podtìles daného tìlesa nebo o svazu v¹eh podprostorù

daného vektorového prostoru.

Pøíklad. (N[f1g;�) je dle pøedhozí vìty úplný svaz, nebo» má nejvìt¹í

prvek1 a ka¾dá neprázdná podmno¾ina mno¾iny N[f1g má v (N[f1g;�)

in�mum (plyne z dobré uspoøádanosti).

Pøíklad. Ze svazu (N ; j), který není úplný, lze doplnìním nuly (která se

stane jeho nejvìt¹ím prvkem) utvoøit úplný svaz (N [ f0g; j).

Poznámka. Jak ukazuje následujíí vìta, pøedhozí pøípady nebyly nijak

výjimeèné: v¾dy existuje zpùsob, jak doplnit svaz tak, aby se stal úplným.

Vìta 4.2. Neh» G je svaz. Pak existuje úplný svaz U , který obsahuje

podsvaz H, který je izomorfní se svazem G.

Dùkaz. Je jasné, ¾e staèí najít vhodný úplný svaz U a injektivní svazový

homomor�smus f : G ! U . Pak je toti¾ f(G) podsvaz svazu U a zú¾ením

oboru hodnot dostaneme svazový izomor�smus f : G! f(G).

Neh» U znaèí mno¾inu v¹eh ideálù svazu G. Ve vìtì 3.1 jsme ukázali,

¾e prùnik libovolného neprázdného systému prvkù z U je opìt prvkem U .

Proto¾e uspoøádaná mno¾ina (U;�) má nejvìt¹í prvek G, je to dle pøedhozí

vìty úplný svaz. Pøitom pro libovolné dva prvky A;B 2 U je jejih in�mem

A ^ B = A \ B mno¾inový prùnik, jejih supremem A _ B = (A [ B)# je

ideál generovaný mno¾inovým sjednoením.

Uva¾me zobrazení f : G ! U , které ka¾dý prvek svazu G zobrazí na

ideál jím generovaný: pro ka¾dé a 2 G klademe f(a) = a#. Podle vìty 3.2

je tedy f(a) = fx 2 G; x � ag. Odtud plyne, ¾e f je injeke: jsou-li toti¾

a; b 2 G takové, ¾e f(a) = f(b), pak a 2 b#, odkud a � b, analogiky b � a,

dohromady a = b.
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Budeme hotovi, uká¾eme-li, ¾e f je svazový homomor�smus. Neh» a; b 2

G jsou libovolné. Máme ukázat, ¾e

f(a ^ b) = f(a) ^ f(b); f(a _ b) = f(a) _ f(b);

o¾ znamená

(a ^ b)# = a# \ b#; (a _ b)# = (a# [ b#)#:

Nejprve uká¾eme obì inkluze dokazujíí první rovnost. Proto¾e a ^ b � a,

a ^ b � b, platí a ^ b 2 a# \ b#, odkud (a ^ b)# � a# \ b#. Naopak, je-li

x 2 a# \ b#, je x � a, x � b, tedy x � a ^ b, neboli x 2 (a ^ b)#. Nyní

se zamìøme na druhou rovnost. Z nerovností a � a _ b, b � a _ b, plynou

inkluze a# � (a _ b)#, b# � (a _ b)#, odkud a# [ b# � (a _ b)# a proto

i (a# [ b#)# � a _ b#. Na druhou stranu platí a; b 2 (a# [ b#)#, proto i

a _ b 2 (a# [ b#)#, odkud (a _ b)# � (a# [ b#)#.

Vìta 4.3 (Tarski). Neh» G je úplný svaz, ' : G ! G izotonní zobra-

zení. Pak existuje prvek a 2 G tak, ¾e '(a) = a (tj. a je pevný bod zobrazení

').

Dùkaz. V úplném svazu existuje nejmen¹í prvek (in�mum elého svazu);

oznaème jej 0. Pak jistì 0 � '(0), a proto mno¾ina

A = fx 2 G; x � '(x)g

je neprázdná. Oznaème a supremum mno¾iny A (to existuje, nebo» svaz je

úplný). Pro ka¾dé x 2 A tedy platí x � a, a proto z izotonie '(x) � '(a), o¾

spolu s x � '(x) (v¾dy» x 2 A) dává x � '(a). Je tedy '(a) horní závora

mno¾iny A, tedy její supremum a � '(a). Z izotonie '(a) � '('(a)), ale

to znamená '(a) 2 A. Ov¹em a je supremum mno¾iny A, proto '(a) � a.

Celkem tedy a = '(a).

5. Souèin svazù

Poznámka. Podobnì jako jsme souèinem grup (G; �), (H; �) získali grupu

(G�H; �) na kartézském souèinu nosièù obou grup, mù¾eme souèinem svazù

získat nový svaz. Konstruke bude naprosto stejná: operae na uspoøádanýh

dvojiíh se provedou nezávisle v ka¾dé slo¾e.

De�nie. Neh» (G;_;^), (H;_;^) jsou svazy. Na kartézském souèinu

G�H de�nujme nové operae _ a ^ takto: pro ka¾dé g

1

; g

2

2 G, h

1

; h

2

2 H

klademe

(g

1

; h

1

) _ (g

2

; h

2

) = (g

1

_ g

2

; h

1

_ h

2

):

(g

1

; h

1

) ^ (g

2

; h

2

) = (g

1

^ g

2

; h

1

^ h

2

):
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Vìta 5.1. Za pøedpokladù uèinìnýh v pøedhozí de�nii tvoøí (G �

H;_;^) svaz.

Dùkaz. Dùkaz je velmi snadný, uka¾me napøíklad, ¾e operae _ je ko-

mutativní: Pro ka¾dé g

1

; g

2

2 G, h

1

; h

2

2 H platí

(g

1

; h

1

) _ (g

2

; h

2

) = (g

1

_ g

2

; h

1

_ h

2

) = (g

2

_ g

1

; h

2

_ h

1

) = (g

2

; h

2

) _ (g

1

; h

1

):

V¹ehny ostatní potøebné rovnosti se doká¾í analogiky, v¾dy se vyu¾ije, ¾e

dokazovaná rovnost platí v ka¾dém z obou svazù.

Poznámka. Jak jsme vidìli v pøedhozím dùkaze, v souèinu svazù platí

v¹ehny rovnosti platné v obou svazeh. Vlastnosti, které se v¹ak nedají vy-

jádøit jako konjunke rovností, u¾ souèin svazù zdìdit nemusí. Napøíklad

vlastnost být øetìze mù¾eme zahytit takto: pro ka¾dé dva prvky x; y platí

x � y nebo x � y, o¾ pomoí svazovýh operaí lze zapsat podmínkou

x ^ y = x nebo x ^ y = y. To ale není konjunke rovností, ale disjunke.

A skuteènì, tato vlastnost se souèinem nedìdí: souèinem dvou dvouprvko-

výh øetìzù je ètyøprvkový svaz, který není øetìze (to, ¾e to tak opravdu

dopadne, si promyslete sami).

Poznámka. Podobnì jako souèin dvou svazù jsme mohli de�novat i sou-

èin n svazù pro libovolné n 2 N : na kartézském souèinu nosnýh mno¾in

danýh svazù se nové operae _ a ^ de�nují po slo¾káh.

6. Modulární svazy

Poznámka. Vidìli jsme ve vìtì 2.3, ¾e v libovolném svazu G pro ka¾dou

trojii prvkù a; b;  2 G takovýh, ¾e  � a, platí modulární nerovnost

(a ^ b) _  � a ^ (b _ ):

De�nie. Svaz G se nazývá modulární, jestli¾e pro ka¾dou trojii prvkù

a; b;  2 G takovýh, ¾e  � a, platí modulární rovnost

(a ^ b) _  = a ^ (b _ ):

Pøíklad. Pøíklady modulárníh svazù jsou svaz (2

X

;[;\) v¹eh podmno-

¾in nìjaké mno¾iny X nebo libovolný øetìze.

Pøíklad. Uká¾eme, ¾e svaz N

5

, zvaný té¾ pìtiúhelník, není modulární,

kde¾to svaz M

5

, zvaný té¾ diamant, modulární je (viz Hasseovy diagramy na

následujíím obrázku). Oznaème 0 <  < a < 1 ony ètyøi prvky, které jsou
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v Hasseovì diagramu svazu N

5

nakresleny nad sebou vlevo, a b jeho pátý

prvek. Pak nerovnost

(a ^ b) _  = 0 _  =  < a = a ^ 1 = a ^ (b _ ):

ukazuje, ¾e svaz N

5

není modulární.
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Svaz N

5

(pìtiúhelník) Svaz M

5

(diamant)

Nyní probírkou v¹eh mo¾ností doka¾me, ¾e svaz M

5

je modulární. Oznaème

0 nejmen¹í a 1 nejvìt¹í prvek tohoto svazu. Neh» tedy a; b;  2 M

5

jsou libo-

volné takové, ¾e  � a. Jestli¾e a = , plyne modulární rovnost z absorpèníh

zákonù. Jestli¾e  < a, pak na Hasseovì diagramu svazu M

5

vidíme, ¾e buï

 = 0 nebo a = 1. V obou pøípadeh je modulární rovnost zøejmá.

Vìta 6.1. Svaz v¹eh normálníh podgrup dané grupy je modulární.

Dùkaz. Neh» (H; �) je grupa, K;L její podgrupy. Ka¾dá podgrupa grupy

(H; �), obsahujíí obì podgrupy K;L, musí obsahovat i mno¾inu

K � L = fk � l; k 2 K; l 2 Lg:

Tato mno¾ina obenì nemusí být podgrupou grupy (H; �). Uka¾me, ¾e pokud

je K dokone normální podgrupa grupy (H; �), pak je K � L

podgrupou grupy (H; �). Jistì K �L 6= ;. Pro libovolné k 2 K, l 2 L platí

(k � l)

�1

= l

�1

� k

�1

= (l

�1

� k

�1

� l) � l

�1

2 K � L;

nebo» l

�1

� k

�1

� l 2 K díky tomu, ¾e K je normální podgrupa grupy (H; �).

Podobnì pro libovolné k

1

; k

2

2 K, l

1

; l

2

2 L platí

(k

1

� l

1

) � (k

2

� l

2

) = k

1

� (l

1

� k

2

� l

�1

1

) � (l

1

� l

2

) 2 K � L;

nebo» opìt l

1

�k

2

� l

�1

1

2 K. Dokázali jsme, ¾e K �L je podgrupou grupy (H; �).

Proto¾e K � L obsahuje podgrupy K i L, je tedy K � L nejmen¹í podgrupou
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grupy (H; �) obsahujíí obì podgrupyK;L. Pøitom platí, ¾e pokud jsou obìK

i L normálními podgrupami grupy (H; �), pak jeK �L té¾ normální podgrupou

grupy (H; �). Toti¾ pro libovolné h 2 H a libovolné k 2 K, l 2 L platí

h � (k � l) � h

�1

= (h � k � h

�1

) � (h � l � h

�1

) 2 K � L;

o¾ bylo tøeba dokázat.

Oznaème S mno¾inu v¹eh normálníh podgrup grupy (H; �). Proto¾e

prùnikem normálníh podgrup je normální podgrupa, je (S;�) svaz, v nìm¾

pro libovolné K;L 2 S platí

K ^ L = K \ L; K _ L = K � L:

Doká¾eme, ¾e je tento svaz modulární. Zvolme proto libovolnì K;L;M 2 S

tak, ¾e M � K. Pak platí

(K ^ L) _M = (K \ L) �M; K ^ (L _M) = K \ (L �M):

Máme tedy ukázat, ¾e platí

(K \ L) �M � K \ (L �M);

nebo» opaèná inkluze je modulární nerovnost platná v ka¾dém svazu (vìta

2.3). Neh» je tedy k 2 K \ (L �M) libovolné. Pak existují l 2 L, m 2 M

takové, ¾e platí l �m = k. Z M � K plyne m 2 K, odkud l = k �m

�1

2 K.

Je tedy l 2 (K \ L) a platí k = l �m 2 (K \ L) �M , o¾ jsme htìli dokázat.

Dùsledek. Svaz v¹eh podgrup dané komutativní grupy je modulární.

Dùkaz. V komutativní grupì je ka¾dá podgrupa normální.

Vìta 6.2. Podsvaz modulárního svazu je modulární svaz.

Dùkaz. Plyne pøímo z de�nie: v podsvazu se suprema i in�ma poèítají

jako v pùvodním svazu, proto je tam i stejné uspoøádání.

Pøíklad. Svaz v¹eh podprostorù daného vektorového prostoru V nad tì-

lesem T je podle pøedhozí vìty modulární. Je toti¾ podsvazem modulárního

svazu v¹eh podgrup grupy vektorù V { k tomu si staèí uvìdomit, ¾e ka¾dý

podprostor je podgrupou, a ovìøit, ¾e in�ma i suprema se ve svazu v¹eh

podprostorù poèítají stejnì jako ve svazu podgrup: in�mem je mno¾inový

prùnik a supremem souèet podprostorù.

Vìta 6.3. Svaz G je modulární, právì kdy¾ pro ka¾dou trojii prvkù

a; b;  2 G platí

(a ^ b) _ (a ^ ) = a ^ (b _ (a ^ )):

Dùkaz. Je-li svaz modulární, plyne pøedhozí rovnost z modulární rov-

nosti pro prvky a; b; a^ a zøejmé nerovnosti a^ � a. Naopak, neh» svaz G
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splòuje rovnost této vìty a neh» a; b;  2 G jsou libovolné takové, ¾e  � a.

Pak platí a ^  = , a tedy

(a ^ b) _  = (a ^ b) _ (a ^ ) = a ^ (b _ (a ^ )) = a ^ (b _ );

o¾ jsme mìli dokázat.

Dùsledek. Souèin modulárníh svazù je modulární svaz. Homomorfní

obraz modulárního svazu je modulární svaz.

Dùkaz. U¾ jsme zmiòovali v dùkaze vìty 5.1, ¾e souèin zdìdí libovolnou

rovnost platnou v obou svazeh. Také tvrzení o homomorfníh obrazeh plyne

z toho, ¾e modularita je harakterizována rovností.

Vìta 6.4. Svaz G je modulární, právì kdy¾ pro ka¾dou trojii prvkù

a; b;  2 G platí implikae

a � ; a ^ b =  ^ b; a _ b =  _ b =) a = : (1)

Dùkaz. Pøedpokládejme, ¾e svaz G je modulární a ¾e pro trojii prvkù

a; b;  2 G platí  � a, a ^ b =  ^ b, a _ b =  _ b. Pak z absorpèníh zákonù

a modulární rovnosti plyne

 = ( ^ b) _  = (a ^ b) _  = a ^ (b _ ) = a ^ (b _ a) = a:

Naopak, pøedpokládejme, ¾e ve svazu G platí implikae (1), a doka¾me, ¾e

svaz je modulární. Zvolme libovolnì trojii prvkù a; b;  2 G tak, ¾e  � a, a

oznaème x = (a ^ b) _ , y = a ^ (b _ ). Z modulární nerovnosti (vìta 2.3)

víme, ¾e x � y. Uká¾eme-li, ¾e té¾ platí x ^ b = y ^ b, x _ b = y _ b, podle

implikae (1) dostaneme x = y, o¾ je modulární rovnost pro prvky a; b; . Z

x � y plyne x _ b � y _ b, nebo» z y _ b � y � x, y _ b � b je jasné, ¾e y _ b

je horní závora prvkù x, b. Analogiky x ^ b � y ^ b. Ov¹em

x _ b = ((a ^ b) _ ) _ b = ((a ^ b) _ b) _  = b _ ;

jistì b_  � a^ (b_ ) = y a b_  � b. To pak znamená x_ b = b_  � y _ b,

o¾ spolu s døíve odvozenou opaènou nerovností znamená x _ b = y _ b.

Analogiky

y ^ b = (a ^ (b _ )) ^ b = a ^ ((b _ ) ^ b) = a ^ b � (a ^ b) _  = x;

jistì té¾ y ^ b = a ^ b � b, proto y ^ b � x ^ b, opìt s opaènou nerovností

dostáváme potøebnou rovnost x ^ b = y ^ b.

Poznámka. Následujíí vìta ukazuje, ¾e modularitu je mo¾né harakteri-

zovat pomoí svazu N

5

(tj. pìtiúhelníku, viz Hasseùv diagram na stranì 15).
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Vìta 6.5. Svaz G je modulární, právì kdy¾ neobsahuje podsvaz izomorfní

se svazem N

5

.

Dùkaz. Je-li svaz G modulární, pak podle vìty 6.2 je ka¾dý jeho podsvaz

modulární, proto svaz G neobsahuje podsvaz izomorfní se svazem N

5

, nebo»

ten modulární není.

Naopak, pøedpokládejme, ¾e svaz G není modulární. Podle pøedhozí vìty

existují a; b;  2 G tak, ¾e aèkoliv platí a � , a^b = ^b, a_b = _b, pøesto

a 6= . Tedy a > . Snadno se ovìøí, ¾e pak nemù¾e nastat ¾ádný z pøípadù

b �  (pak by toti¾ b = b_  = b_a, tedy b � a, odkud b^a = a >  = b^ )

ani b � a (pak by b = b^a = b^, tedy b � , odkud b_ =  < a = b_a). Je

tedy b s ka¾dým z prvkù a,  nesrovnatelný. Proto jsou prvky a; b; ; a^b; a_b

rùzné. Zøejmì tvoøí pìtiprvkový podsvaz svazu G izomorfní se svazem N

5

.

Dùsledek. Duální svaz k modulárnímu svazu je opìt modulární.

Dùkaz. Plyne z toho, ¾e duální svaz ke svazu N

5

je izomorfní s N

5

, a

toho, ¾e dualitou se podsvazy pøevádìjí na podsvazy.

Poznámka. Pøedhozí dùsledek je také mo¾né snadno dokázat pøímo:

podmínka, kterou jsou modulární svazy de�novány, je samoduální.

7. Distributivní svazy

Poznámka. Podle vìty 2.3 v libovolném svazu G pro ka¾dou trojii prvkù

a; b;  2 G platí distributivní nerovnosti

(a _ b) ^ (a _ ) � a _ (b ^ );

(a ^ b) _ (a ^ ) � a ^ (b _ ):

De�nie. SvazG se nazývá distributivní, jestli¾e pro ka¾dou trojii prvkù

a; b;  2 G platí distributivní rovnost

(a ^ b) _ (a ^ ) = a ^ (b _ ):

Pøíklad. Pøíklady distributivníh svazù jsou svaz v¹eh podmno¾in nì-

jaké mno¾iny nebo libovolný øetìze.

Pøíklad. Ovìøte sami, ¾e svazy N

5

(pìtiúhelník) a M

5

(diamant) nejsou

distributivní (viz Hasseovy diagramy na obrázku na stranì 15). V obou sva-

zeh pøi ovìøování zvolte tøi rùzné prvky a; b;  tak, aby b bylo nesrovnatelné

s a i  (a v N

5

naví a > ).

Vìta 7.1. Neh» G je distributivní svaz. Pak pro ka¾dou trojii prvkù

a; b;  2 G platí i následujíí distributivní rovnost

(a _ b) ^ (a _ ) = a _ (b ^ ):
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Dùkaz. Z distributivity a absorpèního zákona dostáváme

(a _ b) ^ (a _ ) = ((a _ b) ^ a) _ ((a _ b) ^ ) = a _ ((a ^ ) _ (b ^ )) =

= (a _ (a ^ )) _ (b ^ ) = a _ (b ^ ):

Poznámka. Duální tvrzení k pøedhozí vìtì znamená, ¾e z podmínky

z vìty plyne podmínka z de�nie. Je tedy lhostejné, kterou z obou distribu-

tivníh rovností u¾ijeme v de�nii, mohli jsme u¾ít i obì najednou.

Dùsledek. Duální svaz k distributivnímu svazu je opìt distributivní.

Vìta 7.2. Ka¾dý distributivní svaz je modulární.

Dùkaz. Pøedpokládejme, ¾e G je distributivní svaz, a; b;  2 G jsou ta-

kové, ¾e  � a. Pak platí

a ^ (b _ ) = (a ^ b) _ (a ^ ) = (a ^ b) _ ;

o¾ je modulární rovnost.

Vìta 7.3. Podsvaz distributivního svazu je distributivní svaz.

Dùkaz. Plyne pøímo z de�nie: v podsvazu se suprema i in�ma poèítají

jako v pùvodním svazu.

Vìta 7.4. Souèin distributivníh svazù je distributivní svaz. Homomorfní

obraz distributivního svazu je distributivní svaz.

Dùkaz. Plyne z toho, ¾e vlastnost být distributivní je de�nována rov-

ností.

Vìta 7.5. Svaz G je distributivní, právì kdy¾ pro ka¾dou trojii prvkù

a; b;  2 G platí implikae

a ^ b =  ^ b; a _ b =  _ b =) a = : (2)

Dùkaz. Pøedpokládejme, ¾e svaz G je distributivní a ¾e pro trojii prvkù

a; b;  2 G platí a ^ b =  ^ b, a _ b =  _ b. Pak z absorpèníh zákonù a

distributivity plyne

 = ( ^ b) _  = (a ^ b) _  = (a _ ) ^ (b _ ) =

= (a _ ) ^ (a _ b) = a _ ( ^ b) = a _ (a ^ b) = a:

Naopak, pøedpokládejme, ¾e svaz G splòuje implikai (2). Podle vìty 6.4 je

G modulární, nebo» splòuje implikai (1). Neh» x; y; z 2 G jsou libovolné.

Oznaème

a = ((y _ x) ^ z) _ (x ^ y);

b = y;

 = ((y _ z) ^ x) _ (z ^ y):
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Tyto de�nie jsou voleny tak, ¾e pøi zámìnì x$ z se zamìní a$ . Proto¾e

x ^ y � y _ x, z modularity plyne

a = (y _ x) ^ (z _ (x ^ y));

a podobnì

 = (y _ z) ^ (x _ (z ^ y)):

Z komutativity, absorpe a modularity (díky x ^ y � y) plyne

a^ b = b^a = y^ (y_x)^ (z_ (x^ y)) = y^ (z_ (x^ y)) = (y^ z)_ (x^ y):

Stejnými úpravami pøi zámìnì a$  a x$ z

^ b = b^  = y^ (y_ z)^ (x_ (z ^ y)) = y^ (x_ (z ^ y)) = (y^x)_ (z ^ y):

Je tedy a ^ b =  ^ b. Z absorpe a modularity (díky y � y _ x) dále plyne

a _ b = ((y _ x) ^ z) _ (x ^ y) _ y = ((y _ x) ^ z) _ y = (y _ x) ^ (z _ y):

Stejnými úpravami pøi zámìnì a$  a x$ z

 _ b = ((y _ z) ^ x) _ (z ^ y) _ y = ((y _ z) ^ x) _ y = (y _ z) ^ (x _ y):

Je tedy také a_ b = _ b, o¾ spolu s a^ b = ^ b pomoí implikae (2) dává

a = . Z absorpe a modularity (díky x ^ y � x) dostáváme

x ^ a = x ^ (y _ x) ^ (z _ (x ^ y)) = x ^ (z _ (x ^ y)) = (x ^ z) _ (x ^ y):

Podobnì z komutativity a absorpe

x ^  = x ^ (y _ z) ^ (x _ (z ^ y)) = x ^ (x _ (z ^ y)) ^ (y _ z) = x ^ (y _ z)

Celkem tedy z toho, ¾e a = , a z komutativity plyne

x ^ (y _ z) = x ^  = x ^ a = (x ^ y) _ (x ^ z):

Proto¾e x; y; z 2 G byly libovolné, znamená to, ¾e G je distributivní svaz,

o¾ jsme mìli dokázat.

Poznámka. Z následujíí vìty a vìty 6.5 plyne analogie vìty 6.5 pro dis-

tributivní svazy: Svaz G je distributivní, právì kdy¾ neobsahuje ani podsvaz

izomorfní se svazem M

5

(tj. diamant) ani podsvaz izomorfní se svazem N

5

(tj. pìtiúhelník, viz Hasseovy diagramy na stranì 15).

Vìta 7.6. Modulární svaz G je distributivní, právì kdy¾ neobsahuje pod-

svaz izomorfní se svazem M

5

.
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Dùkaz. Je-li svaz G distributivní, pak podle vìty 7.3 je ka¾dý jeho pod-

svaz distributivní, proto svaz G neobsahuje podsvaz izomorfní se svazemM

5

,

nebo» ten distributivní není.

Naopak, pøedpokládejme, ¾e svaz G není distributivní. Podle pøedhozí

vìty existují a; b;  2 G tak, ¾e aèkoliv platí a^ b = ^ b, a_ b = _ b, pøesto

a 6= . Kdyby a �  nebo  � a, podle vìty 6.4 by z modularity svazu plynulo

a = , o¾ neplatí. Jsou tedy a a  nesrovnatelné. Oznaème

i = a ^ b =  ^ b;

s = a _ b =  _ b;

m = ((a _ ) ^ b) _ (a ^ ):

Je zøejmé, ¾e i � , a tedy i = i ^  = a ^ b ^ . Podobnì s = a _ b _ .

Z absorpe a modularity (díky a � a _ ) plyne

m _ a = ((a _ ) ^ b) _ (a ^ ) _ a = ((a _ ) ^ b) _ a = (a _ ) ^ (b _ a):

Ov¹em b _ a = s = a _ b _  � a _ , odkud m _ a = a _ . Analogiky

(zámìnou a$ ) se doká¾e, ¾e m _  = a _ . Proto¾e a ^  � a _ , plyne z

modularity

m = (a _ ) ^ (b _ (a ^ )):

Z absorpe a modularity (díky a ^  � a) plyne

m^a = a^m = a^ (a_ )^ (b_ (a^ )) = a^ (b_ (a^ )) = (a^ b)_ (a^ ):

Ov¹em a ^ b = i = a ^ b ^  � a ^ , odkud m ^ a = a ^ . Analogiky

(zámìnou a$ ) se doká¾e, ¾e m^  = a^ . Tvoøí tedy fa; ;m; a_ ; a^ g

podsvaz svazu G. Uka¾me, ¾e  a m jsou nesrovnatelné. Z  � m plyne

 = m^ = a^, odkud  � a, spor. Podobnì z  � m plyne  = m_ = _a,

odkud a � , opìt spor. Analogiky (zámìnou a $ ) se doká¾e, ¾e a a m

jsou nesrovnatelné. Proto podsvaz fa; ;m; a_ ; a^ g svazu G je izomorfní

se svazem M

5

, o¾ jsme htìli dokázat.

Poznámka. Na závìr kapitoly o distributivníh svazeh si uvedeme ha-

rakterizai koneènýh distributivníh svazù.

De�nie. Prvek a svazu G se nazývá _-nedosa¾itelný, jestli¾e pro ka¾dé

b;  2 G takové, ¾e a = b _ , platí a = b nebo a = .

Poznámka. Prvek a svazu G je tedy _-nedosa¾itelný, jestli¾e není supre-

mem ¾ádnýh dvou prvkù ostøe men¹íh ne¾ on, tj. neexistují b;  2 G spl-

òujíí b < a,  < a, a = b _ . Ekvivalentnì lze tuto podmínku vyjádøit také

takto: prvek a svazu G je _-nedosa¾itelný, jestli¾e pro ka¾dé b;  2 G takové,

¾e b < a a souèasnì  < a, platí b _  < a. Odtud se snadno doká¾e indukí,
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¾e takový prvek není supremem ani ¾ádné neprázdné koneèné mno¾iny prvkù

ostøe men¹íh ne¾ on.

Oznaèení. Mno¾inu v¹eh _-nedosa¾itelnýh prvkù svazu G oznaèíme

J(G).

Vìta 7.7. V koneèném distributivním svazu G je libovolný prvek a roven

supremu mno¾iny v¹eh _-nedosa¾itelnýh prvkù, které neostøe pøevy¹uje, tj.

a =

_

b2J(G); b�a

b =

_

(a# \ J(G)):

Dùkaz. Budeme postupovat indukí vzhledem k mohutnosti m nosné

mno¾iny svazu G. Je-li m = 0, není o dokazovat. Je-li m = 1, pak svaz

obsahuje jediný prvek, který je _-nedosa¾itelný, a tedy tvrzení platí.

Pøedpokládejme tedy, ¾e m > 1 a ¾e pro v¹ehny distributivní svazy o

ménì ne¾ m prvíh byla ji¾ vìta dokázána. Neh» a 2 G je libovolný. Pokud

a 2 J(G), zøejmì je a nejvìt¹ím prvkem mno¾iny a# \ J(G) a dokazovaná

podmínka je pro nìj zøejmì splnìna. Neh» tedy a =2 J(G), pak existují b;  2

G splòujíí b < a,  < a, a = b _ . Uva¾ujme ideál b#. Zøejmì jde o podsvaz

svazu G neobsahujíí a, tedy jb#j < m. Jako podsvaz distributivního svazu je

distributivní a tedy podle indukèního pøedpokladu platí b =

W

(b#\J(b#)) =

W

(b#\J(G)), proto¾e z de�nie ideálu plyne, ¾e ka¾dý _-nedosa¾itelný prvek

v podsvazu b# je _-nedosa¾itelný vzhledem k elému G. Podobnì platí  =

W

(# \ J(G)). Tedy a = b _  =

W

(b# \ J(G)) _

W

(# \ J(G)) =

W

D,

kde D = (b# [ #) \ J(G) � a# \ J(G). Neh» d =

W

(a# \ J(G)). Proto¾e

G je koneèná mno¾ina, mù¾eme psát a# \ J(G) = fa

1

; : : : ; a

n

g pro nìjaké

pøirozené n (tato mno¾ina není prázdná, nebo» jistì obsahuje nejmen¹í prvek

svazu G). Pak platí d =

W

(a# \ J(G)) =

W

n

i=1

a

i

, tedy pro in�mum a ^ d

díky distributivitì platí

a ^ d = a ^

n

_

i=1

a

i

=

n

_

i=1

(a ^ a

i

) =

n

_

i=1

a

i

= d;

odkud dostáváme a � d =

W

(a# \ J(G)) �

W

D = a, tedy

a =

_

(a# \ J(G));

o¾ jsme htìli dokázat.

De�nie. Neh» (A;�) je uspoøádaná mno¾ina. Mno¾ina B � A se na-

zývá (dolù) dìdièná, pokud pro ka¾dý prvek b 2 B a ka¾dý a 2 A, a � b,

platí a 2 B.
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Poznámka. Mno¾ina B � A je tedy dìdièná, jestli¾e s ka¾dým svým

prvkem obsahuje v¹ehny prvky mno¾iny A, které jsou je¹tì men¹í. Pomoí

této vlastnosti mù¾eme harakterizovat ideály svazu: jsou to právì dìdièné

podsvazy. Pøipomeòme, ¾e na svazy se mù¾eme dívat jako na uspoøádané

mno¾iny a ¾e dva svazy jsou izomorfní, právì kdy¾ jsou izomorfní jako uspo-

øádané mno¾iny (vìta 3.3).

Oznaèení. Mno¾inu v¹eh neprázdnýh dìdiènýh podmno¾in uspoøá-

dané mno¾iny A znaèíme D(A).

Vìta 7.8. Pro koneèný distributivní svaz G uva¾me mno¾inu J(G) v¹eh

_-nedosa¾itelnýh prvkù svazu G spolu s uspoøádáním, které na J(G) in-

dukuje uspoøádání svazu G. Pak uspoøádaná mno¾ina (D(J(G));�) je izo-

morfní se svazem G (hápaným jako uspoøádaná mno¾ina).

Dùkaz. Je-li G prázdný svaz, je i D(J(G)) prázdná mno¾ina a tedy

vìta platí. Dále pøedpokládejme, ¾e G je neprázdný. De�nujeme zobrazení

� : G! D(J(G)) pøedpisem �(a) = a#\J(G). Zøejmì a# je dìdièná mno¾ina

v G a její prùnik s J(G) je dìdiènou mno¾inou v J(G). Naví a# \ J(G)

obsahuje nejmen¹í prvek svazu G, a tedy je prvkem D(J(G)). Uká¾eme, ¾e

se jedná o izotonní zobrazení. Neh» a; b 2 G jsou libovolné takové, ¾e a � b.

Pak a# � b#, tedy �(a) = a# \ J(G) � b# \ J(G) = �(b). Dále de�nujeme

zobrazení # : D(J(G)) ! G pøedpisem #(X) =

W

X, tj. #(X) je supremem

v¹eh prvkù mno¾iny X. I toto zobrazení je izotonní, proto¾e pro libovolné

X; Y 2 D(J(G)) takové, ¾e X � Y , platí #(X) =

W

X �

W

Y = #(Y ).

Uká¾eme, ¾e zobrazení � a # jsou navzájem inverzní. Neh» a 2 L, pak

# Æ �(a) = #(a# \ J(G)) =

W

(a# \ J(G)) = a podle vìty 7.7. Neh» naopak

X 2 D(J(G)). Pak � Æ #(X) = (

W

X)# \ J(G). Cheme, aby se slo¾ení

zobrazení rovnalo identitì na mno¾inì D(J(G)), tedy aby

(

_

X)# \ J(G) = X:

Oznaème Y levou stranu po¾adované rovnosti. Inkluzi X � Y doká¾eme

snadno: pro ka¾dé x 2 X zøejmì platí x �

W

X, a tedy x 2 (

W

X)#, a proto¾e

x 2 X � J(G), inkluzeX � Y platí. Neh» nyní y 2 Y . Ptáme se, zda y 2 X.

Pro y v¹ak platí y �

W

X a X je koneèná neprázdná mno¾ina. Mù¾eme tedy

psát X = fx

1

; : : : ; x

n

g pro nìjaké pøirozené n, a tedy z distributivity

y = y ^

_

X = y ^

n

_

i=1

x

i

=

n

_

i=1

(y ^ x

i

):

Ov¹em y 2 J(G), a tedy y je _-nedosa¾itelný. Proto y nemù¾e být supremem

men¹íh prvkù (viz poznámku za de�nií _-nedosa¾itelnosti). Existuje tedy

i 2 f1 : : : ng tak, ¾e y = y^x

i

, o¾ znamená, ¾e y � x

i

. Ov¹em x

i

2 X, která
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je dìdièná, tedy y 2 X, o¾ jsme potøebovali dokázat. Celkem tedy máme

izotonní bijeki � : G ! D(J(G)) a její izotonní inverzi # : D(J(G)) ! G,

jedná se tedy o izomor�smus uspoøádanýh mno¾in.

Poznámka. Vìta mimo jiné øíká, ¾e je-li G koneèný distributivní svaz,

pak i D(J(G)) je koneèný distributivní svaz. Proto¾e sjednoení i prùnik dì-

diènýh mno¾in je opìt dìdièná mno¾ina, jsou operaemi suprema a in�ma v

D(J(G)) právì mno¾inový prùnik a sjednoení. Je tedy D(J(G)) podsvazem

svazu v¹eh podmno¾in mno¾iny J(G).

Dùsledek. Ka¾dý koneèný distributivní svaz je izomorfní s nìkterým pod-

svazem svazu v¹eh podmno¾in nìjaké koneèné mno¾iny.

Poznámka. Podle pøedhozího dùsledku ka¾dý koneèný distributivní

svaz mù¾eme hápat jako inkluzí uspoøádaný systém mno¾in, který je uza-

vøený na prùniky a sjednoení. Proto¾e naopak ka¾dý inkluzí uspoøádaný

systém mno¾in, který je uzavøený na prùniky a sjednoení, je zøejmì distri-

butivním svazem, dostali jsme tak slíbenou harakterizai koneènýh distri-

butivníh svazù. Uvìdomte si, ¾e podmínka uzavøenosti na mno¾inový prù-

nik a sjednoení je zde podstatná, v¾dy» napøíklad i nedistributivní svaz M

5

(diamant) je izomorfní se systémem mno¾in f;; f1g; f2g; f3g; f1; 2; 3gg uspo-

øádaným inkluzí.

8. Booleovy algebry

De�nie. Neh» G je svaz s nejmen¹ím prvkem 0 a nejvìt¹ím prvkem 1.

Øekneme, ¾e prvek b 2 G je komplementem prvku a 2 G ve svazu G, jestli¾e

platí a ^ b = 0, a _ b = 1. Svaz G se nazývá komplementární, jestli¾e ke

ka¾dému prvku existuje aspoò jeden komplement.

Poznámka. Z komutativity obou operaí plyne, ¾e je-li prvek b komple-

mentem prvku a, pak je prvek a komplementem prvku b.

Pøíklad. Svazy M

5

a N

5

jsou komplementární (viz Hasseùv diagram na

stranì 15), av¹ak k nìkterým prvkùm existuje komplementù víe ne¾ jeden

(naleznìte v ka¾dém z tìhto svazù aspoò jeden takový prvek).

Pøíklad. Øetìze majíí aspoò tøi prvky není komplementární.

Poznámka. Podsvaz komplementárního svazu nemusí být komplemen-

tární: komplementární svaz N

5

obsahuje ètyøprvkový øetìze jako podsvaz.

Vìta 8.1. Souèin komplementárníh svazù je komplementární svaz.

Dùkaz. Neh» G a H jsou komplementární svazy, uva¾me jejih souèin

G�H. Proto¾e pro ka¾dé g 2 G, h 2 H platí

(g; h) ^ (0; 0) = (g ^ 0; h ^ 0) = (0; 0);
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je (0; 0) nejmen¹ím prvkem svazu G�H. Podobnì se ovìøí, ¾e (1; 1) je nej-

vìt¹ím prvkem svazu G � H. Pak pro libovolný komplement g

1

prvku g ve

svazu G a pro libovolný komplement h

1

prvku h ve svazu H platí

(g; h) ^ (g

1

; h

1

) = (g ^ g

1

; h ^ h

1

) = (0; 0);

(g; h) _ (g

1

; h

1

) = (g _ g

1

; h _ h

1

) = (1; 1);

a tedy (g

1

; h

1

) je komplementem prvku (g; h) ve svazu G�H.

Poznámka. Duální svaz ke komplementárnímu svazu je komplementární

(komplementy se zahovávají).

Vìta 8.2. V distributivním svazu je komplement prvku, pokud existuje,

urèen jednoznaènì.

Dùkaz. Neh» a

1

; a

2

jsou komplementy prvku b. Pak platí

a

1

^ b = 0 = a

2

^ b; a

1

_ b = 1 = a

2

_ b:

Podle vìty 7.5 odtud plyne a

1

= a

2

.

De�nie. Distributivní komplementární svaz se nazývá Booleova algebra.

Poznámka. Nejmen¹í prvek Booleovy algebry budeme v dal¹ím textu

v¾dy znaèit 0 a její nejvìt¹í prvek 1. Komplement prvku a 2 G je dle pøed-

hozí vìty urèen jednoznaènì, znaèíme jej a

0

.

Pøíklad. Prázdný svaz není Booleova algebra.

Pøíklad. V libovolné Booleovì algebøe platí 0

0

= 1, 1

0

= 0.

Pøíklad. Pøipomeòme, ¾e pro libovolnou mno¾inu X symbolem 2

X

ozna-

èujeme mno¾inu v¹eh podmno¾in mno¾iny X. Pro ka¾dou mno¾inu X je

(2

X

;[;\) Booleova algebra (uspoøádáním je mno¾inová inkluze): nejmen¹í

prvek je ;, nejvìt¹í prvek je X a komplementem prvku A � X je prvek

X � A.

Poznámka. Promyslete si, ¾e duální svaz k Booleovì algebøe je Booleova

algebra (komplementy se zahovávají, 0 a 1 se v dualitì vymìní).

Vìta 8.3. Souèinem Booleovýh algeber je Booleova algebra.

Dùkaz. Plyne z vìt 7.4 a 8.1.

Vìta 8.4. V libovolné Booleovì algebøe pro ka¾dé prvky a; b platí

1. a

00

= a,

2. (a _ b)

0

= a

0

^ b

0

,

3. (a ^ b)

0

= a

0

_ b

0

.
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Dùkaz. Prvky a

00

i a jsou komplementy prvku a

0

, z jednoznaènosti kom-

plementu a

00

= a. Druhou rovnost odvodíme z distributivního zákona:

(a _ b) _ (a

0

^ b

0

) = ((a _ b) _ a

0

) ^ ((a _ b) _ b

0

) =

= ((a _ a

0

) _ b) ^ ((b

0

_ b) _ a) =

= (1 _ b) ^ (1 _ a) = 1 ^ 1 = 1;

podobnì

(a _ b) ^ (a

0

^ b

0

) = (a ^ (a

0

^ b

0

)) _ (b ^ (a

0

^ b

0

)) =

= ((a ^ a

0

) ^ b

0

) _ ((b ^ b

0

) ^ a

0

) =

= (0 ^ b

0

) _ (0 ^ a

0

) = 0 _ 0 = 0:

Je tedy a

0

^b

0

komplementem prvku a_b, o¾ jsme htìli ukázat. Tøetí rovnost

dostaneme z druhé u¾itím duality.

De�nie. Podsvaz L Booleovy algebryG se nazývá Booleova podalgebra,

jestli¾e 0; 1 2 L a pro ka¾dé a 2 L platí a

0

2 L.

Pøíklad. V libovolné Booleovì algebøe tvoøí f0; 1g Booleovu podalgebru.

Podobnì pro ka¾dý její prvek a je f0; 1; a; a

0

g Booleova podalgebra.

Pøíklad. Je-li X nekoneèná mno¾ina, uva¾me mno¾inu

Y = fA � X; A je koneèná nebo X � A je koneènág:

Pak Y je Booleova podalgebra Booleovy algebry (2

X

;[;\).

Vìta 8.5. Libovolná Booleova podalgebra je Booleova algebra.

Dùkaz. Jako¾to podsvaz distributivního svazu je Booleova podalgebra

distributivní svaz. Proto¾e nejmen¹í (resp. nejvìt¹í) prvek Booleovy podal-

gebry je nejmen¹ím (resp. nejvìt¹ím) prvkem elé Booleovy algebry, z toho,

¾e operae _ a ^ se v podsvazu poèítají stejnì jako v elém svazu, plyne,

¾e komplement daného prvku v Booleovì podalgebøe je stejný jako komple-

ment tohoto prvku v elé Booleovì algebøe. Je tedy Booleova podalgebra

komplementární svaz, o¾ jsme mìli dokázat.

De�nie. Neh» G a H jsou Booleovy algebry, f : G ! H zobrazení.

Øekneme, ¾e je f homomor�smus Booleovýh algeber, je-li f svazový homo-

mor�smus, pro který platí f(0) = 0, f(1) = 1. Øekneme, ¾e f je izomor�smus

Booleovýh algeber, je-li f bijektivní homomor�smus Booleovýh algeber.

Booleovy algebry G a H nazveme izomorfní, jestli¾e existuje izomor�smus

Booleovýh algeber f : G! H.

Vìta 8.6. Neh» f : G ! H je homomor�smus Booleovýh algeber,

a 2 G. Pak platí f(a

0

) = f(a)

0

.

26



Dùkaz. Jistì platí

f(a

0

)_ f(a) = f(a

0

_ a) = f(0) = 0; f(a

0

)^ f(a) = f(a

0

^ a) = f(1) = 1;

odkud plyne, ¾e f(a) je komplementem prvku f(a

0

) v Booleovì algebøe H.

De�nie. Neh» G je Booleova algebra, a 2 G, a 6= 0. Øekneme, ¾e a

je atom Booleovy algebry G, jestli¾e kromì 0 neexistuje ¾ádný jiný prvek

Booleovy algebry G men¹í ne¾ a.

Vìta 8.7. Neh» G je koneèná Booleova algebra, P mno¾ina v¹eh jejíh

atomù. Pak G je izomorfní s Booleovou algebrou (2

P

;[;\).

Dùkaz. Je-li Booleova algebra G jednoprvková, je P = ; a vìta zøejmì

platí. Dále budeme pøedpokládat, ¾e Booleova algebraGmá aspoò dva prvky.

Pro ka¾dý prvek x 2 G, x 6= 0, existuje aspoò jeden p 2 P , p � x (jinak

by pro ka¾dý nenulový prvek y < x existoval nenulový prvek z < y, o¾ by

umo¾nilo konstruovat nekoneènou klesajíí posloupnost prvkù, o¾ v koneèné

mno¾inì zøejmì nelze).

De�nujme zobrazení h : G ! 2

P

pøedpisem h(b) = fa 2 P ; a � bg.

Uká¾eme nejprve, ¾e h je surjeke. Proto¾eG je koneèná, je i P koneèná a tedy

je koneèná i libovolná podmno¾ina mno¾iny P . Pro libovolné a

1

; : : : ; a

n

2 P

zøejmì platí fa

1

; : : : ; a

n

g � h(a

1

_� � �_a

n

). Opaènou inkluzi doka¾me sporem:

pøedpokládejme, ¾e existuje x 2 h(a

1

_� � �_a

n

), x =2 fa

1

; : : : ; a

n

g. Pak x^a

1

=

� � � = x ^ a

n

= 0, nebo» in�mum rùznýh atomù je 0. Z x 2 h(a

1

_ � � � _ a

n

)

plyne x � a

1

_ � � � _ a

n

, a tedy

x = x ^ (a

1

_ � � � _ a

n

) = (x ^ a

1

) _ � � � _ (x ^ a

n

) = 0 _ � � � _ 0 = 0;

o¾ je spor s tím, ¾e x 2 P . Je tedy h surjeke.

Uka¾me nyní, ¾e h je té¾ injeke. Zvolme libovolnì prvek x 2 G, x 6= 0.

Dokázali jsme, ¾e existuje aspoò jeden p 2 P , p � x. Proto h(x) 6= ;.

Oznaème fa

1

; : : : ; a

n

g = h(x). Uká¾eme-li, ¾e x = a

1

_ � � � _ a

n

, bude zøejmì

h injeke. Oznaème y = a

1

_ � � � _ a

n

; proto¾e a

1

� x, . . . , a

n

� x, je y � x.

Na¹ím ílem je ukázat x = y, pøedpokládejme tedy, ¾e y < x a dojdìme ke

sporu. Platí x = x^ 1 = x^ (y _ y

0

) = (x^ y)_ (x^ y

0

). Proto¾e y < x, platí

x ^ y = y 6= x, a tedy x ^ y

0

6= 0 (uvìdomte si, ¾e dosazením x ^ y

0

= 0 do

pøedhozí rovnosti byhom dostali x = x^y). Proto existuje atom p splòujíí

p � x ^ y

0

, tj. p � x, p � y

0

. Ov¹em z p � x plyne p 2 h(x) = fa

1

; : : : ; a

n

g,

tedy p = a

i

pro vhodné i. Proto p � a

1

_ � � � _ a

n

= y, o¾ spolu s døíve

odvozenou nerovností p � y

0

tedy dává p � y

0

^ y = 0, spor s tím, ¾e p je

atom.

Je tedy h : G ! 2

P

bijeke. Pro libovolné x; y 2 G, x � y, jistì platí

h(x) � h(y). Naopak, odvodili jsme, ¾e pro libovolné X � P je h

�1

(X)
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supremum v¹eh prvkù z X. Odtud snadno plyne, ¾e pro X � Y 2 2

P

platí

h

�1

(X) � h

�1

(Y ). Je tedy h izomor�smus uspoøádanýh mno¾in, a proto

izomor�smus svazový. Jistì h(0) = ;, h(1) = P . Je to tedy izomor�smus

Booleovýh algeber.

9. Booleovy okruhy

Poznámka. V této kapitole uká¾eme, ¾e dvì algebraiké struktury, toti¾

Booleovy algebry a speiální okruhy, tzv. Booleovy okruhy, jsou v podstatì

toté¾. S touto situaí, kdy dva odli¹né matematiké objekty popisují stejnou

situai, jsme se setkali ji¾ nìkolikrát: typikým pøíkladem jsou ekvivalene

a rozklady na mno¾inì, nebo pøípad svazù jako¾to speiálníh uspoøádanýh

mno¾in nebo speiálníh algebraikýh struktur se dvìma operaemi.

De�nie. Okruh (R;+; �) se nazývá Booleùv okruh, je-li idempotentní,

tj. pro ka¾dé x 2 R platí x � x = x.

Vìta 9.1. Netriviální Booleùv okruh je komutativní okruh harakteristiky

2.

Dùkaz. Platí 1+1 = (1+1)�(1+1) = 1�1+1�1+1�1+1�1 = 1+1+1+1.

Pøiètením �(1 + 1) dostaneme 1 + 1 = 0. Proto¾e okruh není triviální, platí

1 6= 0, a tedy má harakteristiku 2. Pro libovolné x; y 2 R platí

x+ y = (x+ y) � (x + y) = x � x + x � y + y � x+ y � y = x+ x � y + y � x + y;

odkud x � y = �y � x = y � x, o¾ jsme mìli dokázat.

Vìta 9.2. Neh» (G;_;^) je Booleova algebra. De�nujme na mno¾inì G

operae + a � takto: pro libovolné x; y 2 G klademe

x + y = (x ^ y

0

) _ (x

0

^ y); x � y = x ^ y:

Pak (G;+; �) je Booleùv okruh.

Poznámka. V¹imnìte si, ¾e v pøípadì Booleovy algebry (2

X

;[;\) v¹eh

podmno¾in mno¾inyX je vý¹e de�novanou operaí + právì symetriký rozdíl

mno¾in.

Dùkaz. Je zøejmé, ¾e obì operae jsou komutativní, násobení je i asoia-

tivní a idempotentní a pro ka¾dé x 2 G platí x+0 = x, x+ x = 0, x � 1 = x.

Doka¾me asoiativitu sèítání. Neh» x; y; z 2 G jsou libovolné. Z de�nie a
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vìty 8.4 plyne

(x + y) + z =

�

�

(x ^ y

0

) _ (x

0

^ y)

�

^ z

0

�

_

�

�

(x ^ y

0

) _ (x

0

^ y)

�

0

^ z

�

=

=

�

�

(x ^ y

0

) _ (x

0

^ y)

�

^ z

0

�

_

�

(x

0

_ y) ^ (x _ y

0

) ^ z

�

=

= (x ^ y

0

^ z

0

) _ (x

0

^ y ^ z

0

) _

_

�

�

(x

0

^ x) _ (x

0

^ y

0

) _ (y ^ x) _ (y ^ y

0

)

�

^ z

�

=

= (x ^ y

0

^ z

0

) _ (x

0

^ y ^ z

0

) _

�

�

(x

0

^ y

0

) _ (y ^ x)

�

^ z

�

=

= (x ^ y

0

^ z

0

) _ (x

0

^ y ^ z

0

) _ (x

0

^ y

0

^ z) _ (x ^ y ^ z):

Poslední výraz se nezmìní, provedeme-li s x; y; z jakoukoli permutai. Proto

(x+ y) + z = (y + z) + x = x + (y + z);

a tedy sèítání je asoiativní, tudí¾ (G;+) je komutativní grupa. Zbývá ovìøit

distributivní zákon. Neh» x; y; z 2 G jsou opìt libovolné. Z de�ni a vìty

8.4 plyne

x � y + x � z =

�

(x ^ y) ^ (x ^ z)

0

�

_

�

(x ^ y)

0

^ (x ^ z)

�

=

=

�

x ^ y ^ (x

0

_ z

0

)

�

_

�

(x

0

_ y

0

) ^ x ^ z

�

=

= (x ^ y ^ x

0

) _ (x ^ y ^ z

0

) _ (x

0

^ x ^ z) _ (y

0

^ x ^ z) =

= (x ^ y ^ z

0

) _ (x ^ y

0

^ z) =

= x ^

�

(y ^ z

0

) _ (y

0

^ z)

�

= x � (y + z);

o¾ jsme htìli dokázat.

Vìta 9.3. Neh» (R;+; �) je Booleùv okruh. De�nujme na mno¾inì R

operae _ a ^ takto: pro libovolné x; y 2 R klademe

x _ y = x � y + x + y; x ^ y = x � y:

Pak (R;_;^) je Booleova algebra, kde pro ka¾dé x 2 R platí x

0

= x+ 1.

Dùkaz. Je zøejmé, ¾e operae ^ je komutativní, asoiativní a idempo-

tentní. Jistì je té¾ operae _ komutativní. Snadno se ovìøí, ¾e také idempo-

tentní. Neh» x; y; z 2 R jsou libovolné. Platí

(x _ y) _ z = (x � y + x + y) � z + (x � y + x + y) + z =

= x � y � z + x � z + y � z + x � y + x + y + z =

= x � (y � z + y + z) + x + y � z + y + z = x _ (y _ z);
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a tedy je _ asoiativní operae. Ovìøme absorpèní zákony. Neh» x; y; z 2 R

jsou opìt libovolné. Platí

(x_ y)^ x = (x � y+ x+ y) � x = x � y � x+ x � x+ y � x = x � y+ x � y+ x = x;

a také

(x ^ y) _ x = (x � y) � x + (x � y) + x = x � y + x � y + x = x;

o¾ jsme htìli dokázat. Je tedy (R;_;^) svaz. Proto¾e pro ka¾dé x 2 R je

x^ 0 = x � 0 = 0, platí 0 � x, podobnì x^ 1 = x � 1 = x, a tedy x � 1. Proto

je 0 nejmen¹í a 1 nejvìt¹í prvek tohoto svazu. Ovìøme, ¾e skuteènì je x + 1

komplementem prvku x:

x ^ (x+ 1) = x � (x+ 1) = x � x + x = x+ x = 0;

x _ (x+ 1) = x � (x+ 1) + x + (x+ 1) = 0 + x + x+ 1 = 1:

Je tedy (R;_;^) komplementární svaz, zbývá ukázat, ¾e je to té¾ svaz dis-

tributivní. Neh» tedy x; y; z 2 R jsou opìt libovolné. Platí

(x ^ z) _ (y ^ z) = (x � z) � (y � z) + (x � z) + (y � z) =

= x � y � z + x � z + y � z = (x � y + x+ y) � z =

= (x _ y) ^ z:

Vìta je dokázána.

Vìta 9.4. Pøedhozí dvì vìty nám dávají jednoznaènou korespondeni

mezi Booleovými okruhy a Booleovými svazy.

Dùkaz. Je tøeba ovìøit, ¾e pokud z Booleova okruhu vyrobíme Booleovu

algebru a z ní opìt Booleùv okruh, dostaneme ten, se kterým jsme zaèínali,

a také, ¾e pokud z nìjaké Booleovy algebry vyrobíme Booleùv okruh a z nìj

opìt Booleovu algebru, je to ta pùvodní. To je zøejmé pro operae � a ^, které

jsou toto¾né. Musíme to ovìøit tedy pouze pro operae + a _.

Mìjme tedy Booleùv okruh (R;+; �), uva¾me k nìmu pøíslu¹nou Booleovu

algebru (R;_;^), a k ní pøíslu¹ný Booleùv okruh (R;�; �). Pro libovolné

x; y 2 R tedy platí

x� y = (x ^ y

0

) _ (x

0

^ y) =

= (x � y

0

) � (x

0

� y) + (x � y

0

) + (x

0

� y) =

= x � (x+ 1) � y � (y + 1) + x � (y + 1) + (x + 1) � y =

= 0 + x � y + x+ x � y + y = x + y:
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Naopak, mìjme nyní Booleovu algebru (R;_;^), uva¾me k ní pøíslu¹ný Bo-

oleùv okruh (R;+; �), a k nìmu pøíslu¹nou Booleovu algebru (R;t;^). Pro

libovolné x; y 2 R pak platí

x t y = x � y + x+ y = x+ y + (x ^ y) =

= x +

�

�

y ^ (x ^ y)

0

�

_

�

y

0

^ (x ^ y)

�

�

= x+

�

�

y ^ (x

0

_ y

0

)

�

_ 0

�

=

= x +

�

(y ^ x

0

) _ (y ^ y

0

)

�

= x+

�

(y ^ x

0

) _ 0

�

= x+ (y ^ x

0

) =

=

�

x ^ (y ^ x

0

)

0

�

_

�

x

0

^ (y ^ x

0

)

�

=

�

x ^ (y

0

_ x)

�

_ (x

0

^ y) =

= x _ (x

0

^ y) = (x _ x

0

) ^ (x _ y) = 1 ^ (x _ y) = x _ y

o¾ bylo tøeba ovìøit.

Poznámka. Podobné dvojí pohledy na jeden objekt bývají v matematie

velmi enné, nebo» mnohdy uká¾í neèekané souvislosti. Pøíkladem mù¾e být

dualita, která je pro Booleovy algebry naprosto zøejmá. Vý¹e uvedenou ko-

respondení se pøevádí té¾ na Booleovy okruhy, kde u¾ v¹ak není tak snadné

si jí v¹imnout.
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