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Uvodni zamysleni o volbé definic. Vétsina pojmi, se kterymi se se-
tkavate na matematickych prednéskach, jsou pojmy, na jejichz definici se ma-
tematikové v pritbéhu doby jednoznaéné shodli. Casto to byva ta evidentné
nejvhodnéjsi ze vSech variant, které se nabizely. V nékterych ptipadech vsak
volba neni tak zfejméa: nabizi se najednou vice vhodnych variant. Prikladem
muze byt definice mnoziny prirozenych ¢isel: mame povazovat nulu za pfi-
rozené ¢islo nebo ne? Je jasné, 7ze prilis se obé varianty nelisi, liSi se jen ve
znéni nékterych vét, u nichz se v predpokladech nebo v tvrzenich musi ubrat
¢i pridat pozadavek nenulovosti, a ve znéni nékterych navazujicich definic,
kde je tfeba udélat totéz. V tomto pripadé jsme se pridali na stranu téch,
ktefi mnozinou prirozenych c¢isel N nazyvaji mnozinu kladnych celych cisel,
tj. nulu za ptirozené ¢islo nepovazujeme.



Druhy podobny pfipad je pifipad okruhti, kdy nékdo (tak jako my na
prednasce) v definici vyzaduje, aby kazdy okruh mél jednicku (a pak tedy
také pozaduje, aby tuto jednicku obsahoval i kazdy podokruh okruhu a aby
homomorfismus okruhii zobrazil jednicku jednoho okruhu na jednicku dru-
hého okruhu). V jiném piistupu se definuji okruhy bez pozadavku jednicky a
o predchozim specidlnim pripadé se mluvi jako o okruhu s jednickou. Je asi
kazdému jasné, ze se neda rici, kterd z obou variant je ta spravna. Spravné
jsou obé, jen je nezbytné se zvolené definice drzet, tj. ve vSech nasledujicich
uvahach uzivat zvolenou definici. Je na tom dobfe vidét i tvorivost v mate-
matice: matematik si voli definice do zna¢né miry svobodné a ze zvolenych
definic pak odvozuje fadu tvrzeni o popisovanych objektech. Pritom definice
voli s ohledem na to, aby popisované objekty odpovidaly jeho predstavam o
nich a aby v odvozované teorii vychazela tvrzeni co mozna nejelegantnéji. Zde
je asi méritkem elegance to, zda tvrzeni lze snadno formulovat bez nutnosti
probirat rizné specialni pripady zvIast.

Podobnou situaci, kdy neni zcela jasné, jak definici formulovat, je pripad
prazdné struktury. Mame pripustit, aby napriklad grupoid mohl mit za nos-
nou mnozinu mnozinu prazdnou? Ti, ktefl zastavaji nazor, ze grupoid ma
mit neprazdnou nosnou mnozinu, zdivodnuji sviij postoj tim, ze grupoid na
prazdné nosné mnoziné je tézké si predstavit. A ze konec konct tim, ze tento
pripad pripustime, ziskdme jen velmi nezajimavy objekt, o kterém je ihned
vSechno znamo. Jak si vlastné predstavit grupoid na prazdné mnoziné? Ope-
race na mnoziné G je zobrazeni GxG — G. Jestlize G = (), pak G x G, jakoZto
mnozina usporadanych dvojic prvkia z G, je téz prazdna. Pripomenme, co je
zobrazeni mnoziny A do mnoziny B. Je to usporadand trojice (A, B, f), kde
f je podmnozina kartézského souc¢inu A x B, v niz pro kazdé a € A existuje
pravé jedna uspoiadand dvojice s prvni slozkou a. Je-li tedy A = (), pak pro
libovolnou mnozinu B takové zobrazeni je jediné: f je také prazdna mnozina.
Je-li naopak A # () a soucasné B = (), pak takové zobrazeni neexistuje. Proto
tedy na nosné mnoziné G = () mame jediny grupoid, jehoz (jedinou moznou)
operaci na G je prazdné zobrazeni, tj. trojice (0,0, 0).

A v ¢em spociva vyhoda toho povazovat prazdnou mnozinu spolu s prazd-
nym zobrazenim za grupoid? Jisté vyhody se zacnou objevovat az v oka-
mziku, kdy definujeme podgrupoid grupoidu, tj. podmnozinu nosné mnoziny
grupoidu uzavienou vici operaci grupoidu. Protoze je rozumné chtit, aby
(po zZeni operace) byl podgrupoid sam grupoidem, v pfipadé, kdy grupoid
definujeme jen na neprazdné nosné mnoziné, je treba v definici podgrupoidu
pridat pozadavek neprazdnosti podmnoziny (tedy podgrupoidem rozumét jen
takovou neprazdnou podmnozinu, ze soucin libovolnych dvou jejich prvki do
ni patii). Ale pak neplati, 7e prinikem dvou podgrupoidi daného grupoidu
je opét podgrupoid, nebot timto prinikem muze byt i prazdnd mnozina. Pii-



pusténim prazdného grupoidu tedy zjednodusime definici podgrupoidu i vétu
o pruniku podgrupoidi. A toto formalni zjednodusovani celé teorie, které
jsme vidéli na ptredchozim prikladé, obzvlasté vynikne pti studiu univerzal-
nich algeber. Pravé pod vlivem univerzalni algebry jsem se rozhodl opustit
sviij predchozi predpoklad neprazdnosti nosné mnoziny. Myslim si, ze urcité
nepiijemnosti spojené s predstavou podivného prazdného grupoidu (pozdéji
téZ prazdného svazu ¢i prazdné univerzalni algebry) jsou ¢tenéafi vyvazeny
vyhodami snadnéjsich formulaci vét a definic.

A kdyz se uz zabyvame prazdnou mnozinou, uvédomme si, jaké relace
na prazdné mnoziné mame: relaci na mnoziné M je libovolnd podmnozina
kartézského soucinu M x M, pro M = () mame tedy jedinou relaci: prazdnou
mnozinu. A protoze pro vSechny prvky prazdné mnoziny plati naprosto co-
koli (uvédomte si, ze implikace x € ) = V' je pravdiva pro vSechna z a pro
kazdé tvrzeni V', nebot je nepravdivy predpoklad implikace = € (), je tato
prazdna relace ekvivalenci, ale i usporadanim na M, které je dokonce dobré:
kazda neprazdna podmnozina (takova neexistuje) ma nejmensi prvek. Pro-
mysleme si, jak vypada rozklad na prézdné mnoziné. Rozkladem na mnoziné
M rozumime mnozinu neprazdnych podmnozin mnoziny M (témto podmno-
zindm fikame t¥idy rozkladu) takovou, 7e kazdy prvek mnoziny M patii do
pravé jedné t¥idy rozkladu. Rozklad na prazdné mnoziné M = () tedy nemtize
mit zadnou tfidu rozkladu, nebot neexistuje zadna neprazdna podmnozina
prazdné mnoziny M. Na druhou stranu prazdna mnozina je rozkladem na
M = ), nebot pro kazdy prvek prazdné mnoziny plati zcela cokoli, naptiklad
i to, 7ze pro néj existuje trida rozkladu, do niz patii. Na prazdné mnoziné
tedy existuje jediny rozklad: prazdna mnozina.

1. Polosvazy
Definice. Prvek x grupoidu (G, ) se nazyva idempotentni, jestlize x-x =

Definice. Komutativni pologrupa, jejiz kazdy prvek je idempotentni, se
nazyva polosvaz.

Poznamka. Podle predchozi definice tedy budeme i prazdny grupoid,
ktery je samoziejmé komutativni i asociativni, povazovat za polosvaz.

Piiklad. Pro libovolnou mnozinu X budeme (i v dalsim textu) symbolem
2% oznacovat mnozinu vech podmnoZin mnoziny X. Pak (2¥,N) a (2%,U)
jsou polosvazy.

Priiklad. Mnozina vSech prirozenych ¢isel N spolu s operaci nejvétsi spo-
leény délitel (resp. nejmensi spoleény nasobek) tvoii polosvaz.



Poznamka. V nésledujici vété pouzijeme pravé ucinénou zménu defi-
nice grupoidu: grupoidem rozumime i grupoid na prazdné mnoziné, proto
prazdnad mnozina je podgrupoidem libovolného grupoidu. Protoze existuji
komutativni pologrupy, v nichz zadny prvek neni idempotentni (napiiklad
(N, +)), museli bychom bez této zmény nésledujici vétu formulovat takto:
,Necht (G, ) je komutativni pologrupa. Pak mnozina vSech idempotentnich
prvki, je-li neprazdnd, tvori podgrupoid pologrupy (G,-), ktery je polosva-
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zem.

Véta 1.1. Necht (G,-) je komutativni pologrupa. Pak mnoZina vsech
idempotentnich proki tvori podgrupoid pologrupy (G, -), ktery je polosvazem.

Dukaz. Jsou-li x a y idempotentni, pak z-x =z a y-y = y, odkud plyne
(x-y)-(x-y)=x-z-y-y=x-y. Jde tedy skuteéné o podgrupoid, zbytek
tvrzeni je ziejmy.

Véta 1.2. Necht (G, <) je usporddand mnoZina, v niz k libovolnym dvéma
prokim a,b € G existuje supremum aV b. Pak (G,V) je polosvaz. Navic pro
kazdée a,b € G plati

a<b<aVb=hb.

Diikaz. Komutativita i idempotentnost je ziejma, ekvivalence obou pod-
minek téz. Pro libovolné a,b,c € G jisté plati (aVb) Ve > ¢, (aVb)Ve>
aVb>a, podobné (aVb)Vec>b Jetedy (aVb)V e horni zdvora mnoziny
{b,c}, proto (a VvV b) Ve >bVe Je tudiz (a V b) V ¢ horni zdvora mnoziny
{a,bV c}, proto (a Vb) Ve >aV(bVc). Analogicky opaénd nerovnost, 7
antisymetrie asociativita.

Véta 1.3. Necht (G, -) je polosvaz. Potom relace <, dand vztahem
a<b<—a-b=0>

pro kazde a,b € G, je usporadani na G, ve kterém pro kazdé a,b € G jea-b
supremum mnoziny {a,b} v (G, <).
Dikaz. Pro kazdé a,b, c € G plati

a-a=a = a<a,
a<b b<a = a=b-a=a-b=0,

a tedy je < reflexivni a antisymetricka relace. Rovnéz plati

a<b b<c¢c = a-b=b b-c=c
— a-c=a-(b-¢c)=(a-b)-c=b-c=c¢
— a<cg,



¢imz jsme dokézali tranzitivitu. Je tedy < usporaddani na G. Protoze

a-(a-b)=(a-a)-b=a-b,
b-(a-b)=(b-a)-b=(a-b)-b=a-(b-b) =a-b,

plati @ < a-b, b < a-b. Necht ¢ je libovolnad horni zavora mnoziny {a, b}
v (G, <), tedy a < ¢, b<c. Pak platia-c=r¢, b-c = ¢, odkud

(a-b)-c=a-(b-¢c)=a-c=c,

tedy a-b < ¢, je tedy a - b supremum mnoziny {a, b} v (G, <).
Poznamka. 7 dokazanych vét vyplyva nasledujici

Disledek. Polosvazy jsou totéz co usporadané mnoZiny, kde ke kaZdym
dvema prokum existuje supremum.

Poznamka. Princip duality: Necht (G, <) je usporddand mnozina. De-
finujeme-li na G novou relaci < takto: pro libovolné prvky a,b € G klademe

a=b<=b<a,

pak je (G, <) opét usporddand mnozina, pti¢emz supremum v (G, <) se stane
infimem v (G, <) a naopak.

Dusledek. Polosvazy jsou totezZ co usporadane mnoziny, kde ke kazZdym
dvema prokum existuje infimum.

2. Svazy

Definice. Usporadana mnozina, v niz ke kazdym dvéma prvkiim existuje
supremum i infimum, se nazyva svaz.

Piiklad. Kazdy fetézec (neboli linedrné uspoiadand mnozina, tj. uspo-
fadand mnozina, v niz jsou kazdé dva prvky srovnatelné) je svaz.

P¥iklad. Pro libovolnou mnozinu X je (2%, C) svaz.

Véta 2.1. Necht (G, <) je svaz. Pro libovolné proky a,b € G oznacme
jejich supremum symbolem a\V b a jejich infimum symbolem a Ab. Pak (G, V)
a (G, A) jsou polosvazy a obé operace jsou spolu svazdiny tzv. absorpénimi
zakony: pro kazde prvky a,b € G plati

aV(bANa)=aA(bVa)=a.
Krome toho pro kazde prvky a,b € G plati

aNb=a<—=a<b<aVb=0.



Dikaz. To, ze (G,V) a (G, A) jsou polosvazy, plyne z véty 1.2 a principu
duality; rovnéz tak ekvivalentnost uvedenych podminek. Absorpéni zakony
jsou ziejmé.

Véta 2.2. Necht (G,V,A) je mnoZina se dvéma idempotentnimi, asoci-
ativnimi a komutativnimi operacemi, ktere jsou spolu svdzany absorpcnimi
zakony. Pak plati

1. pro kazdé proky a,b € G platia Ab=a <= aV b=0b,
2. definujeme-li na G relaci < takto: pro libovolné prvky a,b € G klademe
a<b<=aVb=0,

pak je < usporddani na G takové, Ze (G, <) je svaz, v némz pro libovolné
proky a,b € G je prvek a V b jejich supremum a prvek a A b jejich
infimum.

Dikaz. Necht pro prvky a,b € G plati aAb = a. Pak aVb = (aAb) Vb=
bV (a Ab) = b dle absorpéniho zadkona. Opa¢na implikace analogicky. Ostatni
plyne z véty 1.3.

Poznamka. Z dokazanych vét vyplyva, ze svazy jsou totéz co algebraické
struktury (G,V,A) se dvéma idempotentnimi, asociativnimi a komutativ-
nimi operacemi, svazanymi spolu absorp¢nimi zakony. Proto i tyto struktury
(G,V, ) budeme také nazyvat svazy.

Poznamka. Princip duality: Je-li (G, V, A) svaz, paki (G, A, V) je svaz.
Obecné, jestlize v néjakém platném tvrzeni o svazech systematicky zaménime
supremum <> infimum, V < A, < <> >, dostaneme opét platné tvrzeni o
svazech.

Poznamka. Protoze neni nutné zdiraznovat, zda mame na mysli svaz
jako usporadanou mnozinu nebo jako algebraickou strukturu se dvéma ope-
racemi, nebudeme v dalsim textu, nebude-li to z néjakych divodi vhodné
nebo dokonce nevyhnutelné, usporadani ¢i operace vyznacovat. Budeme tedy
misto o svazu (G, <) ¢ svazu (G, V, A) jednoduse psat o svazu G.

Véta 2.3. V libovolném svazu G pro kaZdou trojici proki a,b,c € G plati
tzv. distributivni nerovnosti

Je-li navic ¢ < a, plati tzv. moduldrni nerovnost

(anb)Ve<aA(bVe).
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Dukaz. Jisté plati aVb > a, aVe > a, atedy i (aVb)A(aVe) > a. Podobné
aVb>b>bAc,aVe>c>bAc, odkud (aVb)A(aVe) > bAc. Dohromady
dostavame prvni distributivni nerovnost. Druhou dokdzeme analogicky, nebo
lze uzit principu duality a odvodit ji z prvni. Je-li navic ¢ < a, plati aAc = ¢,
proto modularni nerovnost plyne z druhé distributivni nerovnosti.

Véta 2.4. Necht G je svaz, n € N. Pro libovolné prvky aq,...,a, € G
plati, Ze a1 V - -+ V a,, je supremum mnoZiny {ai,...,a,} a ay A--- A a, je
infimum mnoZiny {ai, ..., a,}.

Duakaz. Indukci vzhledem k n.

3. Podsvazy, idedly, filtry, homomorfismy

Definice. Necht (G,V,A) je svaz, A podmnozina jeho nosné mnoziny
G. Rekneme, 7e A je podsvaz svazu (G,V, ), jestlize je A podgrupoidem
grupoidu (G, A) a soucasné podgrupoidem grupoidu (G, V).

Poznamka. Je tedy A C G podsvazem svazu GG, pravé kdyz pro kazdé
a,be Aplatiavbe AaaNbe A

Priiklady. Kazda jednoprvkova podmnozina svazu je jeho podsvazem,
prazdna mnozina je podsvazem libovolného svazu, kazdy svaz je svym pod-
svazem.

Definice. Necht G je svaz, A C G podmnoZina. Rekneme, 7e A je ideal
svazu G, jestlize je A podsvazem svazu G, ktery navic splnuje podminku: pro
kazdé a € A a kazdé r € G plati

r<ag= g€ A

Dualné, rekneme, ze A je filtr svazu G, jestlize je A podsvazem svazu G,
ktery navic splituje podminku: pro kazdé a € A a kazdé v € G plati

r>a= 1€ A.

Poznamka. Ideal svazu je tedy podsvaz, ktery s kazdym svym prvkem
a obsahuje i v8echny prvky svazu mensi nez a, filtr svazu je podsvaz, ktery s
kazdym svym prvkem a obsahuje i vSechny prvky svazu vétsi nez a.

Piiklady. Kazdy svaz je svym idedlem i filtrem. Prazdnd mnozina je
idedlem i filtrem libovolného svazu.

Véta 3.1. Prinik libovolného neprazdného systému podsvazi (resp. ide-
ali, resp. filtri) daného svazu je opét podsvaz (resp. idedl, resp. filtr) tohoto
svazu.



Diikaz. Necht I # () a pro kazdé i € I je A; podsvaz svazu GG. Ozna¢me
A = ey Ai jejich prinik. Pak pro kazdé a,b € A plati a,b € A; pro vSechna
1€l,atedyavbe A;aanbe A;. Odtudavbe AaaAb e A, aproto je
A podsvaz svazu GG. Predpokladejme navic, ze pro kazdé i € I je A; dokonce
ideal svazu G. Méjme a € A, x € G, x < a. Pak pro kazdé i € I je a € A;,
tedy i x € A;, tudiz x € A. Tvrzeni o filtrech nyni plyne z duality.

Poznamka. Zde nam opét to, ze jsme pripustili i prazdny podsvaz, zjed-
nodusilo formulaci. Jinak by véta 3.1 musela byt formulovana takto: A Prinik
libovolného neprazdného systému podsvazii (resp. idedld, resp. filtril) daného
svazu je opét podsvaz (resp. idedl, resp. filtr) tohoto svazu nebo prazdna
mnozina. “

Disledek. Prunik libovolného neprazdnéeho konecného systému neprazd-
nyjch idedli (resp. filtri) daného svazu je opét neprazdny ideal (resp. filtr)
tohoto svazu.

Dikaz. Jsou-li Ay,..., A, neprazdné idedly a zvolime-li a; € A;, pak
a=a AN---Na, < a;, atedy a € A;. Prunik tedy neni prazdna mnozina.
Dualné pro filtry.

Priklad. Ukazme, Ze prinikem neprazdnych idealt v predchozi vété mize
byt opravdu préazdni mnozina. Uvazme svaz celych ¢isel s obvyklym uspota-
dénim podle velikosti (Z, <). Pro libovolné n € Z je A, = {z € Z; x < n}
ideal tohoto svazu. Ale (), ., A, je prazdna mnozina, nebot pro kazdé celé
¢islo m najdeme celé ¢islo n < m, pak oviem m ¢ A, a tedy m nepatii do
priniku vSech ideala A,,.

Definice. Necht G je svaz, A C G podmnozina. Diky predchozi vété
miizeme nyni definovat ideal Al svazu G generovany mnozinou A jako priinik
vSech idealii tohoto svazu obsahujicich mnozinu A. (Uvédomte si, Ze alespon
jeden ideél tohoto svazu obsahujici mnozinu A existuje, totiz cely svaz G.)
Dualné, filtr AT svazu G generovany mnozinou A je priinik vsech filtrii tohoto
svazu obsahujicich mnozinu A. Je-li A = {a}, piSeme strucné al misto {a}{,
resp. af misto {a}t, a hovorime o hlavnim idedlu, resp. o hlavnim filtru,
generovaném prvkem a.

Poznamka. Pro svaz G a podmnozinu A C G je idedl Al generovany
mnozinou A tim nejmensim (vzhledem k mnozinové inkluzi) idedlem svazu G
ze vSech idealt obsahujicich mnozinu A. Dualné filtr AT generovany mnozinou
A je tim nejmensim (vzhledem k mnozinové inkluzi) filtrem svazu G ze vSech
filtra obsahujicich mnozinu A.

Poznamka. Je ziejmé, ze podmnozina A C G je idedlem svazu G, pravé
kdyz Al = A, a je filtrem svazu G, pravé kdyz A1 = A.
Véta 3.2. Necht G je svaz, A C G podmnoZina. Pro idedl Al generovany



mnozinou A plati
Al={r € G;IneNJay,...,a, € A: < a1 V---Va,}.
Dudlné, pro filtr AT generovany mnozinou A plati

At={r € G;IneN3Jay,...,ap, € A: x> a1 A+ Nay}.

Dtikaz. Kazdy idedl svazu G obsahujici mnozinu A musi pro kazdé
ai,...,a, € A obsahovat i a; V ---V a,. Proto obsahuje i mnozinu

B={xe€G;ImeNday,...,a, € A: x<ayV---Va,}.

Je tedy Al D B. Staci ovérit, ze B je ideal obsahujici A. Inkluze A C B
je ziejma, nebot pro a € A lze volit n = 1 a a; = a. Jisté B obsahuje
s kazdym svym prvkem i vSechny prvky svazu jesté mensi, staci tedy ovérit,
7e je B podsvaz. Necht z,y € B. Potom existuji a,...,a, € A tak, ze
r<a V---Va,, aexistuji by,...,b, € A tak, 7e y < by V---Vb,,. Pak
x ANy <x < a V- ---Va,, atedy t Ay € B. Na druhou stranu x <
arV---Va, <(a;V--Va,) V(b V---Vby), podobné y < by V---Vb, <
(a1 V---Va,) V(b V- Vby),odkud zVy < (a1 V---Va,) V(b V---Vby),
proto x V y € B. Je tedy B podsvaz, coz se pravé mélo dokazat. Tvrzeni o
filtrech plyne z duality.

Definice. Necht (G, <), (H,=) jsou usporddané mnoziny, f : G — H
zobrazeni. Rekneme, e je f izotonni zobrazeni, jestlize pro kazdé a,b € G
plati implikace

0 < b= f(a) < fb).
Rekneme, Ze f je izomorfismus usporddanych mnoZin, je-li f bijekce a obé
zobrazeni f i f~! jsou izotonni.

Definice. Necht G a H jsou svazy, f : G — H zobrazeni. Rekneme, e
je [ svazovy homomorfismus, jestlize pro kazdé a,b € G plati

fland)=fla)Afb),  flavd)= fla)V f(b).
Rekneme, Ze f je svazovy izomorfismus (neboli izomorfismus svazii), je-li f

bijektivni homomorfismus.

Poznamka. Protoze kazdy svaz je také usporadand mnozina, ma smysl
se ptat, zda svazovy homomorfismus je té7 izotonni zobrazeni.

Véta 3.3. Necht G a H jsou svazy, f: G — H zobrazeni.

1. Je-li f svazovy homomorfismus, pak f je izotonni zobrazeni a homo-
morfni obraz

f(G) ={f(a); a € G}

je podsvaz svazu H.



2. Zobrazeni f je svazovy izomorfismus, prave kdyZ f je izomorfismus
usporadanych mnozin.

Diikaz. Dokazme nejprve prvni ¢ast véty. Je-li f svazovy homomorfismus,
pak pro kazdé a,b € G z a < b plyne a = a A b, proto f(a) = f(aANb) =
fla) A f(b), a tedy f(a) < f(b). Je tedy f izotonni. To, ze f(G) je podsvaz
svazu H, plyne primo z definic.

Dokazme nyni druhou ¢ast véty. Necht je f nejdiive svazovy izomorfismus,
ukiZeme, 7e pak f~! je svazovy homomorfismus. Zvolme libovolné ¢,d € H
a ozna¢me a = f~'(c), b = f~'(d). Pak plati

fTHevd) = T (fla) v f) = fT(flavb) =aVb=f"(c)V fT(d),
flend) =fFH{fla)Af)=Ff " (flanb)) =arb=f"(c)Af (d).

Odvodili jsme, 7ze f~! je svazovy homomorfismus. Aplikaci prvni ¢asti véty
na zobrazeni f i f~! dostaneme, Ze f je izomorfismus uspoifddanych mnoZin.
Necht nyni naopak f je izomorfismus usporadanych mnozin, a,b € G. Protoze
a<aVb b<aVba f jeizotonni zobrazeni, dostavame f(a) < f(a V b),
f(b) < f(aVb),je tedy f(aV b) horni zavora prvki f(a), f(b). Necht c € H
je libovolny takovy, Ze f(a) < ¢, f(b) < c. Protoze f~! je izotonni zobrazeni,
plati a < f~1(c), b < f7!(c), protoia Vb < f~1(c), a protoze f je izotonni
zobrazeni, dostavame f(aV b) < ¢. To ale znamend, Ze f(aV b) je supremum
prvki f(a), f(b), tj. f(a)V f(b) = f(aVb). Analogicky (nebo z duality) pro

infima.

4. Uplné svazy

Poznamka. Podle véty 2.4 v libovolném svazu ma kazda neprazdna ko-
ne¢nd podmnozina {ay, . .., a,} supremum a; V- - -Va, a infimum a; A- - -Aa,,.
Nekone¢na podmnozina vSak supremum ¢i infimum obecné mit nemusi.

Definice. Usporadana mnozina, v niz pro kazdou podmnozinu existuje
supremum i infimum, se nazyva uplny svaz.

Poznamka. Kazdy tplny svaz G ma nejmensi prvek (infimum mnoziny
G ve svazu () a nejvétsi prvek (supremum mnoZiny G ve svazu G).

Poznamka. Promysleme si, co znamena infimum, resp. supremum, prazd-
né podmnoziny svazu G. Je-li A C G, pak infimum mnoziny A ve svazu G
je nejvétsi dolni zavora mnoziny A ve svazu G. Dolni zavora mnoziny A ve
svazu G je prvek = € GG takovy, ze pro kazdé a € A plati z < a. V pripadé
A = ( je tato podminka splnéna pro kazdé x € G, a tedy odtud plyne, Ze
kazdy prvek svazu G je v G dolni zavorou prazdné mnoziny. Proto infimem
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prazdné mnoziny ve svazu G je nejvétsi prvek svazu G. Dudlné: supremem
prazdné mnoziny ve svazu G je nejmensi prvek svazu G.

Priklady. Ziejmé plati, ze kazdy aplny svaz je svazem a podle véty 2.4
je kazdy neprazdny konecny svaz Gplnym svazem.

Piiklad. Prazdny svaz neni uplny, nebot pro jeho (jedinou) prazdnou
podmnozinu neexistuje infimum ani supremum. Jinymi slovy: prazdny svaz
nema nejmensi prvek ani nejvétsi prvek, protoze nemé zadny prvek.

Ptiklad. Pro libovolnou mnozinu X je (2%, C) tiplny svaz.

Piiklad. Pro libovolnou nekone¢nou mnozinu X tvori mnozina vsSech
kone¢nych podmnozin mnoziny X spolu s inkluzi C svaz, ktery neni aplnym
svazem.

Piiklad. Nekoneény fetézec nemusi byt uplny svaz (naptiklad (N, <)
neni plny svaz, nebot neexistuje supremum celé mnoziny N).

Véta 4.1. Necht (G, <) je usporadand mnozina. Nasledujici podminky
jsou ekvivalentni:

1. (G, <) je aplny svaz.

2. (G, <) ma nejmensi prvek a kaZdd neprazdnd podmnoZina mnoZiny G
md v usporddané mnoziné (G, <) supremum.

3. (G, <) ma nejuétsi prvek a kazZdd neprizdnd podmnozina mnoZiny G
md v usporddané mnoziné (G, <) infimum.

Poznamka. Vzhledem k predchozi poznamce vime, ze podminku 2 lze
formulovat strucnéji takto: kazda podmnozina mnoziny G ma v usporadané
mnoziné (G, <) supremum. Analogicky pro podminku 3: kazdd podmnozina
mnoziny G ma v uspofadané mnoziné (G, <) infimum.

Diikaz. Snadno se vidi, ze druhé a treti podminka jsou navzajem dualni,
zatimco prvni podminka je dudlni sama k sobé. Staci tedy ukazat, ze prvni
je ekvivalentni s druhou, ekvivalenci prvni s treti pak dostaneme z duality.

Thned z definice uplného svazu je vidét, ze z prvni podminky plyne druha.

Predpokladejme tedy, Ze uspoiddand mnozina (G, <) ma nejmensi pr-
vek a kazda neprazdnd podmnozina mnoziny G mé v (G, <) supremum, a
ukazme, 7e (G, <) je uplny svaz. Pak tedy i celd mnozina G ma v (G, <)
supremum, co7 musi byt nejvétsi prvek uspofadané mnoziny (G, <). Proto
prazdnd mnozina ma v (G, <) infimum. Necht A je neprazdnd podmnozina
mnoziny G a ukazme, 7e ma v (G, <) infimum. Ozna¢me B mnoZinu vSech
dolnich zavor mnoziny A, tj.

B={rxeS;Vaec A:x <a}.
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Mnozina B je neprazdna, nebot jisté obsahuje nejmensi prvek usporadané
mnoziny (G, <). Proto podle pfedpokladii mé B supremum, které oznac¢ime
m. Ukazeme-li, 7e m € B, bude pak m nejvétsi ze vSech dolnich zavor mno-
ziny A, tedy jeji infimum, a budeme hotovi. Pro libovolné a € A plati v < a
pro vSechna x € B, proto a je horni zavora mnoziny B. OvSem m je jeji
supremum, tedy m < a. To vSak plati pro vSechny a € A, a proto m € B,
coz jsme chtéli dokéazat.

Piiklad. Svaz vsech podgrup dané grupy G je dle predchozi véty aplny
svaz, nebot ma nejvétsi prvek (celou grupu G) a kazda neprazdnd mnozina
podgrup mé v tomto svazu infimum, kterym je prinik téchto podgrup (to,
ze jejich prunikem je opét podgrupa, jsme dokazovali kviili definici podgrupy
generované podmnozinou grupy). Rovnéz svaz v8ech podsvazii (poptipadé
svaz ideal nebo svaz filtrii) daného svazu je iplny svaz (viz vétu 3.1). Diky
analogickym vétam o prinicich neprazdnych systému néjakych podstruktur
lze totéz Tici i o svazu vSech podokruhii daného okruhu nebo o svazu jeho
ideall, o svazu vSech podtéles daného télesa nebo o svazu vSech podprostori
daného vektorového prostoru.

Piiklad. (NU{oo}, <) je dle predchozi véty iplny svaz, nebot ma nejvétsi
prvek oo a kazda neprazdna podmnozina mnoziny NU{oco} ma v (NU{co}, <)
infimum (plyne z dobré uspofadanosti).

Piiklad. Ze svazu (N, |), ktery neni tplny, 1ze doplnénim nuly (kterd se
stane jeho nejvétsim prvkem) utvorit tplny svaz (NU {0}, |).

Poznamka. Jak ukazuje nasledujici véta, predchozi pripady nebyly nijak
vyjimecné: vzdy existuje zpisob, jak doplnit svaz tak, aby se stal aplnym.

Véta 4.2. Necht G je svaz. Pak existuje uplnyg svaz U, ktery obsahuje
podsvaz H, ktery je izomorfni se svazem G.

Dikaz. Je jasné, ze staci najit vhodny tplny svaz U a injektivni svazovy
homomorfismus f : G — U. Pak je totiz f(G) podsvaz svazu U a zizenim
oboru hodnot dostaneme svazovy izomorfismus f : G — f(G).

Necht U znac¢i mnozinu vSech ideald svazu G. Ve vété 3.1 jsme ukazali,
ze prunik libovolného neprazdného systému prvki z U je opét prvkem U.
Protoze uspofadand mnozina (U, C) ma nejvétsi prvek G, je to dle predchozi
véty uplny svaz. Pritom pro libovolné dva prvky A, B € U je jejich infimem
A AN B = AN B mnozinovy prinik, jejich supremem AV B = (AU B)/ je
ideal generovany mnozinovym sjednocenim.

Uvazme zobrazeni f : G — U, které kazdy prvek svazu G zobrazi na
idedl jim generovany: pro kazdé a € G klademe f(a) = al. Podle véty 3.2
je tedy f(a) = {z € G; z < a}. Odtud plyne, Ze f je injekce: jsou-li totiz
a,b € G takové, 7e f(a) = f(b), pak a € b}, odkud a < b, analogicky b < a,
dohromady a = b.
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Budeme hotovi, ukazeme-li, Ze f je svazovy homomorfismus. Necht a,b €
G jsou libovolné. Mame ukazat, ze

fland) = fla)nfb),  flavb)=fla)V [b),

COZ znamena

(@Anb)l=alnbdl,  (aVbl=(alUbl)

Nejprve ukazeme obé inkluze dokazujici prvni rovnost. Protoze a A b < a,
aNb < b plati a Ab € al Nbl, odkud (a A b)) C al N bl. Naopak, je-li
r €alNbl,jex <a,z <b tedy x < aAb, neboli z € (a A b)]. Nyni
se zaméime na druhou rovnost. Z nerovnosti a < a Vb, b < a V b, plynou
inkluze al C (a V b)l, b} C (aV b)], odkud al Ubl C (a V b)| a proto
i (al Ubl)} C aVbl. Na druhou stranu plati a,b € (al U bl)|, proto i
aVbe (al Ubl)], odkud (aVb)] C (al Ubl)!.

Véta 4.3 (Tarski). Necht G je iplng svaz, ¢ : G — G izotonni zobra-
zeni. Pak ezistuje prvek a € G tak, Ze p(a) = a (tj. a je pevny bod zobrazeni
).

Dikaz. V Giplném svazu existuje nejmensi prvek (infimum celého svazu);
oznacme jej 0. Pak jisté 0 < ¢(0), a proto mnozina

A={z e Gz <o)}

je neprazdna. Oznafme a supremum mnoziny A (to existuje, nebot svaz je
tplny). Pro kazdé © € A tedy plati z < a, a proto z izotonie p(z) < ¢(a), coz
spolu s z < p(z) (vidyt z € A) davad x < p(a). Je tedy ¢(a) horni zavora
mnoziny A, tedy jeji supremum a < ¢(a). Z izotonie ¢(a) < ¢(p(a)), ale
to znamend ¢(a) € A. OvSem a je supremum mnoziny A, proto ¢(a) < a.
Celkem tedy a = ¢(a).

5. Souéin svazu

Poznamka. Podobné jako jsme souc¢inem grup (G, -), (H, -) ziskali grupu
(G x H,-) na kartézském soucinu nosi¢i obou grup, mizeme sou¢inem svazi
ziskat novy svaz. Konstrukce bude naprosto stejna: operace na uspotradanych
dvojicich se provedou nezavisle v kazdé slozce.

Definice. Necht (G,V,A), (H,V,A) jsou svazy. Na kartézském soucinu
G x H definujme nové operace V a A takto: pro kazdé g, g9, € G, h1,hy € H
klademe

(91, h1) V (g2, h2) = (g1 V g2, b1 V D).
(g1, h1) A (g2, he) = (g1 A g2, ha A ha).
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Véta 5.1. Za predpokladi. ucéinéngych v predchozi definici tvori (G X
H,V,A\) svaz.

Diikaz. Dikaz je velmi snadny, ukazme napiiklad, ze operace V je ko-
mutativni: Pro kazdé g1, ¢, € G, hy, hy € H plati

(g1, h1) V (g2, ha) = (g1 V g2, h1 V h2) = (g2 V g1, ha V hy) = (g2, ha) V (g1, h1).

VSechny ostatni potiebné rovnosti se dokazi analogicky, vzdy se vyuzije, ze
dokazovana rovnost plati v kazdém z obou svazii.

Poznamka. Jak jsme vidéli v predchozim diikaze, v soucinu svazu plati
vSechny rovnosti platné v obou svazech. Vlastnosti, které se vsak nedaji vy-
jadrit jako konjunkce rovnosti, uz soucin svazi zdédit nemusi. Naptiklad
vlastnost byt fetézec mizeme zachytit takto: pro kazdé dva prvky x,y plati
r < y nebo z > y, coz pomoci svazovych operaci lze zapsat podminkou
x ANy = x nebo z Ay = y. To ale neni konjunkce rovnosti, ale disjunkce.
A skute¢né, tato vlastnost se souc¢inem nedédi: souc¢inem dvou dvouprvko-
vych Fetézcl je ¢tyiprvkovy svaz, ktery neni fetézec (to, Ze to tak opravdu
dopadne, si promyslete sami).

Poznamka. Podobné jako soucin dvou svazu jsme mohli definovat i sou-
¢in n svazu pro libovolné n € N: na kartézském soucinu nosnych mnozin
danych svazu se nové operace V a A definuji po slozkach.

6. Modularni svazy

Poznamka. Vidéli jsme ve vété 2.3, ze v libovolném svazu G pro kazdou
trojici prvku a, b, c € G takovych, ze ¢ < a, plati modularni nerovnost

(andb)Ve<aA(bVec).

Definice. Svaz G se nazyva modularni, jestlize pro kazdou trojici prvki
a,b,c € G takovych, ze ¢ < a, plati modularni rovnost

(anb)Ve=aAn(bVe).

P¥iklad. Priklady moduldrnich svazii jsou svaz (2%, U, N) viech podmno-
zin néjaké mnoziny X nebo libovolny retézec.

Priklad. Ukdzeme, ze svaz Ns, zvany téz pétithelnik, neni modularni,
kdezto svaz My, zvany téz diamant, modularni je (viz Hasseovy diagramy na
nésledujicim obrazku). Oznaéme 0 < ¢ < a < 1 ony ¢ty¥i prvky, které jsou
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v Hasseové diagramu svazu Ny nakresleny nad sebou vlevo, a b jeho paty
prvek. Pak nerovnost

(aANb)Ve=0Ve=c<a=aANl=aA (bVec).

ukazuje, ze svaz Ny neni modularni.

AN
/N

Svaz Nj pet1uhe1n1k Svaz Ms (diamant)

Nyni probirkou vSech moznosti dokazme, 7e svaz M je modularni. Ozna¢me
0 nejmensi a 1 nejvétsi prvek tohoto svazu. Necht tedy a, b, ¢ € Mj5 jsou libo-
volné takové, 7e ¢ < a. Jestlize a = ¢, plyne modularni rovnost z absorpc¢nich
zakoni. Jestlize ¢ < a, pak na Hasseové diagramu svazu Ms vidime, ze bud
¢ = 0 nebo a = 1. V obou pfipadech je modularni rovnost ziejma.

Véta 6.1. Svaz vsech normadalnich podgrup dané grupy je moduldrni.
Dukaz. Necht (H,-) je grupa, K, L jeji podgrupy. Kazda podgrupa grupy
(H,-), obsahujici obé podgrupy K, L, musi obsahovat i mnozinu

K-L={k-l;ke K,l e L}.

Tato mnozina obecné nemusi byt podgrupou grupy (H, -). Ukazme, 7e pokud
je K dokonce normalni podgrupa grupy (H,-), pak je K - L
podgrupou grupy (H,+). Jisté K - L # (). Pro libovolné k € K, | € L plati

k-D)'=01""k'=00" k") ITTeK L,

nebot [71 - k1.1 € K diky tomu, ze K je normdlni podgrupa grupy (H,-).
Podobné pro libovolné ki, ky € K, [1,1l5 € L plati

(ky-l) - (ky-lp) =ki- (b -ko- ;") -(lh- 1) € K- L,

nebot opét I -ky -1, ' € K. Dokazali jsme, 7e K - L je podgrupou grupy (H, ).
Protoze K - L obsahuje podgrupy K i L, je tedy K - L nejmensi podgrupou
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grupy (H, -) obsahujici obé podgrupy K, L. Pfitom plati, Ze pokud jsou obé K
i L normélnimi podgrupami grupy (H, -), pak je K-L téZ normélni podgrupou
grupy (H,-). Totiz pro libovolné h € H a libovolné k € K, [ € L plati

he(k-1)-ht=(h-k-hY-(h-l-hYYeK-I,

coz bylo treba dokazat.

Ozname S mnozinu vSech normélnich podgrup grupy (H,-). Protoze
priinikem normélnich podgrup je normalni podgrupa, je (S, C) svaz, v némz
pro libovolné K, L € S plati

KANL=KnNL, KVL=K-L.

Dokéazeme, ze je tento svaz modularni. Zvolme proto libovolné K, L, M € S
tak, ze M C K. Pak plati

(KANL)VM=(KNL)-M, KAN(LVM)=Kn(L-M).
Mame tedy ukazat, ze plati
(KNL)-M D Kn(L-M),

nebot opa¢nd inkluze je modularni nerovnost platnd v kazdém svazu (véta
2.3). Necht je tedy k € K N (L - M) libovolné. Pak existuji [ € L, m € M
takové, ze plati [ -m = k. Z M C K plynem € K, odkud l = k-m™! € K.
Jetedy le (KNL)aplatik=1-m e (KNL)-M, coz jsme chtéli dokazat.
Disledek. Svaz vsech podgrup dan€ komutativni grupy je moduldrni.
Dikaz. V komutativni grupé je kazda podgrupa normalni.
Véta 6.2. Podsvaz moduldrniho svazu je moduldrni svaz.

Diikaz. Plyne piimo z definice: v podsvazu se suprema i infima pocitaji
jako v ptivodnim svazu, proto je tam i stejné usporadani.

Priiklad. Svaz vSech podprostori daného vektorového prostoru V' nad té-
lesem T je podle predchozi véty modularni. Je totiz podsvazem modularniho
svazu vSech podgrup grupy vektort V — k tomu si stac¢i uvédomit, ze kazdy
podprostor je podgrupou, a ovérit, ze infima i suprema se ve svazu vSech
podprostoru pocitaji stejné jako ve svazu podgrup: infimem je mnozinovy
prunik a supremem soucet podprostort.

Véta 6.3. Svaz G je modulirni, prave kdyZ pro kaZdou trojici prvku
a,b,c € G plati

(@nb)V(aNc)=aAN(bV (aAc)).

Dikaz. Je-li svaz modularni, plyne predchozi rovnost z modularni rov-
nosti pro prvky a, b, a A c a ziejmé nerovnosti a Ac < a. Naopak, necht svaz G
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spliuje rovnost této véty a necht a,b,c € G jsou libovolné takové, ze ¢ < a.
Pak plati a A ¢ = ¢, a tedy

(anb)Ve=(aNb)V(aAc)=aN(bV(aAc)=aAN(bVec),

coz jsme méli dokazat.

Disledek. Soucin moduldarnich svazi je modularni svaz. Homomorfni
obraz modularniho svazu je moduldarni svaz.

Dukaz. U7 jsme zminovali v dikaze véty 5.1, ze soucin zdédi libovolnou
rovnost platnou v obou svazech. Také tvrzeni o homomorfnich obrazech plyne
z toho, ze modularita je charakterizovana rovnosti.

Véta 6.4. Svaz G je moduldrni, prave kdyZ pro kaZdou trojici prvku
a,b,c € G plati implikace

a>c¢, aNb=cAb, aVb=cVb=—= a=c. (1)

Diikaz. Predpokladejme, 7e svaz G je modularni a ze pro trojici prvki
a,b,c € Gplatic<a,aANb=cAb,aVb=cVb. Pak z absorp¢nich zakoni
a modularni rovnosti plyne

c=(cAb)Ve=(aANb)Vc=aA(bVe)=aA(bVa)=a.

Naopak, predpokladejme, ze ve svazu G plati implikace (1), a dokazme, ze
svaz je modularni. Zvolme libovolné trojici prvkua a, b, c € G tak, ze ¢ < a, a
oznatme x = (a Ab) Ve, y =a A (bV c). Z modularni nerovnosti (véta 2.3)
vime, ze x < y. Ukazeme-li, ze téz plati t Ab =y A b, x Vb =1y Vb, podle
implikace (1) dostaneme = = y, coz je modularni rovnost pro prvky a,b, c. Z
r<yplynezVb<yVb nebotzyVb>y>z yVb>bjejasné, ze yVb
je horni zavora prvkd x, b. Analogicky x A b < y A b. OvSem

zVb=((anb)Ve)Vb=((aAb)Vb)Ve=>bVe,

jisté bVe>aN (bVe)=yabVe>b Topak znamend xtVb=bVe>yVb,
coz spolu s diive odvozenou opac¢nou nerovnosti znamena x Vb = y V b.
Analogicky

yAb=(aN(bVe)Ab=aN((bVec)AbD)=aAb<(aAb)Vc=urx,

jistée téz y Ab=a Ab < b, proto y Ab< x Ab, opét s opacnou nerovnosti
dostavame potiebnou rovnost x A b =1y A b.

Poznamka. Nasledujici véta ukazuje, Ze modularitu je mozné charakteri-
zovat pomoci svazu Nj (tj. pétiahelniku, viz Hassetv diagram na strané 15).
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Véta 6.5. Svaz G je moduldarni, prave kdyz neobsahuje podsvaz izomorfni
se svazem Ns.

Diikaz. Je-li svaz G moduléarni, pak podle véty 6.2 je kazdy jeho podsvaz
modularni, proto svaz G neobsahuje podsvaz izomorfni se svazem N5, nebot
ten modularni neni.

Naopak, predpokladejme, ze svaz G neni modularni. Podle piedchozi véty
existuji a, b, ¢ € G tak, ze ackoliv plati a > ¢, aAb = cAb, aVb = cVb, presto
a # c. Tedy a > c. Snadno se ovéri, ze pak nemiiZze nastat zadny z pripadui
b > ¢ (pak by totizb=bVe=>bVa, tedy b > a, odkud bAa=a >c=bAc)
ani b < a (pak by b = bAa = bAc, tedy b < ¢, odkud bVe =c < a=0bVa). Je
tedy b s kazdym z prvki a, ¢ nesrovnatelny. Proto jsou prvky a, b, c,aAb,aVb
rizné. Ziejmeé tvori pétiprvkovy podsvaz svazu G izomorfni se svazem Nj.

Ddsledek. Dudlni svaz k modularnimu svazu je opéet moduldrni.

Dikaz. Plyne z toho, ze dudlni svaz ke svazu Nj je izomorfni s Ns, a
toho, 7e dualitou se podsvazy prevadéji na podsvazy.

Poznamka. Predchozi dusledek je také mozné snadno dokazat piimo:
podminka, kterou jsou modularni svazy definovany, je samodualni.

7. Distributivni svazy

Poznamka. Podle véty 2.3 v libovolném svazu G pro kazdou trojici prvki
a, b, c € G plati distributivni nerovnosti

(aVb)A(aVec)
(@Nb)V (aNc)

aV (bAc),

>
< aA(bVe).

Definice. Svaz GG se nazyva distributivni, jestlize pro kazdou trojici prvki
a,b, c € G plati distributivni rovnost

(@anb)V(aNc)=aN(bVc).

Priiklad. Priklady distributivnich svazi jsou svaz vSech podmnozin né-
jaké mnoziny nebo libovolny retézec.

Piiklad. Ovéite sami, 7e svazy Nj (pétithelnik) a M; (diamant) nejsou
distributivni (viz Hasseovy diagramy na obrazku na strané 15). V obou sva-
zech pri ovérovani zvolte tii rizné prvky a, b, c tak, aby b bylo nesrovnatelné
saic(av Njsnavica > c).

Véta 7.1. Necht G je distributivni svaz. Pak pro kaZdou trojici prvki
a,b,c € G plati i nasledugict distributivni rovnost

(aVb)A(aVe)=aV (bAc).
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Diikaz. Z distributivity a absorp¢niho zdkona dostavame

(avVb)A(aVe)=((avd) Aa)V((avd)Ac)y=aV ((anc)V (bAc)) =
=(aV(aAe)V(bAc)=aV (bAec).

Poznamka. Duélni tvrzeni k predchozi vété znamena, ze z podminky
z véty plyne podminka z definice. Je tedy lhostejné, kterou z obou distribu-
tivnich rovnosti uzijeme v definici, mohli jsme uzit i obé najednou.

Disledek. Dudalni svaz k distributivnimu svazu je opet distributioni.
Véta 7.2. Kazdy distributioni svaz je modularni.
Diikaz. Predpokladejme, 7e G je distributivni svaz, a,b,c € G jsou ta-
kové, 7ze ¢ < a. Pak plati
aN(bVe)=(aAb)V(aAec)=(aNb) Ve,

coz je modularni rovnost.
Veéta 7.3. Podsvaz distributivniho svazu je distributivni svaz.

Diikaz. Plyne piimo z definice: v podsvazu se suprema i infima pocitaji
jako v ptivodnim svazu.

Véta 7.4. Soucin distributivnich svazi je distributioni svaz. Homomorfni
obraz distributivniho svazu je distributivni svaz.

Diikaz. Plyne z toho, ze vlastnost byt distributivni je definovana rov-
nosti.

Véta 7.5. Svaz G je distributivni, prave kdyZ pro kaZdou trogici proku
a,b,c € G plati implikace
aANb=cAb, aVb=cVb=a=c. (2)

Diikaz. Predpokladejme, 7e svaz G je distributivni a Ze pro trojici prvki
a,b,c € Gplatia Ab=cAb, aVb=cVb Pak z absorp¢nich zakonu a
distributivity plyne

c=(cAb)Ve=(anb)Vec=(aVe)A(bVc)=
=(aVe)A(aVb)=aV(cAb)=aV (aAb)=a.
Naopak, predpoklddejme, 7e svaz G spliuje implikaci (2). Podle véty 6.4 je
G moduléarni, nebot spliiuje implikaci (1). Necht z,y,2 € G jsou libovolné.
Oznac¢me

a=((yvz)Az)Vv(zAy),
b=y,
c=((yVvz)Ax)V(zAYy).
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Tyto definice jsou voleny tak, ze pri zaméné x <> z se zaméni a <> c. Protoze
x Ay <y Vx, zmodularity plyne

a=(yVa)A(zV(zAy)),

a podobné
c=(yVz)A(xzV(zAYy)).

Z komutativity, absorpce a modularity (diky = Ay < y) plyne
aNb=bAa=yA(yVe)A(zV(zAy))=yA(zV(zAy))=(yAz)V(zAy).
Stejnymi Gpravami pii zdméné a <> c a x < 2
cAb=bAc=yAN(yV2)A(xV(zAy)) =yA(xV(zAy)) = (yAzx)V(zAy).
Je tedy a A b =c Ab. Z absorpce a modularity (diky y < y V x) déle plyne
aVb=((yVa)A2)V(zAyY)Vy=((yVz)A2)Vy=(yVx)A(zVy).
Stejnymi Gpravami pii zdméné a <> c a x < 2
cVb=((yvV2))Az)V(zAy)Vy=((yVz)Az)Vy=(yVz)A(zVy).

Je tedy také a Vb= cVb, coz spolus a ANb= cAbpomoci implikace (2) dava
a = c. 7 absorpce a modularity (diky x A y < z) dostavame

zAa=xANyVe)AN@zV(Ay)=zAzV(xAy)=(xA2)V(zAYy).
Podobné z komutativity a absorpce
zAc=xANyVa)AN(xV(zAy)=zA(xV(zAy))A(yVz)=xA(yVz2)
Celkem tedy z toho, 7ze a = ¢, a z komutativity plyne
zA(yVz)=xAc=zAha=(xAy)V(xA:z).

Protoze x,y,z € G byly libovolné, znamena to, ze GG je distributivni svaz,
coz jsme méli dokazat.

Poznamka. Z nasledujici véty a véty 6.5 plyne analogie véty 6.5 pro dis-
tributivni svazy: Svaz G je distributivni, pravé kdyz neobsahuje ani podsvaz
izomorfni se svazem Mj (tj. diamant) ani podsvaz izomorfni se svazem Nj
(tj. pétithelnik, viz Hasseovy diagramy na strané 15).

Véta 7.6. Moduldrni svaz G je distributivni, prave kdyz neobsahuje pod-
svaz izomorfni se svazem Msy.
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Dikaz. Je-li svaz G distributivni, pak podle véty 7.3 je kazdy jeho pod-
svaz distributivni, proto svaz GG neobsahuje podsvaz izomorfni se svazem M5,
nebot ten distributivni neni.

Naopak, predpokladejme, 7e svaz G neni distributivni. Podle predchozi
véty existuji a, b, ¢ € G tak, 7e ackoliv plati aAb =cAb, aVb = cV b, presto
a # c. Kdyby a < ¢ nebo ¢ < a, podle véty 6.4 by z modularity svazu plynulo
a = ¢, coz neplati. Jsou tedy a a ¢ nesrovnatelné. Oznacme

t=aANb=cAD,
s=aVb=cVb,
m = ((aVe)Ab)V(aAec).

Je ztejmé, 7e 1 < ¢, atedy i =i Ac=aAbAc Podobné s =aVbVec.
7 absorpce a modularity (diky a < a V ¢) plyne

mVa=((aVe)Ab)V(aAnc)Va=((aVe)Ab)Va=(aVc)A(bVa).

Ovéem bVa =s =aVbVec>aVe odkud mVa = aVec Analogicky
(zdménou a <> ¢) se dokdze, ze mV ¢ =a V ¢. Protoze a A ¢ < aV ¢, plyne z
modularity

m=(aVe)A(bV(aAc)).

Z absorpce a modularity (diky a A ¢ < a) plyne
mAa=aAm=aA(aVe)ANDV(anc)) =aA(bV(aAc)) = (aAb)V(aAc).

Oviem a Ab =1 =aAbAc < aAc odkud mAa = aA c. Analogicky
(zdménou a > ¢) se dokéaze, ze m Ac = aAc. Tvori tedy {a,c,m,aVc,aAc}
podsvaz svazu (. Ukazme, 7Ze ¢ a m jsou nesrovnatelné. Z ¢ < m plyne
c = mAc = alc, odkud ¢ < a, spor. Podobné z ¢ > m plynec = mVec = cVa,
odkud a < ¢, opét spor. Analogicky (zdménou a <> ¢) se dokéaze, 7ze a a m
jsou nesrovnatelné. Proto podsvaz {a,c,m,aV ¢,a A ¢} svazu G je izomorfni
se svazem M5, coz jsme chtéli dokazat.

Poznamka. Na zavér kapitoly o distributivnich svazech si uvedeme cha-
rakterizaci kone¢nych distributivnich svaz.

Definice. Prvek a svazu G se nazyva V-nedosazitelny, jestlize pro kazdé
b,c € G takové, ze a = bV ¢, plati a = b nebo a = c.

Poznamka. Prvek a svazu G je tedy V-nedosazitelny, jestlize neni supre-
mem zadnych dvou prvki ostfe mensich nez on, tj. neexistuji b,c € G spl-
nujici b < a, ¢ < a, a = bV c. Ekvivalentné lze tuto podminku vyjadrit také
takto: prvek a svazu G je V-nedosazitelny, jestlize pro kazdé b, c € G takové,
7e b < a a soucasné ¢ < a, plati bV ¢ < a. Odtud se snadno dokaze indukci,
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ze takovy prvek neni supremem ani zadné neprazdné kone¢né mnoziny prvki
ostfe mensich nez on.

Oznaceni. Mnozinu vSech V-nedosazitelnych prvka svazu G oznacime
J(G).

Véta 7.7. V konecném distributivnim svazu G je libovolny prvek a roven
supremu mnoziny vsech V-nedosaZitelnych proki, které neostre prevysuje, tj.

a= \/ b=\/(alnJ(@G)).

beJ(G),b<a

Dikaz. Budeme postupovat indukci vzhledem k mohutnosti m nosné
mnoziny svazu G. Je-li m = 0, neni co dokazovat. Je-li m = 1, pak svaz
obsahuje jediny prvek, ktery je V-nedosazitelny, a tedy tvrzeni plati.

Predpokladejme tedy, ze m > 1 a ze pro vSechny distributivni svazy o
méné nez m prvcich byla jiz véta dokazana. Necht a € G je libovolny. Pokud
a € J(G), zfejmé je a nejvétsim prvkem mnoziny al N J(G) a dokazovana
podminka je pro néj ziejmé splnéna. Necht tedy a ¢ J(G), pak existuji b, ¢ €
G splhujici b < a, ¢ < a, a = bV c. Uvazujme idedl b). Ziejmé jde o podsvaz
svazu G neobsahujici a, tedy |b)| < m. Jako podsvaz distributivniho svazu je
distributivni a tedy podle indukéniho predpokladu plati b = \/(b] N.J(b])) =
V(0N J(G)), protoze z definice idedlu plyne, 7e kazdy V-nedosazitelny prvek
v podsvazu bl je V-nedosazitelny vzhledem k celému . Podobné plati ¢ =
Vel N J(G)). Tedy a = bV e = \(blNJG))VVilnNJG) = VD,
kde D = (bl Ucl) N J(G) C al N J(G). Necht d = \/(a) N J(G)). Protoze
G je kone¢nd mnozina, mizeme psat al N J(G) = {ay,...,a,} pro néjaké
ptirozené n (tato mnozina neni prazdna, nebot jisté obsahuje nejmensi prvek
svazu G). Pak plati d = \/(al N J(G)) = Vi, a;, tedy pro infimum a A d
diky distributivité plati

a/\d:a/\\n/al \/a/\aZ :\”/
i=1 = i=1

odkud dostavame a > d = \/(al N J(G)) >\ D = a, tedy

a=\/(alnJ(G)).

coz jsme chtéli dokazat.

Definice. Necht (A, <) je usporddand mnozina. Mnozina B C A se na-
zyva (doli) dédi¢nd, pokud pro kazdy prvek b € B a kazdy a € A, a < b,
plati a € B.

22



Poznamka. Mnozina B C A je tedy dédi¢na, jestlize s kazdym svym
prvkem obsahuje vSechny prvky mnoziny A, které jsou jesté mensi. Pomoci
této vlastnosti mizeme charakterizovat idealy svazu: jsou to pravé dédicné
podsvazy. Pripomenme, 7e na svazy se miuzeme divat jako na uspotradané
mnoziny a ze dva svazy jsou izomorfni, pravé kdyz jsou izomorfni jako uspo-
radané mnoZiny (véta 3.3).

Oznaceni. Mnozinu vSech neprazdnych dédi¢nych podmnozin uspora-
dané mnoziny A znacime D(A).

Véta 7.8. Pro konecny distributivni svaz G uvaime mnozinu J(G) vSech
V-nedosazitelnyjch prvki svazu G spolu s usporaddnim, které na J(G) in-
dukuge usporidani svazu G. Pak usporidand mnozina (D(J(G)), Q) je izo-
morfni se svazem G (chapanym jako uspoiadand mnoZina).

Dukaz. Je-li G prazdny svaz, je i D(J(G)) prazdnd mnozina a tedy
véta plati. Dale predpokladejme, 7ze G je neprazdny. Definujeme zobrazeni
n: G — D(J(G)) predpisem n(a) = alNJ(G). Ziejmé al je dédiénd mnozina
v G a jeji prinik s J(G) je dédi¢nou mnozinou v J(G). Navic al N J(G)
obsahuje nejmensi prvek svazu G, a tedy je prvkem D(J(G)). Ukézeme, Ze
se jedna o izotonni zobrazeni. Necht a,b € G jsou libovolné takové, ze a < b.
Pak al C bl, tedy n(a) = al N J(G) C bl N J(G) = n(b). Déle definujeme
zobrazeni ¥ : D(J(G)) — G predpisem ¥(X) = \/ X, tj. 9(X) je supremem
vSech prvki mnoziny X. I toto zobrazeni je izotonni, protoze pro libovolné
X,Y € D(J(G)) takové, ze X C Y, plati 9(X) = VX < VY = 9(Y).
Ukézeme, 7e zobrazeni n a ¢ jsou navzajem inverzni. Necht a € L, pak
von(a) =9l NJ(G)) =\(adNJ(G)) = a podle véty 7.7. Necht naopak
X € D(J(G)). Pak no d(X) = (VX)L N J(G). Chceme, aby se slozeni
zobrazeni rovnalo identité na mnoziné D(J(G)), tedy aby

(\V/ X)InJ(@G) =X

Oznac¢me Y levou stranu pozadované rovnosti. Inkluzi X C Y dokdzeme
snadno: pro kazdé x € X ziejmé plati x < \/ X, a tedy = € (\/ X)], a protoze
r € X C J(G), inkluze X C Y plati. Necht nyni y € Y. Ptame se, zda y € X.
Pro y v8ak plati y < \/ X a X je kone¢nd neprazdna mnozina. Mizeme tedy
psat X = {z1,...,x,} pro néjaké prirozené n, a tedy z distributivity

n

y=y A\ X=yA\z=\/(yrz).
=1

i=1

Ovsem y € J(G), a tedy y je V-nedosazitelny. Proto y nemiize byt supremem
mensich prvki (viz pozndmku za definici V-nedosazitelnosti). Existuje tedy
i€ {l...n} tak, ze y = y Az;, coz znamend, 7e y < z;. OvSem x; € X, ktera
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je dédicna, tedy y € X, coz jsme potifebovali dokazat. Celkem tedy mame
izotonni bijekci n : G — D(J(G)) a jeji izotonni inverzi ¥ : D(J(G)) — G,
jedna se tedy o izomorfismus usporadanych mnozin.

Poznamka. Véta mimo jiné iika, ze je-li G konecny distributivni svaz,
pak i D(J(G)) je kone¢ny distributivni svaz. ProtoZe sjednoceni i prinik dé-
di¢nych mnozin je opét dédi¢na mnozina, jsou operacemi suprema a infima v
D(J(G)) pravé mnozinovy priinik a sjednoceni. Je tedy D(J(G)) podsvazem
svazu vSech podmnozin mnoziny J(G).

Disledek. Kazdy konecny distributioni svaz je izomorfni s nekterym pod-
svazem svazu vSech podmnozin néjaké konecné mnoziny.

Poznamka. Podle predchoziho disledku kazdy konecny distributivni
svaz muzeme chapat jako inkluzi usporadany systém mnozin, ktery je uza-
vieny na pruniky a sjednoceni. Protoze naopak kazdy inkluzi usporadany
systém mnozin, ktery je uzavieny na pruniky a sjednoceni, je ziejmé distri-
butivnim svazem, dostali jsme tak slibenou charakterizaci konec¢nych distri-
butivnich svazii. Uvédomte si, ze podminka uzavienosti na mnozinovy pri-
nik a sjednoceni je zde podstatna, vzdyt naptiklad i nedistributivni svaz Mj
(diamant) je izomorfni se systémem mnozin {0, {1}, {2}, {3}, {1, 2, 3}} uspo-
rfadanym inkluzi.

8. Booleovy algebry

Definice. Necht GG je svaz s nejmensim prvkem 0 a nejvétsim prvkem 1.
Rekneme, 7e prvek b € G je komplementem prvku a € G ve svazu G, jestlize
plati a ANb =0, aVb = 1. Svaz G se nazyva komplementarni, jestlize ke
kazdému prvku existuje aspoil jeden komplement.

Poznamka. 7Z komutativity obou operaci plyne, zZe je-li prvek b komple-
mentem prvku a, pak je prvek a komplementem prvku b.

Piiklad. Svazy Ms a Nj jsou komplementéarni (viz Hasseiv diagram na
strané 15), av8ak k nékterym prvkiim existuje komplementt vice nez jeden
(naleznéte v kazdém z téchto svazi aspon jeden takovy prvek).

Piiklad. Retézec majici aspon tii prvky neni komplementéarni.
Poznamka. Podsvaz komplementarniho svazu nemusi byt komplemen-
tarni: komplementarni svaz N5 obsahuje ¢tyiprvkovy retézec jako podsvaz.

Véta 8.1. Soucin komplementarnich svazi je komplementarni svaz.

Dtikaz. Necht G a H jsou komplementarni svazy, uvazme jejich soucin
G x H. Protoze pro kazdé g € G, h € H plati

(g,h) A (0,0) =(gAN0,AhA0)=(0,0),
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je (0,0) nejmensim prvkem svazu G x H. Podobné se ovéii, ze (1,1) je nej-
vétsim prvkem svazu G X H. Pak pro libovolny komplement ¢; prvku g ve
svazu G a pro libovolny komplement h; prvku A ve svazu H plati

(gah’) A (91,h1) = (g A gl,h/\ hl) - (0?0)7
(9,P)V (g1,h1) = (gV g1,hV hy) = (1,1),

a tedy (g1, h1) je komplementem prvku (g, h) ve svazu G x H.

Poznamka. Dudlni svaz ke komplementarnimu svazu je komplementarni
(komplementy se zachovavaji).

Veéta 8.2. V distributivnim svazu je komplement prvku, pokud existuje,
urcen jednoznacne.

Diikaz. Necht ay, as jsou komplementy prvku b. Pak plati
al/\b:():ag/\b, a1Vb:1:a2\/b.

Podle véty 7.5 odtud plyne a; = a».
Definice. Distributivni komplementarni svaz se nazyva Booleova algebra.

Poznamka. Nejmensi prvek Booleovy algebry budeme v dalsim textu
vzdy znacit 0 a jeji nejvétsi prvek 1. Komplement prvku a € G je dle pred-
chozi véty urcen jednoznacné, znac¢ime jej a’.

Piiklad. Prazdny svaz neni Booleova algebra.

Priklad. V libovolné Booleové algebre plati 0' =1, 1’ = 0.

Piiklad. Pfipomefime, Ze pro libovolnou mnozinu X symbolem 2% ozna-
¢ujeme mnozinu vSech podmnozin mnoziny X. Pro kazdou mnozinu X je
(2%,U,N) Booleova algebra (uspotadanim je mnozinovéd inkluze): nejmensi
prvek je (0, nejvétsi prvek je X a komplementem prvku A C X je prvek
X — A

Poznamka. Promyslete si, ze dualni svaz k Booleové algebte je Booleova
algebra (komplementy se zachovavaji, 0 a 1 se v dualité vyméni).

Véta 8.3. Soucinem Booleovych algeber je Booleova algebra.

Dikaz. Plyne z vét 7.4 a 8.1.

Véta 8.4. V libovolnée Booleoveé algebre pro kazZde prvky a,b plati
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Dukaz. Prvky ¢” i a jsou komplementy prvku o', z jednoznac¢nosti kom-
plementu a” = a. Druhou rovnost odvodime z distributivniho zékona:

(aVvb)V(dAY)=((aVd)Vd)A((aVd) VD)=
((avad)Vvb)A((b'VD)Va)=

IV A(lVa)=1A1=1,

podobné
(@Vb)A(aAY)=(an(ad AD))V (DA (a AY)

= ((and)ANV)V((BAY)Nd
= (0AY)V(0Ad)=0V0=0.

~—— —

Je tedy o’ Ab komplementem prvku aVb, coz jsme chtéli ukdzat. Tieti rovnost
dostaneme z druhé uzitim duality.

Definice. Podsvaz L Booleovy algebry G se nazyva Booleova podalgebra,
jestlize 0,1 € L a pro kazdé a € L platia’ € L.

Piiklad. V libovolné Booleové algebie tvoii {0, 1} Booleovu podalgebru.
Podobné pro kazdy jeji prvek a je {0,1,a,a’} Booleova podalgebra.

Priklad. Je-li X nekonecna mnozina, uvazme mnozinu
Y = {A C X; A je konena nebo X — A je konetna}.

Pak Y je Booleova podalgebra Booleovy algebry (2%, U, N).
Véta 8.5. Libovolna Booleova podalgebra je Booleova algebra.

Dikaz. Jakozto podsvaz distributivniho svazu je Booleova podalgebra
distributivni svaz. Protoze nejmensi (resp. nejvétsi) prvek Booleovy podal-
gebry je nejmensim (resp. nejvétsim) prvkem celé Booleovy algebry, z toho,
ze operace V a A se v podsvazu pocitaji stejné jako v celém svazu, plyne,
ze komplement daného prvku v Booleové podalgebie je stejny jako komple-
ment, tohoto prvku v celé Booleové algebte. Je tedy Booleova podalgebra
komplementarni svaz, coz jsme méli dokazat.

Definice. Necht G a H jsou Booleovy algebry, f : G — H zobrazeni.
Rekneme, e je f homomorfismus Booleovych algeber, je-li f svazovy homo-
morfismus, pro ktery plati f(0) = 0, f(1) = 1. Rekneme, %e f je izomorfismus
Booleovych algeber, je-li f bijektivni homomorfismus Booleovych algeber.
Booleovy algebry G a H nazveme izomorfni, jestlize existuje izomorfismus
Booleovych algeber f: G — H.

Véta 8.6. Necht f : G — H je homomorfismus Booleoviych algeber,
a € G. Pak plati f(a') = f(a)'.
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Diikaz. Jisté plati

f@)V fla) = fld'Va)=f(0)=0,  fld)A[f(a)=f(d Na)=f(1)=1,

odkud plyne, ze f(a) je komplementem prvku f(a’) v Booleové algebie H.

Definice. Necht G je Booleova algebra, a € G, a # 0. Rekneme, 7e a
je atom Booleovy algebry G, jestlize kromé 0 neexistuje Zadny jiny prvek
Booleovy algebry G mensi nez a.

Véta 8.7. Necht G je konecna Booleova algebra, P mnozZina vsech jejich
atomii. Pak G je izomorfni s Booleovou algebrou (27,U,N).

Diikaz. Je-li Booleova algebra G jednoprvkova, je P = () a véta z¥ejmé
plati. Dale budeme ptredpokladat, ze Booleova algebra G ma aspon dva prvky.
Pro kazdy prvek = € G, © # 0, existuje aspon jeden p € P, p < x (jinak
by pro kazdy nenulovy prvek y < x existoval nenulovy prvek z < y, coz by
umoznilo konstruovat nekonec¢nou klesajici posloupnost prvkii, coz v konecné
mnoziné ziejmé nelze).

Definujme zobrazeni h : G — 2F piedpisem h(b) = {a € P;a < b}.
Ukézeme nejprve, ze h je surjekce. Protoze G je konecnd, je i P konec¢nd a tedy
je konecna i libovolna podmnozina mnoziny P. Pro libovolné ay,...,a, € P
ziejmé plati {aq,...,a,} C h(a;V---Vay,). Opacnou inkluzi dokazme sporem:
predpokladejme, 7e existuje x € h(ayV---Vay,), x ¢ {ay,...,a,}. Pak zAa; =
-+ =2 A a, = 0, nebot infimum riznych atomi je 0. Z x € h(a; V ---V ay,)
plyne z <a;V---Va,, atedy

r=xA(@V---Va,)=(xAa)V---V(rAa,) =0V---V0=0,

coz je spor s tim, ze x € P. Je tedy h surjekce.

Ukazme nyni, ze h je téz injekce. Zvolme libovolné prvek =z € G, x # 0.
Dokéazali jsme, Ze existuje aspon jeden p € P, p < z. Proto h(z) # 0.
Ozna¢me {ay,...,a,} = h(x). Ukdzeme-li, 7e x = a; V - - - V a,, bude ziejmé
h injekce. Ozna¢me y = a1 V --- V ay,; protoze a; <z, ..., a, <z, je y < x.
Nasim cilem je ukazat x = y, predpokladejme tedy, 7e y < x a dojdéme ke
sporu. Plati z =z Al =2 A(yVy') = (xAy)V (xAy'). Protoze y < x, plati
r Ay =1y #x atedy z Ay # 0 (uvédomte si, ze dosazenim z Ay’ = 0 do
predchozi rovnosti bychom dostali z = x Ay). Proto existuje atom p spliujici
p<zxzAy, tj.p<z, p<y.Oviem z p < z plyne p € h(z) = {ay,...,a,},
tedy p = a; pro vhodné i. Proto p < a; V---Va, = y, coz spolu s diive
odvozenou nerovnosti p < ¢y’ tedy dava p < y' Ay = 0, spor s tim, Ze p je
atom.

Je tedy h : G — 2F bijekce. Pro libovolné =,y € G, v < y, jisté plati
h(x) C h(y). Naopak, odvodili jsme, 7e pro libovolné X C P je h™'(X)
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supremum viech prvkii z X. Odtud snadno plyne, Ze pro X C Y € 2F plati
h1(X) < h}(Y). Je tedy h izomorfismus uspofddanych mnozin, a proto
izomorfismus svazovy. Jisté h(0) = (), h(1) = P. Je to tedy izomorfismus
Booleovych algeber.

9. Booleovy okruhy

Poznamka. V této kapitole ukadzeme, ze dvé algebraické struktury, totiz
Booleovy algebry a specialni okruhy, tzv. Booleovy okruhy, jsou v podstaté
totéz. S touto situaci, kdy dva odlisné matematické objekty popisuji stejnou
situaci, jsme se setkali jiz nékolikrat: typickym ptikladem jsou ekvivalence
a rozklady na mnoziné, nebo ptipad svazi jakozto specialnich usporadanych
mnozin nebo specidlnich algebraickych struktur se dvéma operacemi.

Definice. Okruh (R,+,-) se nazyva Booleiiv okruh, je-li idempotentni,
tj. pro kazdé x € R plati x - x = x.

Véta 9.1. Netrividlni Booletiv okruh je komutativni okruh charakteristiky
2.

Dikaz. Plati 1+1 = (1+1)-(14+1)=1-14+1-141-14+1-1=14+1+1+1.
Pri¢tenim —(1 + 1) dostaneme 1 + 1 = 0. Protoze okruh neni trividlni, plati
1 # 0, a tedy méa charakteristiku 2. Pro libovolné x,y € R plati

r+y=(@x+y)-(e+y) =cv-2+z-y+y-cz+y-y=cx+zc-y+y-r+y,

odkud z -y = —y -z =y -z, coz jsme méli dokazat.
Véta 9.2. Necht (G,V, ) je Booleova algebra. Definujme na mnoziné G
operace + a - takto: pro libovolné x,y € G klademe

r+y=(xAy)V (@ Ay), Ty =AY

Pak (G, +,-) je Booletiv okruh.

Poznamka. Viimnéte si, Ze v pifpadé Booleovy algebry (2%, U, N) viech
podmnozin mnoziny X je vySe definovanou operaci + pravé symetricky rozdil
mnozin.

Dikaz. Je ziejmé, ze obé operace jsou komutativni, ndsobeni je i asocia-
tivni a idempotentni a pro kazdé xr e Gplatiz +0 =z, x+2x =0,z -1 = x.
Dokazme asociativitu s¢itani. Necht x,y,z € G jsou libovolné. Z definice a
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véty 8.4 plyne

(x4+y)+2z = (((x/\y')\/(x'/\y))/\z’)\/(((x/\y')v(x’/\y))'/\z) =
= (@A) @A) AZ)V (V) A VY AZ) =
= (xANY ANYV (@ AynZ)V
V(@ A2) v @AYV AV AY)) Az) =

(CHITIDIDE

(' ANY AN2) V(e Ay A2).

= (@AY ALYV (@ AynZ)V
= (@AY ALYV (@' AynZ)V
Posledni vyraz se nezméni, provedeme-li s x, ¥, z jakoukoli permutaci. Proto

(r+y)+z=W+2)+x=0+(y+2),

a tedy s¢itani je asociativni, tudiz (G, +) je komutativni grupa. Zbyva ovérit
distributivni zadkon. Necht z,y,z € G jsou opét libovolné. Z definic a véty
8.4 plyne

(A A@A2))V ((zAy) AlzAz)) =
(zAyA (@ V)V (@' VY)ANzAzZ) =
=(@AyAZ YV (xAyAnZ v(:r'/\x/\z)v(y'/\x/\z):
(xAyANZ YV (xAY Az
ZxA(@AZ)(yA@)Z (y+2),

rT-y+xr-z=

—_ —

coz jsme chtéli dokazat.

Véta 9.3. Necht (R,+,-) je Booleiv okruh. Definujme na mnozZiné R
operace N a A takto: pro libovolné x,y € R klademe

zsVy=x-y+x+y, TANY=2x-Yy.

Pak (R,V,N) je Booleova algebra, kde pro kazdé x € R plati 2’ =z + 1.

Diikaz. Je ziejmé, 7e operace A je komutativni, asociativni a idempo-
tentni. Jisté je téz operace V komutativni. Snadno se ovéri, ze také idempo-
tentni. Necht z,y, 2 € R jsou libovolné. Plati

(xvVy)Vz=(r-y+z+y)-z+(x-y+rx+y)+z=
ry-z+r-z+y-z+r-y+trt+ytz=
=z-(y-z+y+2)+rx+y-z+y+z=2V(yV2),
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a tedy je V asociativni operace. Ovéirme absorpéni zakony. Necht x,y,z € R
jsou opét libovolné. Plati

(VYY) AN =(r-y+x+y) x=z-y-x+zx-c4+y-x=x-y+r-y+x=uz1,
a také
(xAy)Ve=(x-y)-z+(x-y)+rx=2-y+x-y+x="0

coz jsme chtéli dokazat. Je tedy (R, V,A) svaz. Protoze pro kazdé = € R je
rAN0=2x-0=0, plati 0 < z, podobné rt A1l =2x-1=zx, atedy x < 1. Proto
je 0 nejmensi a 1 nejvétsi prvek tohoto svazu. Ovérme, 7ze skuteéné je x + 1
komplementem prvku z:

tAN(z+1l)=z-(z+1l)=z-2+r=0+2=0,
zVe+l)=z-(z+1)+z+(x+1)=0+z+2+1=1.

Je tedy (R, V,A) komplementarni svaz, zbyva ukazat, 7e je to té7 svaz dis-
tributivni. Necht tedy z,y, z € R jsou opét libovolné. Plati

@A)V (ynz)=(z-2)-(y-2)+(x-2)+(y-2) =
Ty z2+x-z+y-z2=(x-y+ar+y)-z=
=(zVy) Az

Véta je dokdzana.

Veéta 9.4. Predchozi dve vety ndm ddvaji jednoznacnou korespondenci
mezi Booleovymi okruhy a Booleovymi svazy.

Dukaz. Je tieba ovérit, ze pokud z Booleova okruhu vyrobime Booleovu
algebru a z ni opét Booletiv okruh, dostaneme ten, se kterym jsme zacinali,
a také, ze pokud z néjaké Booleovy algebry vyrobime Booletiv okruh a z néj
opét Booleovu algebru, je to ta pivodni. To je zfejmé pro operace - a A, které
jsou totozné. Musime to ovérit tedy pouze pro operace + a V.

Méjme tedy Booletv okruh (R, +, -), uvazme k nému piislusnou Booleovu
algebru (R,V,A), a k ni pfislusny Booletv okruh (R,®,-). Pro libovolné
x,y € R tedy plati

rdy=(xANy)V (@ Ay =

=(z-y) (@ y)+ (@) + @y =
=z-(z+1)-y- (y+1)+z-(y+1)+(r+1)-y=
=0+z-y+x+z-y+y=x+y.
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Naopak, mé&jme nyni Booleovu algebru (R, V, A), uvazme k ni pfislusny Bo-
oleitv okruh (R, +,+), a k nému piislusnou Booleovu algebru (R, L, A). Pro
libovolné =,y € R pak plati

rUy=x-y+zty=cs+y+(xAy) =
:x+((y/\(:r/\y)')\/(y'/\(x/\y))):x—l—((y/\:1:\/y) )
g4+ (YA )VyAy)) =z+ ((yA2")V0) =z + (yAa') =

(:1:/\(@//\:1:')')\/(:1:'/\(3//\:)5')):(:I;A(y’\/x))\/(x Ay) =
=zV@Ay)=(@V)A(zVy)=1A(zVy)=zVy

coz bylo tfeba ovérit.

Poznamka. Podobné dvoji pohledy na jeden objekt byvaji v matematice
velmi cenné, nebot mnohdy ukazi necekané souvislosti. Pfikladem muze byt
dualita, kterd je pro Booleovy algebry naprosto zfejma. VySe uvedenou ko-
respondenci se prevadi téz na Booleovy okruhy, kde uz vsak neni tak snadné
si ji vSimnout.
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