Reseni vzorové pisemné zkousky z predmétu Stochastické modely I, podzimni semestr 2005

Priklad 1. Necht' Y, Z jsou nahodné veli¢iny, které maji stfedni hodnoty E(Y) =1, E(Z) =-6 a
rozptyly D(Y) =4, D(Z) = 9. Koeficient korelace R(Y,Z) = 0,9. Zavedeme stochasticky
proces {X,;t € T}, kde X, = 3tY + 2Z. Najdéte

a) stfedni hodnotu,

b) rozptyl a smérodatnou odchylku

c) autokovariancni a autokorelacni funkci
tohoto stochastického procesu.

Reseni:
ad a) u(t) =3(t—4)
ad b) 6*(t) = 36(> + 1,8t + 1), o(t) = 64/t> + 1,8t +1

ad ¢) y(ti,t2) = 36(tit2 + 0,9t + 0,9t + 1), D(tptz):\/ R 1\/ 2 181, +1
t, +Lst, +14t, +18t, +

t,t, +0,9t, +0,9t, +1

Priklad 2. Mame ¢ernou a bilou urnu a pét kouli. Na poc¢atku pokusu jsou vSechny koule
v ¢erné urné. V kazdém kroku pokusu nahodné€ vybereme kouli a premistime ji do druhé urny,
pti¢emz predpokladame, ze vybér kazdé koule je stejné mozny.
a) Modelujte tento pokus pomoci homogenniho markovského fetézce, najdéte matici
prechodu .
b) Stanovte stacionarni rozlozeni tohoto fetézce.
c) Vypoctéte stfedni hodnotu poctu kouli po stabilizaci pokusu.

Reseni:
ad a)
Zavedeme homogenni markovsky fetézec {Xn;n € NO} s mnozinou stavi J = {0, ... ,5}

2

pricemz X, = j, kdyz v n-tém kroku pokusu bude v erné urn¢ prave j kouli.

0 1 0 0 0 0
/5 0 4/5 0 0 0
0 2/5 0 3/5 0 0
0 0 3/5 0 2/5 0
0 0 0 4/5 0 1/
0 0 0 0 1 0

5

ad b) a=(1/32 5/32 10/32 10/32 5/32 1/32)
ad¢) 2,5

Priklad 3a. Mys je vlozena do bludisté tvaru:
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V kazdém okamziku si mys vybere nahodné jedny z dvefti pfihradky, v niz se prave nachazi a
ptrejde do pfislusné ptihradky. Predpokladame, ze v ptihradce 3 je potrava a mys tuto
ptihradku neopusti, jakmile do ni jednou vstoupi.
a) Modelujte proces pomoci homogenniho markovského fetézce, najdéte matici prechodu
a nakreslete pfechodovy diagram.

b) Ukazte, ze tento fetézec je absorpcni.
c) Najdéte matici prechodu do absorpcnich stavi.

Resent:
ad a) {Xn;n eN, }, Xn =J, kdyz v okamziku n je myS$ v n-té piihradce, j =0, 1, 2, 3.
Matice ptrechodu

0 1 0 0

/3 0 1/3 1/3
0 1/2 0 1/2
0 0 0 1

o—o#e

ad b) {0, 1, 2} jsou pfechodné stavy, 3 je trvaly stav. Protoze jediny trvaly stav je absorp¢ni,
jde o absorp¢ni fetézec.

Matice piechodu v kanonickém tvaru
1 0 0 0

0 1 0 0
0 0 1 0
P= P =(0),Q=[1/3 0 1/3|R=|1/3
1/3 1/3 0 1/3
0 1/2 O 1/2
/72 0 1/2 0
5/3 2 2/3
Fundamentalni matice: M=(I-Q)'=|2/3 2 2/3
1/3 1 4/3
1
Matice prechodu do absorp¢nich stavi: B=MR = | 1.
1

Piiklad 3b. Homogenni markovsky fetézec {X, ;n € N, } ma mnozinou stavii J = {0, 1} a
03 0,7

matici pfechodu P =
08 02

] . Pomoci vytvortujicich funkci najdéte matici pfechodu po n

krocich P".



Reseni:

Vytvotujici funkce posloupnosti matic {P“ }::0 ma tvar: G,(z) = (1—-zP)".
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—— je vytvortujici funkce posloupnostia, =1,n=0, 1,2, ...
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