Kapitola 1
Uvod

Pojem nahodného procesu je zobecnénim pojmu ndhodné veli¢iny. Zatimco ndhodné veli¢ina
je realna funkce jedné proménné - elementdrniho jevu, je ndhodny proces realnou funkci dvou
proménnych - elementarniho jevu a jedné realné proménné. Tou obvykle byva cCas.

Je mozno uvést bezpocet prikladi ndhodnych procesti. Uvedme naméatkou tyto

e Ve fyzikdlnich a technickych véddch:
seismicky zaznam v geofyzice,
fada nejvyssich dennich teplot v meterologii,
prubéh vystupniho signalu urcitého elektrického pristroje,
tenzometrické métreni povrchového napéti v provozu namahané strojni soucastky,
zmény v tloustce dratu v priubéhu jeho délky,
zmény v poctu vyzev na urcité telefonni lince, atd.

e V biologickych vedach:
sledovani rtznych parametri znecisténi ovzdusi,
EEG, EKG zéznamy v medicing,
procesy mnoZeni (napf. bakterii), apod.

e Ve spolecenskych véddch:
zmény v poctu obyvatelstva,
procesy mortality a invalidity obyvatelstva, aj.

e V ekonomice
zmény poptavky po urcitém vyrobku,
analyza vyvoje kursu akcii na burze,
objem zemédélské produkee,
pocet ¢ekajicich v letecké dopravé, atd.

Tyto procesy, napohled rozmanité, lze jednotné popsat matematickym pojmem nahodného
(stochastického) procesu. Ta ¢ast matematické statistiky, kterd se zminénymi procesy za-
byva, se také nazyva statistickou dynamikou.

Cilem analyzy nahodnych procesii je konstrukce odpovidajiciho modelu, coz umozni poro-
zumét mechanismu, na jehoz zakladé jsou generovany sledované udaje. Znalost modelu dale
umoznuje predpovidat budouci vyvoj a je-li mozné fidit a optimalizovat ¢innost prislusného
systému (vhodnou volbou vstupnich parametri a poc¢ateénich podminek).
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1.1 Historie

K nejstarsim zaznamtm ve tvaru casovych fad patii astronomickd pozorovdni. Grafickd zna-
zornéni ¢asovych fad v podobé, na kterou jsme zvykli ted, se zacala objevovat na pocatku 19.
stoleti (napf. zdznamy zemédélské produkce - zndméa Beveridgeova fada popisujici cenovy index
pSenice v zapadni Evropé v letech 1500-1869).

V 19. stoleti a na pocatku 20. stoleti pod vlivem bouflivého rozvoje fyziky byla snaha pohli-
zet na Casové fady, jako kdyby byly generovany deterministickym mechanismem (s pfipadnymi
chybami pii méfeni jednotlivych hodnot). Hodné se proto pracovalo na rozpoznani periodickych
slozek v Casové fadé a jako matematicky aparat se uplatnila predevsim FOURIEROVA ana-
lyza. Schustertv periodogram (1898) polozil zéklady pro moderni spektralni analyzu ¢asovych
fad. Tento deterministicky piistup pretrval jesté béhem prvni ¢tvrtiny 20. stoleti, prestoze byl
kritizovan pro neschopnost vyjadrit nepravidelnosti v amplitudach a ve vzdalenosti mezi body
zvratu (tj. lokdlnimi extrémy) ¢asovych fad.

Velky pielom v rozvoji discipliny proto znamenal pfistup Yulea (1927) a Slutského (1937),
kteii ukazali, Ze fada tvorena vzajemné zavislymi pozorovanimi miize byt tispésné generovana
navzajem nezavislymi ”Soky” (pfesné feceno fadou nekolerovanych veli¢in s nulovou stfedni
hodnotou a konstantnim rozptylem, pro kterou se vzilo oznaceni bily Sum). Bylo opravdu vel-
kym prekvapenim, kdyz se potvrdilo, Ze pomoci modeli vyuzivajicich bily Sum (napf. autore-
gresnich modelit) 1ze rozumné popsat ¢asové fady, které se ¢asto vyznacuji cyklickym pohybem
s proménnou amplitudou a proménnou vzdéalenosti mezi body zvratu. O dalsi rozvoj discipliny
smérem k praktickym aplikacim se zaslouzili Brown, Durbin, Kendall, Pawloski, Wold a dalsi.



Kapitola 2

Nahodné procesy

2.1 Definice ndahodného procesu

Definice 2.1.1.

Necht  je  dan  pravdépodobnostni  prostor  (Q, A, P), inderovd  mnoZina

T C R a redlnda funkce

definovand proVw € Q aVt € T.

X:OxT—-R

Jestlize je X(w,t) pro ¥Vt € T borelovsky méritelnd vzhledem k A, tj. pro VB € B a

pro V¥Vt €T

X YB)={weQ: X(w,t) € B} € A,

kde B je o-algebra borelovskych podmnozin, pak tuto funkci nazgvame (n-rozmérnym) na-
hodnym procesem. Ndhodny proces X(w,t) pri pevném w € 0 se nazyvd realizace

(trajektorie) procesu.
Pravdépodobnostni miru

—P(X(B)) BeB

nazyvame rozdéleni pravdépodobnosti nahodného procesu X (w,t).

POZNAMKA 2.1.2.
Obdobné jako

u ndhodnych veli¢in  kdy misto |X(w),w € Q piSeme pouze ,

u nahodnych procesti misto {X(w,t),weQ,teT}| piseme {X,teT}|
Definice 2.1.3.
Pokud T=7={0,£1,£2,...} nebo T C Z,
mluvime o procesu s diskrétnim casem nebo o éasové Tadé€ ¢i nahodné posloup-
nosti.
Pokud T = (t1,1s), kde —c0 <t < ty < 400,

rikame, Ze {X;,t € T'} je nahodny proces se spojitym casem.
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Definice 2.1.4.
Dvojice (S,S), kde S je mnozina hodnot ndhodngch velicin X; a S je o-algebra podmnozin

S, se nazyva stavovy prostor procesu {X;,t € T'}. Pokud ndhodné veliciny X, nabyjvaji
pouze diskrétnich hodnot, Tikame, Ze jde o proces s diskrétnimi stavy. Navyvd-li hodnot
z néjakého intervalu, mluvime o procesu se spojitymi stavy.

Rozdéleni pravdépodobnosti Px ndhodného procesu { X, t € T'} jednoznacné definuje rozdéleni
kazdého konecnérozmérného ndhodného vektoru

X — (th, P ,th)l,

kde tq,...,t, jsou libovolné body z mnoziny 7.

Definice 2.1.5.
Necht T™ je mnoZina vsech vektori

TV ={t=(t1,...,tn) 1 <t <---<tyut; €T;i=1,...,n}.
Pak (konecné dimenziondlni) distribuéni funkci nahodného procesu rozumime funkci

Ft(X) = Ftl,---,tn(x17 . 737”) = P(th S T1y--. 7th S :L’n)

= Px,((—o0, 21 >,...,(—00,z, >)

pro ¥Vt = (t1,...,t,) € T" aVx = (x1,...,2,) € R™

Pro rizna n a pro rtzné hodnoty tq,...,t, dostavame cely systém distribuc¢nich funkci,
oznacme jej F, a ktery nemuize byt uplné libovolny, ale ziejmé musi spliiovat tzv. Kolmogorovy
podminky konzistence

(K1) Podminka symetrie: pro libovolnou permutaci iy, .. .,14, ¢isel 1,...,n plati

tin(xila"'axin):F’tl ..... tn(x17"'7xn)

-----

(K2) Podminka konzistence:
F’tl,...,tn,tn+1 (xla N OO) - Bl ..... tn (xlv ey xn)
Kazdému nahodnému procesu lze tedy prifadit konzistentni systém distribuc¢nich funkei. K da-

nému konzistentnimu systému distribuc¢nich funkci existuje vzdy takovy ndhodny proces, ze
jeho systém distribuc¢nich funkci je totozny se zadanym systémem, coz fiké nasledujici véta.

Véta 2.1.6.

Kolmogorova véta
K systému distribucnich funkci, které splnuji Kolmogorovy podminky konzistence, existuje

pravdépodobnostni prostor (2, A, P) a ndhodny proces {X;,t € T} tak, Ze F je jeho systé-
mem distribucnich funkct.

DUKAZ. Protoze jde v podstaté o problém z teorie miry, nebudeme diikaz uvadét, lze ho najit
napi. v Neubrunn, T., Riecan, B.: Miera a integral, Bratislava. Veda 1981. O



2.2. PRIKLADY NAHODNYCH PROCESU 5

2.2 PRIKLADY NAHODNYCH PROCESU

PRIKLAD 2.2.1 (SINUSOIDA S NAHODNOU FAZI A AMPLITUDOU).
Necht A a 6 jsou nezavislé nahodné veli¢iny A > 0, 6 ~ Rs(0,27). Nahodny proces {X;,t € T'}
muze byt definovan

X, =rtAcos(vt + 0)| v>0,r>0.

PRIKLAD 2.2.2 (BINARNI PROCES).
Binarni proces {X;,t = 1,2,...} je posloupnost nezéavislych alternativnich ndhodnych promén-
nych:

X~ (1)

PRIKLAD 2.2.3 (NAHODNA PROCHAZKA).
Néhodna prochazka {X;,t =1,2,...} je definovan takto

X, =0], \thxt_1+st

kde ¢; jsou nezavislé stejné rozdelené ndhodné velic¢iny s nulovou stifedni hodnotou a konstant-
nim rozptylem, t;j.

9

Er E(O, 0'2).

PRIKLAD 2.2.4 (MARKOVOVUV PROCES).
Markovoviv proces {X;,t = 1,2,...} je definovan takto

Pla<X; <b;Xy=x1,...., X, =2,) = Pla< X; < b; X,, = x,),

tj. chovani procesu v budoucnosti zavisi na jeho stavu v poslednim ¢asovém okamziku, ale ne
na cesté, kterou do tohoto stavu dospél.

2.3 Stochastické procesy druhého radu

Definice 2.3.1.
Rekneme, Ze ndhodny proces {X;,t € T} je striktné staciondrni, jestlize pro Vt =
(t1,...,t,) €T apro¥T = (t1 + h,...,t, + h) € T™ plati

Fo(x)=Fy. .(v1,. ., 20) = Fry (@1, 1) = Fr(x).

Rovnost lze interpretovat tak, ze zakladni pravdépodobnostni charakteristiky procesu se neméni
pii posunuti v case.

Definice 2.3.2.
Existuje-li pro ¥Vt € T stredni hodnota EX;, pak nazyvame funkci

strednt hodnotu ndhodného procesu.
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Definice 2.3.3.
Ndhodny proces { Xy, t € T'} nazgvdime procesem druhého Tadu, jestlize proVt € T plati

EX} < oo

a Tikame, Ze nahodny proces md koneéné druhé momenty.

POZNAMKA 2.3.4.
Pokud EX? < oo, pak ze Schwarzovy nerovnosti plyne

B X,| < (B1*- BIX)])7 = (B|X/*)? < oo,

tj. existuje stfedni hodnota
EXi =

a rozptyl
DX, = EX} — (EX,)* — o}.

Definice 2.3.5.
Ndhodny proces {X;,t € T} nazgvdme stacionarni ve strednt hodnot€, pokud pro
vVt € T je stredni hodnota konstantni, tj.

o

Pokud EX; = 0, ndhodng proces nazyvame centrovangm.

Definice 2.3.6.
Uvazugme ndahodny proces { Xy, t € T'}, ktery md konecné druhé momenty. Pak funkci

V(s t) = C(X,, Xy) = BE(X, — EX,) (X, — EX))

nazveme autokovariancéni funkci.

Tato redlnd funkce dvou proménnych dava informaci o linearnim vztahu mezi jakoukoliv
dvojici ndhodnych veli¢in X, a X;.

Definice 2.3.7.
Ndhodny proces {X;,t € T} se nazjva kovarianéné stacionarnt, pokud pro Vit,s € T
platt

7(571%} = 7(07 |S - t|) )

coZ budeme také psdt ve formé

(s, t) = (s — 1)}

t5. autokovariancni funkce zdvisi na svych argumentech pouze prostrednictvim jejich rozdili.
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PozNAMKA 2.3.8.
Protoze

C(XS, Xt) — C(Xt, Xs)7

pak pro kovarian¢né stacionarni procesy plati

a vSechny ndhodné velic¢iny X; maji tentyz konecny rozptyl

Ze Schwarzovy nerovnosti dale plyne

(@)= \C(X07Xt)|v DXoDX; = |v(0)|

Definice 2.3.9.
Nahodny proces {X;,t € T} se nazyvd (slabé) staciondrni, je-li kovarianéné stacio-
narnt, tj.

v(s,t) =~(s—1t)|, pro Vt,seT

a navic stacionarni ve stredni hodnoté, tj.

pro VteT.

PozNAMKA 2.3.10.
Privlastek slabé se vétsinou vynechava. Lze snadno ukazat, ze je-li proces striktné stacionérni,
je také stacionarni. Opac¢na implikace vsak neplati.

Definice 2.3.11.
Necht nahodny proces {X;,t € T} je staciondrni. Oznacme

7(0) = o”
a zavedme funkci
1) _ )
o) =0 7(0)

Tuto funkci nazveme autokorelacni funkci staciondrniho nahodného procesu

Definice 2.3.12.
Rekneme, Ze ndhodny proces {e;,t € T} je bilym Sumem (White Noise), jestlize ¢; jsou
nekorelované nahodné veliciny s nulovou stredni hodnotou, tj.

Fe, =0 De, =0 Cle,e) =0 (s#1),

znacime

Er ~ WN(O,O'2).
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Pokud jsou navic mnejen nekolerované, ale 1 mnezavislé, znacime je symbolem
IID (independent identical defined), piseme

g, ~ 11D(0,0?).

Véta 2.3.13.
Ndhodné procesy e; ~ WN(0,0?%) ae; ~ I1D(0,0?) jsou staciondrnimi ndhodnymsi procesy.

DUKAZ. Ziejmy.

Definice 2.3.14.

Ndhodny proces {X;,t € T'} se nazgvd gaussovskym (normdlnim), jestlize pro kazZdé pri-
rozen€ n a libovolnd cisla t; € T, 7 = 1,...,n, je jeho n-rozmérnd distribucni funkce
Fo (1, ..o xy) distribucnt funkci n-rozmérného normdlniho rozdélent.

Véta 2.3.15.
Gausstiv nahodny proces {X;,t € T'} je staciondrni, pravé kdyz je striktné staciondrni.

DUKAzZ. Je trividlni a plyne z vlastnosti norméalniho rozdéleni.

Definice 2.3.16.
Rekneme, Ze ndhodnyj proces { X, t € T} spliuje linedrni regresni model, pokud pro
jeho stredni hodnotu plati

VteT: EX;= = Zﬁjfj(t)a
=0

kde fo, ..., fm jsou zndmé funkce definované na T, B = (Bo, ..., m) je neznamy vektor
regresnich koeficientu.
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2.3.1 Priklady

PRIKLAD 2.3.17.
Méjme nahodnou veli¢inu

U ~ N(0,1)

a oznacme

®(u) = P(U <u);u € R.

Prot € T C R zavedme
Xt:Ut

Vypocitejme distribuéni funkci Fi(z) = P(X; < ).

PU<?)=2(%) t>0;,x e R
0 t=0;2<0
1 t=0;2>0
PU>%2)=1-®(7) t<0;z€R

F(z)=P(X,<2)=PU-t<z)=

PRIKLAD 2.3.18.
Meéjme posloupnost nezavislych nahodnych veli¢in, pro néz plati:

b% N(1,1) je-lit liché
! Ex(1) jelitsudé

Proces je (slabé&) stacionarni, nebot
EX,=1, DX;,=1 a ~(s,t)=0 pro s#t

(jsou nezavislé). Tento proces vSak neni strikné stacionarni, nebot pro liché a sudé t je
distribuc¢ni funkce rozdilna.

PRIKLAD 2.3.19.
Necht stacionarni ndhodny proces {Y;,t € Z}. Definujme

Y Y; je-li t liché
Tl Y41 jelit sudé

I kdyz

Yx(t +h,t) = C(Xeyn, X)) = C(Yeyn, Vi) = vy (h),
tj. proces je kovarianéné staciondrni, pfesto neni (slabé) stacionarni, protoze stfedni hodnota
neni konstatni.

PRIKLAD 2.3.20.
Méjme nédhodny proces {X;,t € Z}, ktery je definovan takto

‘Xt = Acosft + Bsin 6t

9

kde A, B jsou nekorelované ndhodné veli¢iny, pro néz

EA=EB=0, DA=DB=1, 0¢ ().
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Zjistéme, zda je proces (slabé) stacionarni. ProtoZe ndhodné veli¢iny A a B jsou nekolerované,
pak
C(A,B)=F(A-B)=0.

Vypoctéme nejprve stiedni hodnotu procesu:

EX,|= E(Acosft + Bsinft) = cost - EA +sin6t - EB, =[0].

=0 =0

Autokovarianéni funkce:

YVt +h,t) | = C(Xign, Xi) = E( Xy - Xi)
= E{[Acosf(t+ h) + Bsinf(t + h)] - [Acos 0t + Bsin 0t]}
= E{A?cos(t + h) cos 0t + AB cos §(t + h) sin Ot
+ ABsin(t + h) cos 0t + B*sin (t + h) sin 0t}
- . 2 1 .
= cosO(t+ h)cosOt - EA*+cosO(t + h)sinft - EAB

=1 =0
: : : 2
+ sin0(t + h) cos 0t EAOB +sin6(t + h) sin Ot Ef

= cosO(t + h) cos 0t + sin O(t + h) sin Ot
= cos ft[cos Ot cos Oh — sin Ot sin Gh] + sin Ot[sin Ot cos Oh + cos Ot sin ]

= cos Oh[cos? Ot + sin t20t] = cos Oh = |y(h)

Tedy ~(t + h,t) nezavisi na ¢, proto proces je (slabé) stacionarni.

PRIKLAD 2.3.21 (NAHODNA PROCHAZKA).

Necht
XO =0 ;

kde &; jsou nezdvislé stejné rozdélené ndhodné veli¢iny &; ~ L(0,0?). Zjistéme, zda je proces
(slabé) stacionarni. Vypoctéme nejprve stfedni hodnotu procesu:

)£ (%) - L -

= X1+ e

tj. konstatni stfedni hodnota.
Autokovarianéni funkce:

t+h t t
Yt + h,t) | = C(Xen, X)) = BE(Xppn - Xy) = <Z @) (Z 51-) => Eef=|t-o?|
=1 =1

zévisi na t, tedy proces neni (slabé) stacionarni.




2.3. STOCHASTICKE PROCESY DRUHEHO RADU 11

PRIKLAD 2.3.22 (MA(1) PROCES).
Méjme

‘Xt:€t+05t—1 s kde EtNWN(()?O'EQ)

Zjistéme, zda je proces (slabé) stacionarni. Vypoc¢téme nejprve stifedni hodnotu procesu:
=FE(ey+0e1) = Fey +0 By = @
—~  ——
=0 =0
Autokovarianéni funkce
’}/(t + h, t) = ’}/(t + h, t) = C(Xt+h7 Xt) = E(Xt+h . Xt) = E(€t+h -+ 6€t+h,1)(€t + 081571)
=FEepi -+ 0Bep 1 & +0Eey e + 0By 641 =
o2(1+6% h=0
=< fo? h==+1 3 =|~(h)
0 jinak

Tedy MA(1) proces je (slabé&) stacionarni.
Autokorelaé¢ni funkce:

1 h=0
o) = s b=
0 jinak

PRIKLAD 2.3.23 (MARKOVOVUV SKOKOVY PROCES VZNIKU A ZANIKU).
Méjme ndhodny proces {X;,t € R}, pro ktery plati

P(X;=0) =
PX;=1)=x A>0,u>0
PXs = 2|Xe = y) = pry(t = 5) —00<s<t< oo,
pricemz
Poo(t) = 1 — poa(t) = 3 + 2oe O >0
pu(t) =1—pwo(t) = ﬁ + F“#e*()‘ﬂt)t £>0.

Konstanty A a p se interpretuji jako intenzity vzniku a zaniku. Rozhodnéme, zda je proces
stacionarni.

Vypocet stiedni hodnoty

A
EX, =) aP(X,=1)= "
x=0,1 A + K

a proces je tedy stacionarni ve stiedni hodnoté.

Vypocet autokovarian¢ni funkce: plati

7(87 t) = C(XsaXt) = E<X8Xt) - (EXS)(EXt)a

proto pro —oo < s <t < 00 nejprve pocitejme
E(X.X)=> Y ayP(X,=zX,=y)=1-1-P(X,=1,X,=1)
z=0,1 y=0,1

=P(X,=1)P(X,=1]X, =1) = 3 [4 X )\L} o~ O (t—5)

p11(t—s)
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tudiz

2 2
_ (A A~ Fp)(t-s A
v(s,t)|= (m) + (Aiu)Qe (bu)li=s) _ (m)

- ﬁe‘(””)(t‘s) =|y(t—s)|

Protoze pro kazdou kovarianc¢ni funkci plati

dostavame pro —oo <t < o0

’}/(t) — —()\ii;)Q 67(>‘+/J')|t|~

Proces je tedy kovarian¢éné stacionarni a celkové je slabé stacionarni.

Vypocet autokorela¢ni funkce:

_ O o
=50 '

Korelace mezi ndhodnymi veli¢inami tohoto procesu pro [t| — oo exponencialné klesa k nule.

Autocorelation function p(t)=exp{-A+p)|t|}; A=2.5; u=2.7

09
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Obrazek 2.1: Markovovuv skokovy proces vzniku a zaniku: autokorelacni funkce.
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2.3.2 Vlastnosti autokovaria¢ni funkce

Tiebaze v praktickych situacich mame co ¢init jen s redlnymi ndhodnymi veli¢inami, v teorii
byva vyhodné pracovat nékdy s komplexnimi ndhodnymi veli¢inami.
Komplexni veli¢inou rozumime veli¢inu

X=Y+iZ,

kde Y a Z jsou realné ndhodné velic¢iny.
Komplexnim nahodnym procesem nazveme systém komplexnich nahodnych veli¢in

{X;,teT}.

Mnoho dalsich uvah se bude tykat pravé komplexnich procest. Slovo ,komplexni“ se bude
vynechavat, kdyz bude ziejmé ze souvislosti.

Existuji-li stfedni hodnoty FY a EZ, definuje se stfedni hodnota komplexni nahodné
veliCiny X =Y 417

EX =FY +ibZ |

Budeme se nyni zabyvat zakladnimi vlastnostmi autokovarian¢éni funkce (s, t). Pfitom se
samoziejmé predpoklada, ze jde o proces s konecnymi druhymi momenty:.

Jelikoz autokovariancéni funkce procesu zustava stejna pii zméné stfedni hodnoty, budeme
také pro jednoduchost predpokladat, ze stfedni hodnota procesu je rovna nule, tj. Ze proces
je centrovan.

Nejprve uvedeme definici tzv. pozitivné semidefinitni funkce.

Definice 2.3.2/.

Necht f(s,t) je funkce dvou proménnych definovand na T x T. Rikdme, Ze f je pozi-
tivné semaidefinitni, plati-li pro jakéekoli pFirozené cislo n, pro libovolnd komplexni cisla
Cly...,Cn a libovolné body tq,...,t, € T vztah

DDt t)eer > 0| (2.1)

j=1 k=1

Funkce jedné proménné g(t), t € T se nazyjvd pozitivné semidefinitni, plati-li pro kazdné
prirozené n, libovolnd komplexni cisla cy, ..., ¢, a libovolné body ty,...,t, €T at;j—t, €T
pro j,k=1,...,n vztah

> gty —ti)eier > 0 (2.2)

j=1 k=1

Ze souvislosti bude vzdy patrno, zda jde o definici ve smyslu (2.1) nebo (2.2).

Véta 2.3.25.
Autokovariancni funkce y(s,t) je pozitivné semidefinitni.
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DUkAz. Necht {X;,t € T} je centrovany proces s autokovarian¢ni funkci «(s,t). Pak zfejmé
plati

n

Z Cthj Z Ekth] = Z Z Cj(_ikE(thth> = Z Z Cjék’)/(tj, tk)
j=1 j=k

=1 j=k =1 j=k

2
0<FE =F

i ¢ Xy,

j=1

Véta 2.3.26.
Autokovariancni funkce (s, t) je hermitovsky symetricka, tj. pro s,t € T plati

7(37 t) = V(t’ S)

DUKAZ. Plyne ze zékladnich vlastnosti integralu. Plati v(s,t) = E(X:X;) = E(XiX;) =
(ts). 0

Véta 2.3.27.
Je-li funkce ~y(s,t) pozitivné semidefinitni a hermitovsky symetrickd, ezistuje takovy nd-
hodny proces (dokonce normdalni), Ze v(s,t) je jeho autokovariancni funkci.

DUKAzZ. Viz Doob, J.L.: Stochastic processes. New York, Wiley 1953 - kap. 2, §3. O

Véta 2.3.28.
Pro autokovariancni funkci v(s,t) plati nerovnosti

s, 8) =0 a  |y(s, )] < V(s 8)V(t ).

DUKAZ. Prvni nerovnost plyne z definice autokovarian¢ni funkce a druhéd ze Schwarzovy ne-
rovnosti. O

Lemma 2.3.29.
Soucet dvou pozitivné semidefinitnich hermitovsky symetrickych funkci je opét funkce pozi-
tivne semidefinitni a hermitovsky symetrickd.

DUkAz. Necht fi(s,t) a fa(s,t) jsou pozitivné semidefinitni. Polozme

f(S,t) = fl(svt) + f2(57t)'

Pro libovolna komplexni ¢isla cq, ..., ¢, plati
n n n n n n
Z Z ciorf (b, te) = Z Z cicefi(ty, te) + Z Z ciCrfa(ty, tr)-
j=1 j=k Jj=1 j=k j=1 j=k

Kazdy z obou vyraz na pravé strané je nezaporny. Musi byt tudiz nezaporny i vyraz vlevo,
¢imz je zarucena pozitivni semidefinitnost funkce f.

Jsou-li f; a fy hermitovsky symetrické, je i funkce f hermitovsky symetrické; to je ihned
ziejmé. O
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Véta 2.3.30.
Soucet dvou autokovariacnich funkci je opét autokovariancni funkci.

DUKAz. Dtkaz plyne z lemmatu 2.3.29 a z vét 2.3.25, 2.3.26 a 2.3.27. a

Véta 2.3.31.
Redlnd cast autokovariancni funkce je téZ autokovariancni funkci. Imaginarni cast je auto-
kovariancni funkct jen tehdy, je-li rovna identicky nule.

DUKAzZ. Necht {Z;,t € T} je komplexni ndhodny proces s autokovariacni funkci 7(s,t). Bez
ujmy na obecnosti budeme predpokladat, Ze nahodny proces méa nulovou stfedni hodnotu.
Polozme

Zy = Xy +1Yy,

kde X; a Y; jsou realna nahodné veli¢iny. Z pfedpokladu FZ; = plyne
EX,=FY,=0.
Mame
V(s.t) = EZ,Z, = BE(X, +iY,)(X; — iYy)
= EX . X: + EYY, +i(EY; X, — EXY})

Redlna ¢ast v(s,t) je rovna
EX; X, + EYY,.

Je tedy rovna souctu autokovaria¢ni funkce procesu { X;, ¢ € T'} a autokovaria¢ni funkce procesu
{Y;,t € T'}. Podle véty 2.3.30 je autokovarian¢i funkei.
Imaginarni ¢ast (s, t) je rovna

LY. X, — EXY;.

V bodech s =t je rovna nule. Ma-li byt autokovaria¢ni funkci, musi spliiovat druhou nerovnost
z véty 2.3.28. To je mozné jen tehdy, je-li stale rovna nule. (Na druhé strané funkce identicky
rovné nule je autokovariacni funkei - nap¥. procesu, ktery je stale roven nule). a

2.3.3 Spojitost, derivace a integral procesu

Budeme nyni predpokladat, ze
T = (a,b) CR.

Tam, kde budeme pojednéavat o spojitosti a o derivaci procesu, pripustime i moznost
a = —00 nebo b= .

V celé této kapitole budeme predpokladat, Ze proces je centrovan. Tento predpoklad je dosti
podstatny, nebot jinak by rtizné nespojitosti apod. mohly byt zavinény malo hladkym pribéhem
stfedni hodnoty. Samoziejmé budeme predpokladat, Ze proces ma koneé¢né druhé momenty.
Vsechny uvahy se tykaji komplexnich procesu.
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SPOJITOST NAHODNEHO PROCESU

Pokud se zajimame o spojitost procesu {X;,t € T'} v bodé tg € T', budeme studovat chovani
nahodnych veli¢in X; pfi t — tg.
Jestlize X; konverguji v néjakém smyslu k X, , je mozno mluvit o spojitosti procesu X,

Vv

gence podle kvadratického stredu.

Definice 2.3.32.
Rekneme, Ze ndhodnyj proces {X;,t € T} je spojity podle stredu v bodé , jestlize
pri t — to konverguji X; k Xy, podle kvadratického stredu, tj. kdyz

B\ X, — X4,)? — 0 pro t — 1.

V tom pripadé piseme

Xto = l.im. Xt

t—to

(zkratka z anglického ”limit in the mean”).
Je-li proces {X;,t € T} spojity v kaZdém bodé mnoZiny , rikdme strucéné, Ze je
spojity.

PozNAMKA 2.3.33.
Z teorie pravdépodobnosti je znamo, ze konvergence podle kvadratického stfedu implikuje kon-
vergenci podle pravdépodobnosti.

Véta 2.3.34 (kritérium spojitosti procesu).
Proces {X;,t € T} je spojity pravé tehdy, kdyz je jeho autokovariancni funkce (s, t) spojitd
v bodech (s,t), pro néz s = t.

DUKAZ. Bez Gjmy na obecnosti mizeme piedpokladat, Ze proces je centrovany.
= Je-li proces {X;,t € T'} spojity, pak plati
7 (5,) = V(s0,t0)| = |[EXs X — EX, Xyo| =
= |\E(XS - XSO)(Xt - Xt0>1+\EXSO(Xt - Xto)J_'_\E(XS - Xso)Xto ‘

J/

R} @) @)

trojuhel.ner.

< |E(XS - Xso)(Xt - Xto)‘ + ‘EXSO(Xt - Xto)‘ + |E(XS - Xso)Xto‘

2

D=

Schwarz.ner.

-~

—0 —0 —0
pro s — 8p, t =ty

(vyuzili jsme vlastnosti spojitosti skalarniho sou¢inu). Funkce (s, t,) je tudiz spojita
vsude, a tedy také na diagondle s = t.

\E‘XS_XSO‘2E|X25_X150‘2J + \E‘Xso‘2E|Xt_Xto‘2j + \E‘XS_XSO|2E‘X150|ZJ

=
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< Predpokladejme nyni, Ze v(s,t,) je spojitd na diagondle s = ¢t. Mame
EIX, — X1t|2 = B(X, - Xt)(Xs - Xt)
=FEX, X, - FX, X, — EX; X, + EX; X,
= (s, 8) =(s,t) = (¢, s) + (4, 1)
Pti pevném t a pfi s — t z naseho predpokladu vyplyva
Vs, 8) = (6 t), (s, t) = (1), (ts) = (1),

takze
E|X,—X,]* =0,

tj. konverguje podle kvadratického stredu. O

DERIVACE NAHODNEHO PROCESU

Derivaci nahodného procesu budeme definovat obdobné, jako se definuje derivace funkce.

Definice 2.3.35.
Rekneme, Ze ndhodnyj proces {X;,t € T} md v bodé’ derivaci | X] |, jestlize plati

lLim Kigrn = Xig

Lm. - = Xj, pro to+hel.

Ma-li nahodny proces {X;,t € T} derivaci ve viech bodech t € T, Fikime strucné, Ze ma
derivaci.

Véty, které davaji nutnou a postacujici podminku pro existenci derivace ndhodného procesu,
lze najit v knize Andél, J.: Statisticka analyza casovych fad. Praha. SNTL 1976

INTEGRAL NAHODNEHO PROCESU

Definice 2.3.36.
Necht T = (a,b) je koneény nedegenerovany interval. Necht (T1,T2) C T, kde Ty < Ts.
Pomoci déleni D,, intervalu (T'1,T2) takového, Ze

Ti=to<t1 <---<t,="1T5,
utvorime soucet

n—1
In = Xo(ters — ).
k=0

Oznacme

A, = tooq —t
n ogﬂ?ﬁi&( k1 — tk)

normu delent D,,. JestliZe posloupnost I,, konverguje podle kvadratického stredu k nahodné
velicin€ I pron — oo pri kaZdé takové posloupnosti déleni D,,, Ze A,, — 0, ndhodnd veli¢ina
I se nazyvd Riemannuv integral procesu {X;,t € T} na intervalu (T'1,T2). Piseme

pak
T

T
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Véta 2.3.37 (kritérium exzistence integralu procesu).

Ma-li centrovanyy ndahodny proces
{Xy,t € T} s konecnymi druhymi momenty autokovariancni funkci ~y(s,t), pak Rie-
manniv integral fTTf X, dt existuje pravé tehdy, kdyzZ existuje Riemanniv integral

/ / ) ds d.

DUKAZ. Lze najit v knize Andél, J.: Statistickd analyza casovych fad. Praha. SNTL 1976. O
V praxi samoziejmé neni nutno pocitat fT f v(s,t) ds dt, abychom se presvédéili, Ze exis-

tuJe fT X; dt. Sta¢i napt. zjistit, Ze ~y(s,t) je spojitd, protoZe pak uz Riemannuv integral

f v(s,t) ds dt musi existovat vzhledem k omezenosti uzaviené mnoziny (7'1, 72) x (71, T2).
POZNAMKA 2 3.38.
Nékdy je tfeba uzivat integral procesu v jiném smyslu. Chapeme-li proces X (w,t) jako funkci
dvou proménnych, mizeme pro kazdé w € §2 definovat Lebesgueuv integral

T
X(w,t) dt.
T

Musime mit ovSsem zaruceno, ze tento integral viibec existuje. V definici ndhodného procesu
jsme totiz necinili zadné predpoklady o chovani funkci

X (wv ')7
tj. o chovani mnoziny funkci proménné ¢ pii pevném w, takze ani nemame zaruceno, ze tyto

funkce jsou viibec méfitelné. Pokud se stane, Ze pii kazdém w je X(w,-) spojitou funkci
promeénné t, pak je samoziejmé existence Lebesgueuva integralu zarucena.

2.3.4 Spektralni rozklad autokovarianc¢nich funkci stacionarnich pro-
cesu

V celém tomto odstavci budeme predpokladat, ze ndhodny proces {X;,t € T'} je stacionarni,
centrovany a druhého fadu (tj. s koneénymi druhymi momenty).

Vyznamnou vlastnosti stacionarnich nahodnych procesi je vlastnost, ze jeho autokovariac¢ni
funkci lze vyjadrit jako (nespocetny) soucet harmonickych funkci s riznymi frekvencemi a
amplitudami.

Véta 2.3.39 (Herglotzova véta).
Je-li {X;,t € Z} staciondrni posloupnost, pak se jeji autokovariancni funkce v(t) dd vyjadrit
ve tvary

y(t) = / ’ e dF(N),

—T

kde F()\) je takovd neklesajict, zprava spojitd funkce, Ze

Pritom F()\) je jedind.
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DUKAZ. Protoze 7(t) je pozitivné semidefinitni, plati pro kazdé pfirozené n, libovolna kom-

plexni cisla
cl,...,c, €C

a libovolné body
tl,...,tnET a tj—tkET j,kzl,...,n

vztah N
Z Z ’y(tj — tk)CjEk Z 0.
j=1 k=1
Polozme
t] = ja
cj:e_’)‘j, kde -7 <A<
Definujme
1 —~ —iN(—F)
fu(A) = %ZZW(J ke VT,
j=1 k=1
Vzhledem k (2.3) plati
fa(A) >0 pro —7m< A<
Po substituci
j—k=s
dostédvame vyjadreni
n—1
1 —iAs
fa(A) = py— S_ZnH(W — |s[) v(s)e

a celkové

Uvédomime-li si, ze plati

T 2 k=
/ ekt gy = {77 0
. 0 keZk+£0,

coz lze ovérit tieba i rozkladem

e*® = cos kx + isin kz,

pocitejme
T T 1 n—1 |S|
it _ it —iXs
/_ﬂe fn()\)d)\—/_ne o Z < —;) v(s)e™ dA
s=—n+1
n—1 s It
1 5] . (t) (1 - —) It] < n,
=— 1-= A=) gy = "
w2 (1-5) e [ o
s=—n+1
=27 pro t=s; =0 jinak
Oznacme

Fa(\) = /_ 1 fulx) da.

(2.3)

(2.4)

(2.5)

It| > n.

(2.6)
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Protoze f,(z) je nezédpornd, je F,(\) neklesajici funkce. Je jasné, ze

F.(—m)=0.
Déle s vyuzitim vztahu (2.5) pocitejme
s ™1 n—1 ‘8‘
F — — i 1 - 2! —iAs
n() /_ Fa(X) dA /_W o S;ﬂ ( - ) Y(s)e ™ dA
LS () [eva -[@
27 n L '
s=—n+1 . ,

=2 pro s=0; =0 jinak

Polozme

F,(A\) =0 pro A\ < —m,

F,(A) =~(0) pro A >m.
Podle 1. Hellyho véty lze z posloupnosti funkci { F,,(\)} vybrat podposloupnost { F,,, (A)}, ktera
konverguje k néjaké neklesajici zprava spojité funkci F'(\) ve vSech bodech spojitosti této limitni
funkce (jde o tzv. konvergenci v podstaté). Pro F/(\) musi zfejmé platit

F(—m—0)=0 a  F(r+0)=7(0);
ovsem vzhledem ke spojitosti zprava musi dokonce platit

F(r) = 4(0).

Podle 2. Hellyho véty (vzhledem k ohranicenosti funkce e**) plati pro kazdé celé t

Jim i e dF,, (\) = /_ e dE(N).

Dale plati

y(t)|= lLim ~(t) (1— M) = lim Wei”fnk()\) d\

N —00 N ng—oo J_
= lim e dF,, (\) = / eAE(N) | O
N — 00 — —r
Ma-li funkce F'(\) skok v bodé
A=,

pozménime ji tak, ze velikost tohoto skoku dame odtud do bodu
A= —T.

Tim se hodnota integralu nezméni a docilili jsme vsak toho, ze
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Véta 2.3.40 (Bochnerova véta).
Je-li { X, t € R} staciondrni proces spojity podle stiedu, pak se jeho autokovariancni funkce
v(t) dd vyjddrit ve tvaru

() = / ¢ AF(N),
kde F()\) je takovd neklesajict, zprava spojitd funkce, Ze

F(—=00) =0 a  F(oco)=~(0).

Pritom F(\) je jedind.

DUKAZ. Opét vyjdeme z pozitivné semidefinitni funkce 7(t), tj. pro kazdé pfirozené n, libovolna
komplexni ¢isla
cl,...,c, €C

a libovolné body
tl,...,tnET a tj—tkET j,k:zl,...,n

plati vztah

Z ZW(%‘ — tg)c;C, = 0. (2.7)

j=1 k=1
Dosadime-li do (2.7)
t; = jﬁ kde N €N
c]—e’i’\j, kde —7n<A<n7m
dostaneme, ze funkce
ZZ’V J — R\ —ing-w L nzl (n—|s]) (i) oiAs
" 2 2mn it N
2T it n N

je pro kazdé \ € (—m, m) nezaporna. Proto kazda funkce

V) = /1f§<x>dx

FEN(—m) =0.

n

je neklesajici a ziejmeé

S vyuzitim vztahu (2.5) plati

N~ N _Wln ( ) _4,\3
FN(r)| = /f ) d\ = 3 +11 )e d\

—n

n—1
1 8 —iAs o
-5 n+1( ) 7 N) / ey =[~(0)]

=27 pro s=0; =0 Jmak
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Podle 1. Hellyho véty lze z posloupnosti funkei Fi¥(X), F3'()), . .. vybrat podposloupnost { F,¥ (A)},
kterd konverguje k néjaké neklesajici zprava spojité funkci £’V (), pro kterou plati

FN(—r—=0)=0 a  FN(x+4+0)=F"(r)=~(0).

n(t) = / J:; AN (%) : (2.8)

Polozme

7 2. Hellyho véty plyne, Ze pro kazdé celé k plati

k o ik o A " ke N
wily)= NeN dF N, = et dFY () (2.9)

" k k k
s oo (3) ]+ (2)

- J
Ke kazdému t € R a kazdému pfirozenému N existuje celé k (zavislé na ¢t a N) tak, Ze plati

k

1
<t < 2.10
0<t—% < (2.10)
Pti této volbé plati
N —t pro N — oo.
Ze spojitosti procesu {X;,t € T} plyne spojistost funkce 7(t). Proto s pfihlédnutim k (2.9)
mame
(t) =l LA li L (2.11)
" - NLI»noo,y N a NLI»noo N N ’ ’
Ze ziejmé rovnosti
0= (55 ) + |w® - (5
IN{l) =IN N TN TN N
plyne vzhledem k (2.10)
lim () = v () + L [y(t) — 7 (= (2.12)
leéo IN(L) =7 ngl)o TN TN N .

Dosadime-li z (2.8) a z prvni ¢asti (2.9), mame

W (t) = (%) = /_]]sz ¢in [ei(t*%)A - 1} dFy (%)

Necht

Z (2.10) plyne
0< NO<1.

Ze Schwarzovy nerovnosti plyne

EN 2 Naoo 2 A\ N 2 A
B L < zf)\’ N[ A it—En ’ N[ A
’YN(t) w <N> - \/Nﬂ' " dF (N) /NTK’ ‘ " ! dF N

N J/
-~

=FN(m)=7(0)
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Prvni integral na pravé strané je roven 7(0). Protoze

‘em _ 1‘2 _ (620)\ _ 1) (e—iGA _ 1) =2 —2cosf\,

IN(E) =N <%)

mame

2 < 27(0) /Nﬂ (1 —cosON) dF™ (%)

N

= 2v(0) /7r (1 — cos NOx) dF™ (z).

—Tr

7 nerovnosti
cos ba > cos pro —m<a<lm 0<b<],

plyne
1—cos NOx <1—cosz,

In(E) — N (%)

takze

2 < 2v(0) /ﬂ (1 — cos NOx) dF™ (z)

—Tr

— 29(0) [7(0) _ redlnd Gast (%)] |

Vzhledem ke spojitosti y(t) a k tomu, ze (0) je nezaporné (a tudiz reélné) ¢islo, je
k
i) = ()| =0

(1) = lim yn(t).

lim
N—oo

Podle (2.12) tedy plati

Polozme
0 pro A< —Nm
Fy(\) =< FV (%) pro —N7 < X< Nn
v(0) pro A > N.
Je-li
7(0) =0,
je tvrzeni véty ziejmé (staci vzit F'(\) = 0).
Necht tedy
v(0) > 0.
Pak miizeme bez ijmy na obecnosti predpokladat
7(0) =1,
nebot jinak bychom misto +(¢) mohli vySetfovat
(1)
7(0)

Vztah (2.8) mizeme napsat jako

23

(2.13)
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Jelikoz Fx(\) méa v8echny vlastnosti distribu¢ni funkce, je {yn(t)} posloupnost charakteristic-
kych funkei, ktera ve vSech bodech ¢ podle (2.13) konverguje ke spojité funkci v(t). Podle zndmé
véty o vztahu mezi charakteristickymi a distribu¢nimi funkcemi je 7(t) také charakteristicka
funkce, kterd odpovida néjaké distribucni funkci F'(\) takové, ze Fry — F v podstaté. Tudiz

(1) = / TR,

—00

coz je vztah, ktery bylo tieba dokazat. Jelikoz F' je distribu¢ni funkce, plati

Vzorci

resp.

(1) = / T e dE()

—00

se 1ika spektralni rozklad kovarianéni funkce. Funkce F'()\) se nazyva spektralni distri-
bué¢ni funkce.

Je-li F'(\) absolutné spojitéd, pak existuje takova funkce f(\), Ze pro ndhodné stacionarni
posloupnosti, resp. pro stacionarni ndhodné procesy plati

F()\):/_ f(z)dz resp. F(/\):/_ f(z)dz. (2.14)

Jelikoz F'(A) je neklesajici, je f(\) skoro vSude nezaporné. Je-li tfeba, pozménime ji na mnoziné
miry nula tak, aby byla vSude nezdporna. Tim se integral (2.14) nezméni. Funkce f(\) se nazyva
spektralni hustota. Existuje-li spektralni hustota, pak muZzeme psat

y(t) = /ﬂ e F(N)dA (2.15)

—T

resp.

v(t) = /OO e F(N)dN | (2.16)

[e.e]

Vsimnéme si jesté, zda a jak se da na zakladé néjaké jednoduché vlastnosti kovariancni
funkce (t) poznat, zda viibec spektralni hustota existuje.

Véta 2.3.41.
K existenci spektralni hustoty staciondarni nahodné posloupnosti staci, aby pro jeji kovari-
ancni funkci platilo

> ] <

K existenci spektrdlni hustoty spojitého staciondarni nahodného procesu staci, aby pro jeji
kovariancni funkci platilo

/00 |v(t)|dt < 0.

[e o]
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DUKAz. Viz Gichman, I.I., Skorochod, A.V.: Teorija sluc¢ajnych processov. Moskva. Nauka
1971. O
V nésledujicich dvou vétach je zodpovézena otazka, jak vypocitat spektralni hustotu z ko-

varian¢ni funkce.

Véta 2.3.42.

Ezistuje-li spektralni hustota f(\) staciondrni posloupnosti a ma-li variaci konecnou
na (—m, ), pak plati

e e}

) =5 D e ) (217)

ve vSech bodech spojitosti funkce f(X), coZ je skoro vsude vzhledem k Lebesqueové mife.

DUKAZ. Ze vzorce (2.15) vidime, Ze aZ na normujici konstantu - jsou 7(¢) Fourierovy ko-
eficienty funkce f(\) vzhledem k ortogonalnimu systému funkei {e~#*}. Zbytek tvrzeni plyne
z faktu, ze funkce s konecnou variaci ma nejvyse spocetné bodi nespojitosti. a

Véta 2.3.43.

Ezistuje-li spektrdlni hustota f(\) spojitého staciondrniho procesu a je-li autokovariancni
funkce absolutné integrovatelnd, tj.

/ﬂ«Mﬁ<m,

pak o
fo) = %/_ e My (t) dt. (2.18)

DUKAZ. Ze vzorce (2.16) vidime, Ze aZ na normujici konstantu - jsou je mezi y(t) a f())

stejny vztah jako mezi charakteristickou funkci a hustotou rozdéleni. Proto lze pfimo prevzit
vzorec pro vypocet hustoty z charakteristické funkce. O

Véta 2.3.44.
Spektrdlni hustota f(\) redlného spojitého staciondrniho procesu nebo redlné staciondrni

posloupnosti je sudd funkce v tom smyslu, Ze pro ni plati
fFQ) = f(=X) (2.19)

skoro vsude vzhledem k Lebesqueove mire.

DUkAz. Necht {X;,t € T} je spojity staciondrni proces. JelikoZ je realny, plati pro kazdé t € T
ze y(t) = v(—t). Proto vzhledem k (2.16)

10 = [ e soir= [ e = (-

[e.e] —00
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Substituci se snadno zjisti, ze prava strana je rovna

/OO e f(=N)dA

— 00
takze

/_OO e F(N)dN = /OO e F(=N)dA. (2.20)

(e 9] —00

Je-li f(\) = 0 skoro vSude, je tvrzeni véty ziejmé. Predpokladejme tedy, Ze
/ FNd = C > 0.

Bez jmy na obecnosti mizeme polozit C' = 1 (jinak staci misto f(\) uvazovat %)‘)) Pak vzo-
rec (2.20) ukazuje, Ze charakteristické funkce piislusejici hustotam f(A) a f(—\) jsou totozné.
Vzhledem k vzajemné jednoznacnému vztahu mezi rozdélenim pravdépodobnosti a charakte-
ristickou funkci odtud vyplyva tvrzeni véty.

Pro stacionarni posloupnosti je diikaz obdobny. O
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2.3.5 Priklady

Méjme nédhodny proces | Y; = r cos(twg + 0) |, kde

r € R...amplituda, wo € [0,7].. .frekvence

1
~ — 27r S [_Tr’ W]

0 ~ Ry(—m,m) ... ndhodnd faze s hustotou fp(z { 0 jinak
Neni tézké ukazat, ze EY; = 0 a autokovarianéni funkce v(h) = C(Y;, Yiipn) = —r2 cos hwy,
tedy rozptyl je roven D(Y;) = =
Ekvivalentné lze psat ‘Y} U cos twy + V sin twy, kde

U=1rcosf V =—rsinf nahodné amplitudy s vlastnostmi

EU=FEV =0, C(UV)=0,
DU =DV = 1r? = o2
Zobecnime-li tento proces pro néjaké piirozené ¢islo k

Y, = Zle rjcos(tw; +60;) = Zle U, costw; 4+ V;sintw;, | kde

Uj=rjcosl; V;=—r;sinb; ndhodné amplitudy s vlastnostmi

EU; = EV; =0, C(U;,V;) =0,
DU; = DV, = 42 = g2,

2" J
pak dostaneme LY, =0,
v(h) = C’(Y;, Yipn) = S0 12 cos hw,

kj 127
1,2 2
DY, =Y 57 =¥ 07

Se zobecnénim muzeme jit jesté déle a definovat (konverguji-li ptislusné nekonecéné rady)
Yi =) 2 rjcos(tw; +0;) = > 77 Uj costw; + Vjsintw;

a bude platit EY, =0,
v(h) = C(Ys, Yin) = >.°0 | 2r? cos hwj,

j=12"7

DY, =337, 575 = 255,05

Example: Ytzlcos(m/6+el) + 5005(nt/3+62) + 3cos(nt/2+63) 6j ~ RS(—T[,T[) =1,2,3

10 T T T T T T 14 T T T 14

2
0.=12.5
8 2o
12 12
6
10 10
4
2 8 8
AUMAMN 6
s 02=4.5
4 4
-4
2 2 02=125
-6 2_
01—,0.5 0’=45
0 =
-15 -10 -5 0 5 10 15 0.5236 1.0472 1.5708 0.5236 1.0472 1.5708
y(O=cov(Y_Y_ ) p(w)=c? j=1,2,3 (=000, j=1,2,3

Obrazek 2.2: Harmonicky proces: autokovariancni funkce a diskrétni spektrum definované
vztahem p(w;) = F(w;)—F(w;j—1) = 07, j = 1,2,... vyjadiené pomoci ¢arkového a sloupcového
grafu.

Na zavér tohoto odstavce ukdzeme graf s nékolika piiklady autokovarianc¢nich funkci a jim
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odpovidajicich spektralnich hustot.

Autocovariance and spectral density

White noise ¢ ~ WN(0,09) t=0,£1,42,... White noise € ~ WN(0,0%) t=0,+1,2,...
12 0.2
2 0.18
o=l
1 ° o6 0%/(2m)=0.15915
0.14
0.8
0.12
0.6 0.1
0.08
0.4
0.06
0.04
0.2
0.02
0 0
-0.5 ] 05 -6 -4 -2 0 2 4 6
y(t)=C(Yt,YM) spectral density f(w):ozl(Zr[)I[—nnj
25 0.7
0.6
2
0.5
15
0.4
0.3
1
0.2
0.5
0.1
0 0 . . N
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 -15 -10 -5 0 5 10 15
V(I)ZC(Y"YN) spectral density f(w):2(l—coswto)/(r|10w2)
2 15
15
1
1
05
0 an
-05
05
-1
-15
-2 0
-6 -4 -2 0 2 4 6 2 3 4 5 6 7
y(t):C(YT,YM):(smwzt—smmlt)./[t(wz—wl)] spectral density f(w):l[wl,mz] 0,=T w2:21'[

Obrazek 2.3: Piiklady autokovarianc¢ni funkce a spektralni hustoty.

28
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2.3.6 Hilbertovy prostory spjaté s procesy druhého radu
Pfipomenme si z funkcionalni analyzy nésledujici pojmy a vlastnosti:

UNITARNI PROSTORY. Komplexni linedrni prostor H se nazjva unitarni, jestlize pro kazdé
dva prvky x a y z H existuje komplexni ¢islo (x, y), nazgvané skalarni ¢i vnit¥ni souéin,
tak ze pro kazdé x,y, 2 € H a a € C plati

r,2)=0 & x=0.
NORMA. V unitarnim prostoru H definujeme normu vztahem ||z| = \/(x,z).

CAUCHY-SCHWARZOVA NEROVNOST. V unitdrnim prostoru plati
()l <yl a  Kel=lallyl & =%y

ORTOGONALITA. Rekneme, 7e = a y z unitarniho prostoru H jsou ortogonalni, pokud
plati (x,y) = 0 a znacime x_Ly.

ORTOGONALNI A ORTONORMALNI MNOZINY. Rekneme, 7e mnozina M C H
je ortogonalni, jestlize pro kazdé ruzné prvky z,y € M plati z_Ly. Jestlize navic pro
Vo € M plati ||z|| = 1, pak mnozina M se nazyva ortonormalni.
Poznédmka: Je-li M ortogonalni mnozina, pak mnozina {ﬁ :x € M} je ortonormdlni.

VLASTNOSTI NORMY. Méjme unitarni prostor H s normou definovanou vztahem
|z|| = v/{(z, x). Pak pro kazdé x,y € ‘H a pro kazdé a € C plati

a) [lz+yll* = ll«l* + lyl* + (z,9) + {y, z);

(
(b

)z +yll < =] + |yl (tzv. trojuhelnikovd nerovnost);
(©) [laz]l = fell=[;
(d) [lzll = 0;

)

(e

) llz+yll*+ ||z — ylI* = 2||z]|* + 2||y||? (tzv. rovnobéznikova rovnost);

[zl =0 < 2 =0;

KONVERGENCE PODLE NORMY. Rekneme 7e posloupnost prvkt {z,} z unitarniho
prostoru ‘H konverguje podle normy k = € H, jestlize ||z,—z| — 0 pro n — oo.

SPOJITOST SKALARNIHO SOUCINU. Jestlize {z,} a {y,} jsou prvky z unitarniho

prostoru ‘H takové, Ze ||z, — z|| — 0 a ||y, — y|| — 0 pro n — oo, pak plati
(@) [[zn]l = 2 a
(b) <$nayn> — <x,y) pro n — oo.

CAUCHYOVSKA POSLOUPNOST. Rekneme, 7e posloupnost prvki {z,} z unitarniho
prostoru H je cauchyovska, pokud |z, — z,|| =0 pro n,m — occ.
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HILBERTOVY PROSTORY. Hilbertuv prostor je uplny unitarni prostor, tj. takovy,
ve kterém kazda cauchyovska posloupnost {z,,} konverguje podle normy k néjakému prvku

reH, tj. |rn—2an| ——0 = FxeH: ||z,—z[—0.
n,m—oo n—o0

UZAVRENY PODPROSTOR. Rekneme, Ze linearni podprostor Hilbertova prostoru
'H je uzavirenym podprostorem H, jestlize M obsahuje vSechny limitni body, tj. jestlize
plati, ze ||z, — z|| — 0, pak x € M.

ORTOGONALNI KOMPLEMENT. Ortogonélni komplement mnoZiny M je mnoZina
vSech prvktd H, které jsou ortogonalni ke kazdému prvku z M.
Tedy |M*={yeH:{(x,y)=0,tj. 2Ly, 2 € M}|

PROJEKCNI VETA. Jestlize M je uzavieny podprostor Hilbertova prostoru
a v € H, pak

(a) existuje jediny prvek & € M, takovy, ze |z —2Z| = in}\c,, |z — y|
ye

b)) zeM a |z—i|= ig/&llx—yH@@EMa(x—i)eMl.
Yy

Prvek & se nazyva ortogonalni projekci prvku = z H do M a znacime |& = Py(z)|a

zobrazeni ‘ Py:H—-M ‘ se nazyvé projekci H do M.

VLASTNOSTI PROJEKCE. Necht H je Hilberttiv prostor a Py, je projekci H do M. Pak
pro kazdé z,y, x, € H a pro kazdé a, 5 € C plati

(a) Kazdy prvek 2 € H ma jedinou reprezentaci jako soucet prvku z M a prvku z M+,
tj. x = Pym(x)+ (I — Ppm)(z), kde I znadi identické zobrazeni

(b) Pulax + By) = aPu(z) + BPum(y)

(© l2ll? = 1Ps@)IP? + (T = Pag)(@)?

@ floa =2l —0 = Pu(s,) — Pula)

(e) reM & Py(r) =2

(f) x € M+ & Py(z) =0

(g) jestlize M; a My jsou dva podprostory H takové, ze M; C M, pak
Pty (Prmy (%)) = Py (2)

UZAVER. Nechf M je podprostor Hilbertova prostoru H. Uzavérem M (také budeme zna-
¢it sp(M), anglicky ,,closed span*) mnoziny M nazveme nejmensi uzavienou mnozinu
obsahujici M.

Poznédmka: Plati M = sp(M) = {z € H : ||z, — ]| —— O, € L(M)}, kde L(M) je

mnozina vsech linearnich kombinaci prvki mnoziny H, tzv. linearni obal mnoZiny H.
PROJEKCE NA KONECNE ORTONORMALNI MNOZINE. Jestlize {e},...,e,} je

ortonormalni podmnozina Hilbertova prostoru H a M = sp{ey, ..., e,}, pak pro kazdé
x € 'H plati

(a) Pum(z) =22 (x eies
(b) [[Pam(@)II* = 325 [z, e3)?
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() lle =iy, enel* < o = L, awes]|* proVon,...,an €C
(@) [l =iyl enel = o = XL aeil® & = (z,es)  i=1,....n

(e) Yoy [z en)? < |l (tzv. Besselova nerovnost)

Pozndmka: koeficienty |o; = (z,¢€;) | se nazyvaji Fourierovy koeficienty vzhledem

k mnoziné {ey,...,e,}.

SEPARABILITA. Hilbertiv prostor H nazveme separabilnim, pravé kdyz
H =3p{e, t € T}, kde T je spocetnd indexovd mnozina.

ORTONORMALNI REPREZENTACE V SEPARABILNIM HILBERTOVE PROSTORU.
Necht ‘H = sp{ey, es, ...} je separabilni Hilberttv prostor, kde {e;}°; je ortonormalni
mnozina. Pak pro kazdé z,y € H plati

(a) Mnozina vSech konecnych linedrnich kombinaci {ej,...,e,} je husta, tj.
proVreH aVe>03k e NaVay,...,a, €C, ze plati ||z — D" | aue|| <e

(b) z=> " (x,e;)e;, proVe e H, tj. |z—>1" (z,e)el ——0

() llzlI* = >22, w, e |? (tzv. Parsevalova identita)

(d) (z,y) = 222y (z, ei){es y)

(e) 2=0 < (x,¢;)=0 1=1,2,...

Zavedme nésledujici prostory nahodnych veli¢in:

e Oznacme | L*(Q, A, P)|, resp. | LE(9, A, P)| mnozinu viech realnych, resp. komplex-

nich ndhodnych veli¢in definovanych nad tymz pravdépodobnostnim prostorem (£2, A, P),
které maji konené druhé momenty, tj. plati EX? < oo, resp. E|X|* < oo.

Do tohoto prostoru zahrnujeme také vsechny konstanty z R, resp. z C, které povazujeme
za nahodné veli¢iny s nulovym rozptylem.

V tomto prostoru vytvorime t¥idy ekvivalentnich nahodnych veli¢in takto: fekneme,
ze dvé nahodné veli¢iny jsou ekvivalentni, pokud se lisi jen na mnoziné miry nula. Ziejmé
X a Y jsou ekvivalentni pravé tehdy, plati-li

E|IX-Y|*=0

V takto definovaném prostoru t¥id ekvivalentnich nahodnych veli¢in definujeme pro kazdé
XY € L2(Q, A, P), resp. X,Y € L4(Q, A, P), skalarni souéin predpisem

(X,Y) =E(XY) resp. (X)Y)=E(XY)

a odpovidajici normu

1X|| = V(X,X) = VEX? resp. | X = V(X,X)=/E(XX)=+E|X|2

Ptechod ke tfidam je nutny proto, abychom zarucili platnost pozadavku

(x,xz) =0 < z=0.
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Véta 2.3.45.
Prostory L*(Q, A, P) a LZ(Q2, A, P) jsou Hilbertovy prostory.

DUKAzZ. Viz Brockwell, P.J. a Davis, R.A.: Theory and methods, 2-nd ed., Springer-Verlag,
New York, 1991, §2.10. O

Jiz dfive jsme definovali pojem spojitosti podle stfedu v bodé takto
E|X,— X4, =0 pro t — 1.

coz jsme znagcili

Xto = l.im. Xt

t—to

(zkratka z anglického ”limit in the mean”) a je-li proces {X;,t € T'} spojity v kazdém bodé
mnoziny , fikali jsme strucéné, Ze je spojity.
Tutéz spojitost mizeme definovat i pomoci vyse uvedené normy takto
1X: — XplI> = E|X: — X3|* =0 pro  t—tg

a pro kazdy uzavieny podprostor M C LZ(Q, A, P) diky projekéni vété mizeme definovat
nejlepsi stiedni kvadratickou predikci prvku Y € L4(€, A, P) pomoci M.

Definice 2.3.46.

Jestlize M je wuzavreny podprostor H, kde H = L3(Q, A, P), resp.
H = L&(Q, A, P), pak nejlepsi stredni kvadratickd predikce Y € H v M je
prvek Y € M takovy, Ze

—A 2:' —_ 2:' —_ 2 ) =
IY =Y|" = if Y —Z|"= inf E[Y - Z| ti. Y =PuY).

Nyni definujme

Definice 2.3.47.

Jestlize M je wuzavreny podprostor H, kde H = L*(Q, A, P), resp.
H = L4(Q,A,P), a X € H, pak definujme podminénou stredni hodnotu pri dané
M predpisem

Déle definujme

Definice 2.3.48.
Necht X, Zy,...,Z, € H, kde H = L*(Q, A, P), resp. H = L(Q, A, P). Pak podminénd
strednt hodnota X pri daném nahodném vektoruZ = (Zy,...,7,)" je dina vztahem

E(X|Z) = Em@zX = E(X|Y € M(Z)),

kde M(Z) je uzavieny podprostor vsech nahodnyjch velicin ¢(Z) z 'H, které jsou borelovskou
funkci nahodného vektoru Z, tj. ¢ : R* — C, resp. ¢ : C* — R.
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Vypocet podminénych stfednich hodnot byva vsak velmi obtizny. Z téchto divodi se ome-
zujeme vétsinou na jednodussi podprostor, a to

M :@{1,Z1,...,Zn} = {1,Z17...,Zn}.
Pripomenme vlastnost predikce & € M prvku x € H. Plati
i=Pylr)eMesiecMA (v—3)e M*

tj. pro kazdé y € M plati
(x —2,y) = (z,y) — (,y) =0

a odtud dostaneme tzv. projekéni rovnice

(,9)|= (z,y).

Dale jiz uvazujme Hilbertiv prostor

H = L*(Q, A, P)

a jeho podprostor

M:@{LZL...,ZTL}:{17Z1,...,Zn},

kde Z1,...,Z, € L*(, A, P).
Pak projekce je dana vztahem

N

X =PuX)=EuX = argyiga |X -Y|?= argyig/fvl E(X -Y)?

a projekcéni rovnice jsou tvaru

E(Y -EuX)=E(Y -X)|

Pro kazdy prvek z M (tedy i pro 1, Z4, ..., Z,) plati tyto rovnice, tj. pro Y = 1 mame
E(1-EpmX)=E(1-X)

E(1-) aiZ)=EX
=0

i=0
aproY =Z;,5=1,...,n dostaneme

E(Z;- EmX) = BE(Z; - X)

Celkem dostavame systém n + 1 rovnic.
Definujme proto nyni nejlepsi linearni predikci pomoci obecnéjsich systémt nahodnych ve-
li¢in druhého fadu {Z;,t € T'}.
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Definice 2.3.49.
Necht X € H a pro kazdét € T také Z; € H, kde T je indexovd mnoZina, H = L*(Q, A, P),
resp. H = L4(Q, A, P).

Pak nejlepsi linearni predikci nahodné veliciny X pomoci {Z;,t € T} rozumime

P?p{Zt,tGT} (X) .

Vidime, ze pfi hledani nejlepsi linearni predikce vystacime se znalosti kovariancéni funkce a
neni tfeba znat ani momenty vyssich radu.

PREDIKCE U NORMALNE ROZDELENYCH NAHODNYCH VELICIN.

Je-li sdruzené rozdéleni nahodnych veli¢in X, 71, ..., Z, normalni, tj.

(X, Zh .. -;Zn>/ ~ NnJrl(l,l,, 2) s

kde
Hx
Mz,
p=| 1z | = (MX)
. Hz
Kz,
a
ﬁ | oxz, o - OXZn
oxz, | 0%1 0212y ' OZ1Zn 9 ,
= | oxz ‘ 07,2 0-%2 e Ogy7 _ ( Ox ZXZ)
. ‘ . . . . Yxz Xzz
O-XZn | O'%n

Pak rozdéleni ndhodné veliciny X pii daném Z ma opét normalni rozdéleni

X|Z ~ N (ux1z,0%2)

kde
fixz = pix + Xz Y72(Z — pg)

2 2 I oy—1
Oxjz = 0x + Yz Yizz27X

Odtud vidime, zZe podminéna stiedni hodnota je linearni funkci ndhodného vektoru

Z=(Z1,.... 7).

To znamena, Ze v tomto pripadé je nejlepsi linearni predikce totoZna s optimalni pre-
dikci (ve smyslu miniméalni stfedni kvadratické odchylky) zaloZzenou na podminénych stfednich
hodnotach.
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2.4 Odhady stiednich hodnot a autokovarianci

Stochasticky proces je matematickym modelem redlného déje ndhodného charakteru, ktery
probihd nepfretrzité v case. Muzeme jej vSsak pozorovat jen v konecnych casovych intervalech
a na zakladé téchto pozorovani urc¢it odhady hodnot charakteristik tohoto procesu - stfedni
hodnoty, rozptylu, kovarian¢ni funkce, atd.

Jestlize mame k dispozici dostateény pocet pozorovani realizaci ndhodného procesu, miizeme
1. Ptiblizné urcit charakteristiky kazdé realizace ndhodného procesu.
2. Ptiblizné celkové charakteristiky lze ziskat zprimérovanim predchozich.

Tato metoda zpracovani je vsak pomérné slozitd a vznikd otazka, ¢i by nebylo mozné pro
stacionarni ndhodny proces zaménit tento slozity pristup za mnohem jednodussi, ktery se
zaklada na predpokladu, ze stfedni hodnota nezavisi na c¢ase a korelacni funkce na zacatku
vypoctu. Kromé toho vznika otazka, zda pii zpracovani pozorovani stacionarniho ndhodného
procesu je tfeba disponovat nékolika jejich realizacemi. Protoze nahodny proces je stacionarni
a homogenni v Case, je prirozené predpokladat, ze jedna jedina realizace s dostatecnou délkou
je postacujicim materidlem na ziskani charakteristik nadhodného procesu. Pii podrobnéjSim
zkouméani této otazky se ukazalo, Ze existuje takovato moznost, ale ne pro vSechny stacionarni
nahodné procesy.

Tedy jestlize jedina realizace nahodného procesu pozorovana v dostatecné dlouhém case
muze byt povazovana za urcitého reprezentanta vSech moznych realizaci, fikame, ze takovéto
stacionarni stochastické procesy maji ergodickou vlastnost.

Jestlize urcity nahodny proces nema tuto vlastnost ergodi¢nosti, i kdyz je stacionarni, potom
jeho rizné realizace, které se vyskytuji s urc¢itymi pravdépodobnostmi, maji rizny charakter
pribéhii. V tomto duchu, jako by slo o realizace rtiznych jednodussich stacionarnich procest,
které maji svoje individualni charakteristiky.

V nékterych pripadech na neergodic¢nost stacionarniho procesu muze piisobit uz jen vyskyt
jediného nédhodného s¢itance (tj. ndhodné proménné nezavislé na case).

PRIKLAD 2.4.1.
Necht

(Y(t)=X(t)+ Z,t € R}

je ndhodny proces, kde {X(¢),t € R} je ergodicky staciondrni proces definovany na pravdépo-

dobnostnim prostoru (€2, .4, P) a Z ndhodna veli¢ina definovana na témze pravdépodobnostnim

prostoru se stiedni hodnotou iz, rozptylem 0% a pro niz pro kazdé ¢t € R plati

C(X(t),Z)=0.
Potom

py (t) = px + pz

Ww(t)=CY(s),Y(s+1t)=C(X(s)+ Z,X(s+1t)+ 2Z) =
=C(X(s),X(s+1)+C(X(s+1),2)+C(Z,X(s+1)+C(Z,2)
- 7\ -_ 7\ - S N —

VX (t) =0 =0 g’%

vx(t) + o%.
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Tedy nahodny proces {Y(t),t € R} je stacionarni proces, ale nemizeme ho povazovat za ergo-
dicky, nebot se d4 oc¢ekavat, ze kazda jeho realizace se bude charakterem svého pribéhu lisit
od jinych - v zavislosti od toho jakou hodnotu pri dané realizaci nabyla ndhodna veli¢ina Z.

Kovarianéni funkce stacionarniho procesu Y (¢),t € R se od kovarian¢ni funkce stacionarniho
ergodického procesu { X (¢),t € R} lisi o kladnou slozku ¢%. TakZe pro t — oo se hodnoty vy (t)
nezmensuji k nule, ale od ur¢itého ¢asu t,, zistavaji konstantni (= %).

Nyni budeme definovat ergodi¢nost stacionarnich procest presnéji matematicky v souvislosti
s konstrukei odhadi nékterych charakteristik stacionarnich procest.

2.4.1 Odhady stiredni hodnoty

Necht {Y'(t),t € R} je stochasticky proces 2. fadu, ktery pozorujeme v ¢asovém intervalu [0, 7.
Necht jeho konstantni stfedni hodnota p je nezndmaé a je tieba ji odhadnout.

Definice 2.4.2.
Odhad stredni hodnoty [i staciondrniho ndhodného procesu {Y (t),t € [0,T]} pomoci me-
tody nejmendich ctverct (MNC)je definovin vztahem:

/0 (Y(t) — f1)* dt = min /O (Y(t) — p)*dt.

I

PozNAMKA 2.4.3.
Stale budeme pfedpokladat, ze integraly vystupujici v jednotlivych vztazich existuji a daji se
v nich zaménit poradi integrovani a stiedni hodnoty F.

Snadno lze odvodit, ze odhad stiedni hodnoty pomoci MNC je roven

o= %/OTY(t)dt (2.21)

nebot

——
=T

Véta 2.4.4.
Odhad stredni hodnoty pomoci metody nejmensich ctverci je nestranny a jeho stredni
kvadraticka chyba je rovna

MSE(j) = %/OT (1 . %) vy (1) du. (2.22)

DUKAZ. Nestrannost:

1 (7 1 (7 1 [T
Eu=FE|(= [ Y(t)dt :—/ EY (t) dt = —/ dt = u.
i (g [ vwn) =g [ Ev@a=ng [Ca,
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Stredni kvadraticka chyba v ptfipadé nestranného odhadu je rozptylem tohoto odhadu
MSE() = E [(— w?] = E [(— EA)?] = D(R).

Pocitejme

MSE(j1) = E [(ii — p1)?] :EH%/OTy(t) dt—ur} ZE{[%/OT(Y(t)—N) dtr}
- e[ / "V ()~ V(1) — 1) ds dt}
/ / @(Y() ] ds dt = / / (= s) ds dt

vy (t—s)(stac.)

Uvazujme transformaci
u=t—s
v=1

s Jakobidnem |J| = 1. Protoze s,t € [0, T], pak plati

=T < U < T

0 < wv=t < T
a tudiz

u<v=s+u<T =u
tedy

max{0,u} <v <min{7T,T + u}.

Tak dostaneme

MSE(ji) = % / z min{7ﬂu}w(u) do | du
max{0,u}

_ L o [ ) dut [ () [ o) d

T 7 0 0 u
= L @ by dut [ )T — )

=1/, / |
_ % i vy (W) (T = [u]) du = % OT(T — )y (u) du
:%/OT(l—%)yy(u)du:D(ﬂ):D[%/OTY(t)dt}, O

Pro dalsi studium ergodickych procesii je vhodné vyslovit nasledujici definici:

Definice 2.4.5.
Rekneme, Ze staciondrni proces {Y(t),t € R} 2. rddu je ergodicky
ve stredni hodnoté, pokud plati

lim D {% /OTY(t) dt} = 0. (2.23)

T—o0
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Véta 2.4.6.
Necht pro staciondrni proces {Y (t),t € R} 2. vddu s kovariancni funkci vy (t) plati

Potom je nahodny proces {Y (t),t € R} ergodicky ve stfedni hodnoté.

DUKAZ. Tvrzeni véty plyne ze vztaht (2.22), (2.23) a nerovnosti

T

/ (1 — %) vy (u)du| < /OT (1 - %) vy (u)] du.

0

Ddsledek 2.4.7.
Necht tlim vy (t) = 0. Pak staciondrni proces s kovariancéni funkci vy (t) je ergodicky

ve strednit hodnoté.

DUKAZ. Jestlize

thm fYY(t) = 07
pak také
lim [y (1) = 0.

Pak pro libovolné malé € > 0 existuji dostatecné velkd T\, Ty € R (Ty < T') takova, Ze pro kazdé
t > Ty, plati

()] <e.
Pak

lim D l/TY(zﬁ)dt - hmE/T(l—ﬁ) (u) du < lim g/T(1—3>\ ()| du
T—oo T 0 _TﬂooT 0 T it T T—oo T 0 T it

9 [T 9 T T
< lim —/ lvy (u)| du = lim — / vy (w)| du+/ vy (w)] du
T 0 T—oo T 0 S N——

To
<y (0) <e

T T
< lim 2 l?ofyy(()) + <1 — —0> E} = @ ergodicita ve stiedni hodnoté. O

Poznamenejme, Ze jestlize plati

t—o0

pak také pro autokorela¢ni funkci plati

t
tlim py (t) = lim v (D)

=0,

coZ znamena, ze sila linearnich vazeb mezi jednotliviymi ndhodnymi veli¢inami, které tvoii
dany stacionarni proces {Y(¢),t € R}, jakmile se tyto od sebe neustéle vzdaluji, postupné
slabne, tj. jejich korelacni koeficient — 0.
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DISKRETNI NAHODNE PROCESY

P¥i pozorovani stacionarnich procestu {Y(¢),t € R} druhého fadu se spojitym Casem nejéastéji
pozorujeme jen urcitou jejich konecnou diskrétni c¢ast, tj. pro n € N v diskrétnich casovych
okamzicich ¢4, ...,t, € R pozorujeme jen ndhodny vektor

Y:(}/;517"'7}/;571)/:(Ylu"'7Yn),7

ktery nazyvame diskrétnim pozorovanim nahodného procesu {Y (¢),t € R} (anebo dis-
kretizaci ndhodného procesu {Y'(¢),t € R} se spojitym ¢asem), kde jsme polozili

ti=d,i=1,...,n.

Pak 1ze snadno ukazat, Ze obdobnym diskrétnim ekvivalentem odhadu stfedni hodnoty je
odhad

o1 Z" T 12" T
i=1 —— t=1

o rtitAt/2
~ thAt/z Y (t)dt

2.4.2 Odhady autokovarianc¢ni a autokorelac¢ni funkce

Odhad kovarianc¢ni funkce lze analogicky jako v pfipadé stfedni hodnoty nalézt ve tvaru

1

W)= [ O - D) - )

Podobné jak jsme vyse definovali ergodi¢nost ve stfedni hodnoté pro stacionarni proces
{Y(t),t € R}, muzeme definovat i jeho ergodiénost v rozptylu, pokud plati

lim D [% /0 ' (Y (t) — M)th} =0

T—o00

a jeho ergodi¢nost v kovarianéni funkci, jestlize plati

T—o00

lim D {% /OTT (V(r+1) — ) (V(E) = ) dt] _0.

Snadno lze ukézat, ze obdobnymi diskrétnimi ekvivalenty jsou nésledujici odhady

Odhad autokovarianéni funkce

prok=0,1,...,n—1.
Odhad autokorela¢ni funkce ACF

prok=0,1,...,n—1.

Aby tyto odhady mély prakticky vyznam, pozaduje se obvykle n > 50 a k < %, nebot odhady
{ex}izs, resp. {ri}i—y, nejsou linearné nezavislé a s rostoucim k roste i jejich rozptyl.



Kapitola 3

Analyza casovych rad

V dalsich budeme u ndhodného procesu {X;,t € T} indexovou mnozinu 7" interpretovat jako
cas a pokud 7" = Z, budeme tento proces nazyvat ¢asovou radou.

3.1 Zakladni pristupy k analyze ¢asovych rad
V analyze casovych Tad se setkdvame s nasledujicimi zakladnimi pristupy:
1. V ¢asové doméné:

a) klasickd dekompozice casovych Tad je zaloZena na regresni analyze;

b) neoklasickd dekompozice ¢asovijch tad, tzv. Bozx-Jenkinsonova metodologie, je zalo-
Zena na korelacni analyze;

2. Ve spektralni doméné: je spektralni analyjza casovych tad zalozena na Fourierové ana-
Iyze.

3.1.1 Klasicka dekompozice

Klasicka dekompozice ¢asovych fad vychazi z predpokladu, ze ndhodny proces, ktery generuje
¢asovou Fadu, je zavisly pouze na Case. Snazi se pak ¢asovou fadu rozdélit na

e deterministikou a

¢ nahodnou slozku.
Deterministickou slozku dale rozklada na trend a sezonni slozku.
Jednotlivé slozky

. trend odréazi dlouhodobé zmény v chovani ¢asovych tad;

° sezonni slozka popisuje periodické zmény (kratsiho rdzu) napf. vliv st¥idani ro¢nich

obdobi;

° nahodné fluktuace modeluji drobné a v jednotlivostech nepostizitelné pri¢iny ko-
lisani casovych rad.

40
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P1i klasické dekompozici ¢asovych fad se pouzivaji predevsim
e aditivni modely: Y, = Tr; + Sz + &

e multipikativni modely Y; = Tr, - Sz - &, které se transformuji logaritmovanim na
aditivni modely.

Klicovym nastrojem klasické dekompozice ¢asovych fad je regresni analyza, kde jednotliva
pozorovani se obvykle berou jako navzajem nekorelovana, tj. {e;,t € Z} se chape jako bily Sum.

3.1.2 Box-Jenkinsonova metodologie

Box-Jenkinsonova metodologie na rozdil od klasické dekompozice predpoklada, ze vSechny
analyza a cilem je vysSetfit vzajemnou zavislost jednotlivych prvki rady s rtiznym zpozdénim
a zavislost na rizné zpozdéném (ndhodném) vstupu.

3.1.3 Spektralni analyza ¢asovych rad

Spektralni analyza ¢asovych fad (Fourierovskd analyza) povazuje Casovou fadu za ”smés” si-
nusovek a kosinovek o rozlicnych amplitudach a frekvencich.

Tato koncepce pak umozni provést explicitni popis periodického chovani casové fady a pie-
devsim vystopovat ty vyznamné slozky periodicity, které se podileji na vécnych vlastnostech
zkoumaného procesu. V této koncepci neni stézejnim faktorem casova proménnd, ale prave
faktor frekvencni.

Spektralni analyza je také vhodna pii srovnévani chovani nékolika fad, nebof umoziiuje
nalézt ptripadné casové zpozdéni mezi dvéma fadami, ale také dovoli porovnat fady v ramci
jednotlivych frekvenci.

3.2 Linearni dynamické modely

V praxi se Casto setkavame s tim, ze hodnoty urcité casové rady evidentné nejsou jen funkci casu,
¢i predchozich pozorovani, ale jsou vysvétlovany pomoci dalsich ¢asovych fad, kterym rikame
faktorové casové fady a mluvime o tzv. pricinngch (kauzdlnich, faktorovych) modelech.
Modely se konstruuji na zakladé teoretickych predpokladi.

P1i jejich studiu se pouzivaji

e odhadovaci metody, které jsou vétsinou modifikacemi zakladni metody nejmensich ¢tvercii
a linearni regresni analyzy;

e Box-Jenkinsonovy modely, v nichz kromé popisované fady a bilého Sumu vystupuji dalsi
vysvétlujici casové rady.

Piiklad: | Cy = o+ BC,_y +7X; + 0P, + &,

kde {Cy,t € Z} casova fada vydaju obyvatelstva na ndkup
{Xi,t € Z} casova fada disponibilnich penéznich pi{jmu
{P,,t € Z} casova fada cenovy index spotifebniho zbozi
{er,t € Z} Dbily Sum
a,3,7,0 neznamé parametry
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3.3 Klasicka dekompozice casovych rad
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Dekompozici ¢asové rady rozumime rozklad ¢asové fady na deterministickou a nahodnou

slozku, kterd ma v ptipadé

aditivniho modelu tvar Yi=Tr,+ Sz + ¢

multiplikativniho modelu Yi=Tr; Sz - &
Jednotlivé slozky

Try, Sz trend a sezénni slozka maji deterministicky charakter
€4 nahodné fluktuace maji stochasticky charakter,

pticemz | {e;,t € Z}| je bily Sum, pro ktery plati

0 s#t
FEe; =0, Clet,e5) = Eees = ’
! (£0,€5) ! {De—:t:az s=t.

nékdy se navic pfedpoklada jeho normalita, tj. &, ~ N(0, 0?).

3.3.1 Obecné linearni regresni modely

Méjme regresni model plné hodnosti:

Y=XB+e AN hX)=h(X'X)=p+1=k A n>p+1 A

e~ L,(0,06°T,)

vektor zavisle proménnych Y = (Y3,...,Y,)
kde matice planu X=(zy) i=1,...,n; j=0,....p
vektor chyb e=(e1,...,&,) FEe=0; De=01,;

Tento model se také nazyva regresni model plné hodnosti s pevnym planem, nebot

regresory z;; (i =1,...,n, j =1,...,k) jsou nendhodné, tj. pevné dané.

Podminka De = ¢*I,, znamen4, ze ndhodné veli¢iny Y7, ...,Y, maji rizné stfedni hod-
noty (které jsou zndmou funkei regresorii) a stejné rozptyly - mluvime o homogenité roz-

ptylu.

Odhad neznamych parametri 3 provedeny metodou nejmensich ¢tvercu je FeSenim

normalnich rovnic
X'X3=XY
a plati: R
B=(XX)"'XY
Oznadme

e Y =X3=XXX)"'X'Y=HY

1

%/_/
H
e =Y -Y=(I-H)Y=MY=MX8+¢))=MX8+Me = (I-H)e
M =0
o 2= SSE 1 (Y-Y)(Y-Y)=Lige= L VI-H)Y

n—p—

e'(I-H)e
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Pak plati:
« EB =5,
o Fs?=LE55E) _ 52 5 2 je nestrannym odhadem rozptylu,

n—p—1

o DB =c*(X'X)"L.

Plati-li navic | € ~ N,,(0,0°L,) |, pak

e Y ~ N,(X8,0%I,)
e £~ N,(O,0*(I-H))
B~ Ny (B, 0*(X'X) ™)

S52E ~ X2(TL —DP— 1)

e 3 a s? jsou stochasticky nezavislé

T; = \7% ~t(n—p—1), kde (X'X)™ = (vij)ij=0,..p

A A

F= B W By )~ Flan—p=1),
e X = (g )ooe= (g ) B=(5) o ww—g
2

o T = \/% ~tin—p—1),kde c=(co,c1,...,¢,) a E(B)=cB
e Oznacme i-ty fadek matice planu X jako x; = (x, ..., %), pak
Y; = X;/B + & ~ N(X;/Bv 0-2)7
v, =x8 ~  N(B,o*x(X'X)'x;)
Y=Y =x|(B—B) +e; ~  N(0,0%(1 + x{(X'X) ).

| INTERVALY SPOLEHLIVOSTI |

pro parametry [3;
j=0,...,p (8; = ti-a(n—p=1)s\/05;, Bj + t1_a (n—p—1)s,/7;;)

pro stfedni
hodnotu predikce (x;a —ti_g (n—p—1)s/x,(X'X) " 1x;, x;a +ii-g (n—p—1)s4 /x;(X/X)_lxi>
E?ﬁ:Exﬁé:xﬁB

pro predikci
Vi =3 (x;@—tlfg(n—p—l)S\/m,xgﬁ+t17%(n—p—1)sx/m>

1=1,...,n

kde tl,%(n—p—l) je 1 — 5 kvantil Studentova rozdéleni o n—p—1 stupnich volnosti
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3.3.2 Rozsifeny linearni regresni model a vazena metoda nejmensich
¢tvercu

Nésledujici véta ukazuje, jakym zptisobem lze linearni regresni model rozsitit i na pripad, kdy
rozptyl neni homogenni.

Véta 3.3.1. )
Y=XB+eAe~Ly0,0?V) AV>0AWX)=k = B=XVIX)IXVIY.

DUKAzZ. Jelikoz jsme predpokladali, ze
V >0,
tj. V je pozitivné definitni, takze existuje V_%, ktera je symetricka a regularni. Proto
MV ™:X) = h(X) =k = (X' VX) = h(X'V 2V 2X)
takze X'V ~1X je regularni. Polozme

Z=ViY, F=V:iX,  p=V ie

Pak z
Y=X3+¢
plyne, Ze ) ) )
V7Y =V X8+ V5 2g,
tj.
Z=Fp+n.
Pak ) )
En=FEV 2e=V 72 Fe =0
=0
a

Dn=D(V ig)=¢?V iVV 2 =¢?V 21V2V2V 2 = o7,
a tento model jiz splnuje predpoklady klasického regresniho modelu, ve kterém odhad vektoru
neznamych parametriit metodou nejmensich ¢tverci je roven

B=(FF)'FZ=(XV:V:X) !XV :V2Y = (XV'X)'XV'y.

PozNAMKA 3.3.2.
Nejcastéji se matice V uvazuje ve tvaru

V = diag{vy,...,v,},
tj. jde o diagonalni matici. Polozime-li
Vv 1 B G
W=V "= dzag{vl, . Un} = diag{wy, ..., w,},

pti¢emz prvky wy, .. ., w, se nazyvaji vahami (tedy ¢im je rozptyl vétsi, tim je viha pozorovani
mensi). Pak odhad neznamych parametri metodou nejmensich étverci:

B =(X'WX)'X'WY

se nazyva vazena metoda nejmensich ¢tvercu.
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3.3.3 Modelovani trendu

Klasicka dekompozice casovych fad deterministickou slozku trend modeluje pomoci regres-
nich modeli. Do trendu se obvykle zahrnuji i cyklické slozky s dlouhou periodou.

Ke stanoveni trendi lze v zavislosti na jejich typu a charakteru ndhodnych fluktuaci v dané
casové fadé pouzit rizné pristupy:

e parametricky pristup, ktery predpoklada urcity typ rozdéleni, obvykle normélni roz-
déleni bilého Sumu;

e neparametricky pristup, kam patii rizné metody zalozené na jadrovych odhadech,
vyhlazovacich splajnech, waveletech apod.

Regresni modely mtizeme déle rozdélit na
e modely globalniho trendu a

e modely postupného nebo lokalniho trendu.

MODELY GLOBALNIHO TRENDU

Meéjme ¢asovou fadu {Y;,t € T'} a n pozorovani této fady v ¢asovych okamzicich

1 <ty <...<t,.

Oznacme: |Y; =Y,

. Pfedpokladejme, ze pozorovani Y; vyhovuji modelu:

Y= f(t;)+e| i=1,....n (3.1)

f(t)| je nezndm4 trendova funkce uvazované fady vybrand z predem dané tfidy funkci

kde jsou nahodné fluktuace nevykazujici systematickou odchylku, tj. Fe; = 0,
2

s konstantnim rozptylem De; = 0% a nekolerované, t.j. C(e;,e;) =0 i #j

REGRESNI MODEL TRENDU

Parametricky pristup k odhadu trendové funkce vede na regresni modely trendu. Predpokla-
dame, ze trendova funkce f(¢) patii do t¥idy funkci, které jsou uréeny koneénym poctem para-
metri, pricemz

f(t) = Bo+ Brgr(t) + -+ Bppp(t)  kde Bo, B, -5 Bp neznadmé parametry
P05 P1y -5 Pp znamé funkce

Nejprve uvazujme linearni regresni model:

Y=X3+e AN hMX)=hXX)=k=p+1 A n>p+1l A e~ N,(0,5°],)

(3.2)
pricemz
vektor zavisle proménnych Y = (Y7,...,Y,)
matice planu X=(zi) =(p;jt;)) i=1,...,n; 7=0,....p; @o(t;) =1

vektor chyb e=(1,...,6n) Ee =0; De=0%l,;
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Odhad neznamych parametri 3 provedeny metodou nejmensich ¢tvercu je feSenim normalnich
rovnic X'X3 = XY a plati:

B=XX)"'XY (3.3)
Oznacme rezidualni rozptyl
FE 1
] = 2 = 59 (Y - XB)(Y —XB) kdek=p+1 (3.4)

n—k:n—p—l

7 velkého okruhu trendovych funkci, které vedou k linearnimu regresnimu modelu, se zamé-
fime na
e polynomicky trend: f(t) = By + fit + - - - + Bpt?
o periodicky trend: f(t) = u+ Y_7_ (ajcosAjt + B;sinA;t)
1ty 2 -
V pripadé polynomického trendu, matice planu je tvaru X = Do : :
1 t, t2 - P

Kromé neznamych parametra 8 = (05o,...,[5,)" zbyva uréit vhodny stupenn polynomu .
Pro odhad stupné polynomu se nabizi 2 intuitivni metody

(1) ,,od nejnizsiho stupné k nejvyssimu“: zacneme se stupném , postupné stupen
zvySujeme a testujeme hypotézu

Hy: 3, =0 protialternativé H;: 3, #0

pomoci statistiky (viz Andél)
T, = Lﬁ’ ~ tn—p-1), kde (X'X)™'=(vy)l,_,.
V5t

Jestlize Hy zamitneme = zvySujeme stupen polynomu.

(2) ,od maximalniho stupné dolu“: zvolme . Testujeme opé&t
Hy: 3, =0 protialternativée H;: 3, #0

pomoci T,,. Jestlize Hy, nezamitneme = sniZujeme stupein polynomu.
Obé metody nedavaji uspokojivé vysledky (viz Anderson(1971)).
Penaliza¢ni metoda odhadu poc¢tu regresnich koeficientu

Predpokladejme, ze je skuteény pocet regresnich parametri. Lze ukazat, ze plati

E(s?) > 0% pro k < ko
i):O'2 k?Zk’Q

Zistava problém, jak z grafu hodnot si urcit pravé tu hodnotu ko, od niZ pocinaje jiz graf
dostava vodorovny charakter. Tento problém se fesi zavedenim tzv. penalizacni funkce a napf.
Andél navrhuje misto hodnot s? pouzit jeji modifikaci

Ay, = s3(1+ kw,) |
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Penalizaéni funkce w,,

e nesmi byt prilis velka - aby nezkreslila klesajici charakter s? pro k < ky;

e nesmi byt pfili§ mala - aby z hodnot s? oscilujicich kolem o2 vytvofila pro k > 0 rostouci
posloupnost;

Za odhad se bere hodnota k € {0,1,..., k4. }, pro kterou Ay nabyva svého minima.
Konstanta k,,,, je maximalni pocet parametrii, které jsme ochotni uvazovat a o némz jsme si
jisti, ze spliuje podminku ko < k00

Za dosti obecnych podminek tykajicich se rozumné volby hodnot ¢; lze ukizat (Geweke a
Meese(1981), Andél a kol.(1981)), ze

pokud w, >0 A w, — 0 A nw, —— o0 = k— ko podle pravdépodobnosti.

n—oo n—oo

V praxi se osvédcilo volit

tj.

k
Ak28i<1+\4/ﬁ)

Dalsi kriteria pro urceni poc¢tu regresnich koeficienta

Akaikeovo informa¢ni kritérium (1972) AIC), =Insi + 2 nadhodnocuje kg
Swarz (1978) a Rissanen (1978) SRy, =1Ins} + £
Hannan a Quinn (1979) HQp =1Insi + 2ellan ¢ > 15 obyykle ¢ = 2 nebo 3.

BOX JENKINS SERIES D : CHEMICAL PROCESS VISCOSITY READINGS
T T T T T

10.5

! ! ! ! ! !
50 100 150 200 250 300

Obrazek 3.1: Vstupni data spolu s polynomickym trendem rtiznych iad.
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Obrazek 3.2: Intervaly spolehlivosti pro pa- Obrazek 3.3: Penaliza¢ni kritéria pro odhad

rametry [3;,...,0; pro jednotlivé stupné poly- stupné polynomu.
nomdu. (Teékované Cara znacl pOthU nuly) SERIES C CHEMICAL PROCESS TEMPERATURE READINGS: EVERY MINUTE
SERIES C CHEMICAL PROCESS TEMPERATURE READINGS: EVERY MINUTE S, (Mean Square Erron) A, ALC,

03 o7 115
AR | I rome
I I I p=0.0000 -z

. oar 0ss
L I I 20,3988 il -
p=0.0000
oz os
I I I 12=0.3952 ] - B s
p=0.0000

2 022 03 18
I r°=0.3947 12 3 a4 s & 7 8 12 3 a4 s & 7 8 1 2 3 4 s 6 71 8

@
T

p=0.0000

=0.3045 SR, HQ =) HO (=)
p=0.0000

Iy
T

degree of polynom
T

I

sk 1?=0.3870 | 125
p=0.0000 13 13
L kS 4 13
T 13 13
s 1?=0.3780 ] 13
p=0.0000 e e
I 14
T 145 145
AL 1?=0.1947 ] e
p=0.0000
15 s 15
) ) ) ) ) ) ) ) ) T2 s 4 s 6 1 e T2 s 4 s 6 7 T2 s 4 s 6 1 s
1 2 3 4 5 6 7 8
coef. B‘
Polynomial and trigonometric trends
40 40
35
o 30 o
3 3
£ 25 IS
k=3 K=
Q= ?
E] E]
o 1s (=9
= H)
— 10 )
5
o o
1850 1855 1860 1865 1870 1875 1880 1885 1890 1895 1850 1855 1860 1865 1870 1875 1880 1885 1890 1895
dgr of pol.trend=1; period=24.50 12.25 16.33 dgr of pol.trend=2; period=24.50 12.25 16.33
40 40
35 35 g
o 30 o 30 4
3 3
£ 25 £ 25 E
Q =20 Q 20 N /A '\
3 P N —
= 15 a 15 |
= (<5} .
— 10 — 10} - g
5 5 F 1
o o
1850 1855 1860 1865 1870 1875 1880 1885 1890 1895 1850 1855 1860 1865 1870 1875 1880 1885 1890 1895
dgr of pol.trend=3; period=24.50 dgr of pol.trend=4; period=12.25
40 40
35 [ g
o 30r 1 o
3 3
£ 25} BRI\ -\ d 1 £
S A R ) S
Q 20 ¥ <\, 7/ '\ ?
8 AN g a
= 151 o
9 <F)
— 10} | |
5 1 J
o o
1850 1855 1860 1865 1870 1875 1880 1885 1890 1895 1850 1855 1860 1865 1870 1875 1880 1885 1890 1895

dgr of pol.trend=5; period=12.25 dgr of pol.trend=6; period=12.25

Obrézek 3.4: Ukazka ruznych typu regresnich modeli.
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PERIODICKY TREND

Je-li f(t) periodickd funkce s periodou T, pak frekvenci rozumime veli¢inu |\ = —|.

Uvazujme model:

Yi=f(t:) + e Ee; =0; Deg;=o0% Cleig)=0;i#5i,j=1,...,n
kde (a) f(t) = p+ 370 (ajcosAjt; + BsinAt;)
nebo (b) f(t) = p+ 370 vjcos(Njti + wj) v =Jai+ 52 w; = arctan (%
Jde o nelinearni regresni model vzhledem k (3p + 1) neznamych parametri:
(a) a1y ...,0 B,y By 1 Mooy Ap
(b) Vis-esVp 1 Aseeos Ap Wi, - - Wy

Odhad vektoru neznamych parametrt pomoci metody nejmensich ¢tverct minimalizuje vy-
raz

(a) S(/,L,O{l, .. .7Oép,ﬁ1, . 75})7 )\17 .. .,)\p) = E?:l (}/Z — f(tz))z
(b) S Y15 s Yoy Wy ey Wy ALy ooy Ap) = Z?:l (Yi — f(tl))2

Numericky 1ze systém nelinearnich rovnic fesit napi. pomoci Gauss-Newtonovy metody.

Linearni model pro znamé frekvence

Situace se zjednodusi, pokud frekvence | A, ..., A, |jsou zndmé.

Pak model (a) je linedrni a matice planu je tvaru:

1 cosAity sinAitp -+ cosAytp sin At
Xnx@pry) = | ¢ : : . : :
1 cosAit, sinAit, --- cosAyt, sinAt,
a
00Ny
X' X (2p1)x (2p41) = 03 : = a; = % Yo YicosAit; j=1,...,p

s O

00 B =231 Yisin Ajt;

Nezndmé parametry modelu (b) ziskdme ze vztahi

2 ~2 22
Vi =0+ 5;

w; = arctan Bi
&;

j=1....p

Pokud ¢asova fada vykazuje (po odecteni napi. linearniho trendu) piiblizné periodické cho-
vani, je tfeba rozhodnout, které frekvence se na tvorbé periodického trendu vyrazné uplatiuji.
Pro nalezeni vyznamnych period je vyhodné uzit metod spektrdlni analyzy casovych rad.



3.3. KLASICKA DEKOMPOZICE CASOVYCH RAD 50

MODELY LOKALNIHO POSTUPNEHO TRENDU

Hlavni myslenka lokalni (vaZené) metody nejmensich ¢tverca spociva v tom, Ze prove-
deme odhad trendu polynomem na lokalnim intervalu

[t —s,t+ 5]

na rozdil od klasické (vazené) metody nejmensich ¢tverct, kdy trend odhadujeme polynomem
na celém intervalu moznych hodnot parametru ¢, ktery oznacime [T'1,T2].

Parametr s > 0 se nazyva §ifrka vyhlazovaciho okénka. Interval [t — s, ¢+ s| vyhlazovaci
okénko.

I kdyz vyhlazovaci funkce, se kterou pracujeme, neni polynomicka funkce, mize byt za pred-
pokladu, Ze je lokalné hladka (tj. existuji jeji spojité derivace az do néjakého vhodné zvoleného
fadu), lokdlné rozvedena do Taylorovy fady kolem bodu ¢. Proto miZe byt dobfe aproxi-
movana lokalnim polynomem, coz lze provést metodou nejmensich ¢tverct, pripadné vazenou
metodou nejmensich ¢tverct.

Popsana lokalni (vazend) metoda nejmensich ¢tvercu se nékdy téz nazyva klouzava po-
lynomicka metoda, protoze kolem bodu ¢, v némZ mé byt trend odhadnut, je umisténo
vyhlazovaci okénko [t — s,t + s] a odhad trendu T'r; se ,pohybuje spolu s t.

Zvolme tento ptistup: uvnitf vyhlazovaciho okénka [t — s, ¢+ s| aproximujme neznamy trend
polynomem stupné m

m

pla) = B(t) (x— )|

Jj=0

Koeficienty 5;(t) (j = 0,1,...,m) uvadime jakozto funkci bodu ¢, (ktery je stfedem okénka
[t —s,t+ s]), abychom zdiraznili, Ze tyto koeficienty budou pro kazdé ¢ jiné.

Neznamé koeficienty (;(t) polynomu p(x) odhadneme (vaZenou) metodou nejmen-
Sich ¢tvercu, kde matice planu X je tvofena prvky

wij = (t —t)’,
pricemz j = 0,1, ..., m a index ¢ nabyva pouze téch hodnot, pro které plati
It; —t] < s.

Je zrejmé, ze plati

Volba sitky vyhlazovaciho okénka

S rostoucim pracujeme s vétSim poctem pozorovani ve vyhlazovacim okénku [t — s,t + s,
proto bude klesat rozptyl odhadu trendu, coz vsak bude mit za nasledek nartst jeho vychyleni
od skutecné hodnoty. Vychyleni odhadu zalezi na derivaci trendové funkce a projevuje se tak,
ze odhad T'r; méa tendenci podhodnocovat velikost lokalnich extrému trendové funkce, mluvime
o prehlazeni. Pokud naopak budeme pouzivat tzké vyhlazovaci okénko, odhad trendu bude
méné vychylen, ale na tikor velké variability odhadu. V tomto pfipadé mluvime o podhlazeni
trendové funkce.
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V dalsim budeme predpokladat, ze posloupnost casovych okamzikd ¢q,1%s,...

A A A
th 1y ti  lipa ln—1 tp
je ekvidistantni, tj. polozime-li proi=1,...,n — 1
A=t — 1,
pak
. ti—1
= 1
? A +
a polozime-li proz=1,...,n
polizh oy
i A )

muzeme bez Gjmy na obecnosti uvazovat pouze o ¢asovych fadach, pro néz plati

KLOUZAVE PRUMERY

Pokud zvolime symetrické vyhlazovaci okénko kolem bodu ¢

tak, ze obsahuje tisek ¢asové fady s lichym poctem ¢lenti r a polozime

r—1
s = :
2
pak (pro jednoduchost misto 3;(t) pisme ()
plx) = Zﬁj(az —t) pro x €[t—s,t+s].
=0
Zavedme substituci
T=x—1.

Potom

pa)=plt+7) =3 8| Tel-ss = |pt)=h)

51
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Méame tedy model

m
Yipr = Zﬁﬂj + €4y T€[-s,5]; Beyr=0; Der=0% Clesyr,ciyr)=0; 7#7.
=0

Mame-li k dispozici ¢asovou fadu délky n, pak pro kazdé ‘ t=s+1,....n—s ‘ zvlast do-
stavame klasicky linearni regresni model

Y =XB+¢€;Ee =0, De = I 41

.
\ 1 —s (=s)2 ... (=s)™ €t X} Et s
: Bo : Bo
Yo=| Y1 | =11 0 0 ... o™ Sl e | = E N Il ="
: : : Bm : : Bm
Yiis 1 s B s™ Etts Xbgi1 Etts

Odhad neznamych parametrti 3 provedeny metodou nejmensich ctvercu je feSenim normalnich
rovnic

X'XB=XYqy aplati By=XX)"'XYy = Yuy=XXX) 'XYy=HY,,
—————
projekéni matice H

pricemz v tomto pripadé

2s+1 0 ZT:fs 7_2 0 Ef——fs 7-4 e Zf—:fs T
0 > T 0 > T 0 Do T
DT 0 DT 0 Do T 0
X'X = 0 DT 0 D o U S ,
> T 0 Do T 0 DT 0
DI ol 0 Do T 0 T S Do T
Zi:—s }/H'T 6:0
S TY,., ~ —~ "
X'Y () = Lrmes Vi a tudiz odhady — By = (1,0,...,0) S
Ei:—s Tm}/t-f—T Bm
h)

Ozna¢me H = | hl,, | .Prvky projekéni matice se nazyvaji vdhy. Pak odhad| Y; = h} ;Y |

/
h2s+1
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Pro prvnich s hodnot, tj. pro vytvarime spoleény linearni regresni model:

Y x| €1
: 5 : Y =X (X'X) ' XY = HY
Y x| | s & A
Yo=Y [ =] %, I = Yi=hYgy
Yoo X1 ' €542 :
' & 5 Y, =h.Y
Yoot X'QS_H €2s+1

Obdobné pro poslednich s hodnot, tj. pro | t=n—s+1,...,n ‘ vytvafime spole¢ny
linedrni regresni model:

Yn_gs Xll En—2s
% -1
Bo Yo =X XX)" XY =HYq,
Ynfsfl X; ﬁl En—s—1 "
Y1) = Yo—s = X/s+1 : +1 En—s = Yisp1 = h;+2Y(L)
Ynferl Xls+2 ﬁ En—s+1
5 " : Y, =hj Y,
ﬁ ‘X,25+1’ e_n

Pak predchozi Gvahy mtizeme shrnout takto:

pro prvnich s hodnot, tj. prot =1,...,s dostavame Y, = hQY(F) ,
pro tzv. ”stfedové” hodnoty, tj.prot=s+1,....,n—s Y, = hl Y
a pro poslednich s hodnot, tj.prot=n—s+1,....n Y, = h oY |

Pro ilustraci uvazujme ptiklad 1:

m=2,s=2r=2s+1=5

X! 1 -2 4
x, 1 -1 1 5 0 10
Matice planu X = |x3| = [1 0 0], informaéni matice XX = [ 0 10 0
X, 11 1 10 0 34
x. 1 2 4
a projekéni matice
h/l 31/35 9/35 —3/35 —1/7 3/35 véhy pro prvni bod (asymetrické vahy)
hlz 9/35 13/35 12/35 6/35 —1/7 véhy pro druhy bod (asymetrické vahy)
H = hg = —3/35 12/35 17/35 12/35 —3/35 véhy pro 7stfedové” body (symetrické véhy)
hil —1/7 6/35 12/35 13/35 9/35 véhy pro pfedposledni bod (asymetrické vahy)

h/5 3/35 — ]./7 —3/35 9/35 31/35 véhy pro posledni bod (asymetrické vahy)
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Ukazme jesté dalsi priklad 2:

m=3,s=2r=2s+1=5

/ p— —
x| 1 -2 4 -8 = 0 10 0
2 bbb 0 10 0 34
Matice planu X = | x5 =1 0 0 0 |, informacéni matice X'X =
. 111 10 0 34 0
4
X 1 2 4 8 0 34 0 130
a projekéni matice
hll 69/70 2/35 —3/35 2/35 —1/70 vahy pro prvni bod (asymetrické vahy)
hIQ 2/35 27/35 12/35 —8/35 2/35 vahy pro druhy bod (asymetrické vahy)
H= hg = —3/35 12/35 17/35 12/35 —3/35 vahy pro ”stfedové” body (symetrické véhy)
hi; 2/35 —8/35 12/35 27/35 2/35 vahy pro pfedposledni bod (asymetrické vahy)
hg —1/70 2/35 —3/35 2/35 69/70 vahy pro posledni bod (asymetrické vahy)

Vidime, ze

e Soucet vah v jednom fadku je roven jedné (jde o prvky projekéni matice s jednotkovou
normou).

e Stiredové vahy jsou symetrické kolem prostfedni hodnoty.

e Je-li m sudé, pak "stredové” vahy fadu m a m + 1 pro stejnou délku r = 2s + 1 jsou
totozné.

Jednoduché klouzavé pruméry

Uvazujme nejprve:

‘sz,T:23+1

Spoctéme postupné

Xoer1 = (L,..., 1), XX=25+1  XYy=)> Y.
normalni rovnice:

S

. . 1 >
(28 + 1)50 = Z }/t—l—r = BO = Z }/t-f—T'

= 25 +1 =
Prot=s+1,...,n — s mame
fft:ﬁ(t)zﬁoz ! i t+7
25s+1 =
Pro prvnich s hodnot, tj. prot =1,...,s dostavame
) T,

t

T 2511 > Y,

=1
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a pro poslednich s hodnot, tj. prot =n —s+1,...,n jsou odhady ve tvary

1 2s+1
;= Yoii—r
= e 2 Yo

Uvazujme priklad:

m=1s=2r=25+1=5|

x} 1
X5 1
Matice planu X = | x5 [ = | 1 | , informacni matice X'X = (5) a projekéni matice

x) 1
Xt 1

h/l 1/5 1/5 1/5 1/5 1/5 vahy pro prvni bod

h,2 1/5 1/5 1/5 1/5 1/5 vahy pro druhy bod

H-= h,3 = 1/5 1/5 1/5 1/5 1/5 vahy pro ”stiedové” body
hﬁl 1/5 1/5 ]_/5 1/5 1/5 vahy pro pfedposledni bod
h/5 1/5 1/5 ]_/5 1/5 1/5 vahy pro posledni bod

Dale uvazujme:

‘mzl,r:25+1‘

Spoctéme pomocny vzorec:

S

° 1
2=9 2 =9= 1)(2s+1) =
ZT ;7’ 6s(s+ )(2s + 1)

T=—s5

s(s+1)(2s + 1).

Normalni rovnice

25 +1 0 BO = Ej’:*S Y;JFT = B:O = 25{1—1 Zf—:fs Y;5+T
0 Zf—:_s 7-2 ﬁl Zj:—s T}/;/JFT 5

Prot=s+1,...,n — s mame

. R R
Y:p() 50: ZK“FT

25s+1 =
coz je stejné jako v pro m = 0.
Pro prvnich s hodnot, tj. prot=1,...,s dostavame
2s+1 A
& T 25 +1 Z Yo b= s(s+ 25 +1 TZ atri1
a
=0y =B, Ya=05 —(s—1p, ... Yo=057 -5

Pro poslednich s hodnot, tj. prot =n — s+ 1,...,n jsou odhady ve tvary

2s+1
o 1 N
L L
= YTL*T s = Yn s+7—
e e Bt 3

b= m D s

T}/;r‘rT

95
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Ynfs+1 = ﬁ(% + 51[/7 YTL*S+2 = BOL + 251[/7 s 7Yn = ﬁ(% + SﬁlL

Uvazujme priklad:

|m=1s=2r=25+1=5|

x) 1 -2
b 1 -1 50
Matice planu X = | x4 | = |1 0 [, informacni matice X'X = <0 1 O) a projekcéni matice
X} 1 1
Xy 1 2
h/l 3/5 2/5 ]_/5 0 —1/5 vahy pro prvni bod (asymetrické vahy)
h, 2/5 3/10 1/5 1/10 0 vahy pro druhy bod (asymetrické véhy)
H=|hiy|=] 1/ 1/5 1/5 1/5 1/5 vahy pro "sttedové” body (symetrické véhy)
h), 0 1/10 1/5 3/10 2/5 véhy pro predposledni bod (asymetrické véhy)
h:r) —1/5 0 ]_/5 2/5 3/5 vahy pro posledni bod (asymetrické vahy)

Centrované klouzavé prumeéry

Casto dochézi k situaci, kdy chceme priimérovat hodnoty pies sudy pocet obdobi (napi. pro
vyrovnévani sezénnich fluktuaci), napt. o délce 12 pfi naméfenych mési¢nich pozorovéanich nebo
o délce 4 pri ¢tvrtletnich pozorovanich. Klouzavy priamér délky 12 by sice vyrovnal z velké ¢asti
sezonni fluktuace v fadé, pritom vsak napr. aritmeticky primér lednové az prosincové hodnoty
by padl mezi body cerven a c¢ervenec. Proto se zavedl jiny postup:

e V 1. kroku se vypoctou p; = 1—12 (Yi¢+ --+Ys)ap = 1—12 (Y5 + -+ Yi)

e V 2. kroku p3 = % (p1+p2) = ﬁ (Yiee +2Y) 5+ 2Yi5 + Yige)

Obecné centrovany jednoduchy klouzavy primeér délky 2s+1 je tvaru

~ 1
Y = _S (Y;f—s + 2}/t—s+1 e 2Y;f+s—1 + Y;H—s) .

Volba radu klouzavych pruméra
Budeme se snazit najit néjaké objektivni kritérium. Predpokladejme, ze

Y;:TTt‘FEt:ﬁ0+ﬁ1t+"'+ﬁmtm+€t €tNWN<O,O'2).



3.3. KLASICKA DEKOMPOZICE CASOVYCH RAD 57

Zavedme obecné diference:

Ay, = Y — Y1
A%y, = Ay — Ay 1=y — 2y 1+ Yo

Ary, =y, — (I;)yt—l + (g)?/t—2 — o =Dy

Polynom

Bo+ Bt + - + Bnl™
bude pri kazdé nasledujici diferenci snizovat sviij fad o jednicku. Konecéné pii diferenci fadu
m + 1 se tento polynom vynuluje. Bily Sum vytvaii pfi k -té diferenci

k k
Ak&'t =&t — <1)8t1 + <2) Et_og— -+ (—1)k8t,k

Spoctéme stfedni hodnotu a rozptyl této k -té diference:

B, = Be— (Deat (e =+ (-D'es} =0 o
Pafe = Dfe= (et (e =+ (DFesy =0 {1+ ()7 + (§) 441

Vyraz ve sloZenych zévorkach je zfejmé koeficient ¢lenu x* ve vyrazu (1+ z)*(1+z)* a je tedy
s vyuzitim binomické véty roven (%)

k
Takze
DA*e, = <2k> o2
k
Provedme standardizaci k -té diference bilého Sumu

Uk =

AkEt -0
%
(%)
Polozme S; =73, Uz, Pak ES{=(n—k)o’
Zavedeme-li pro £k > m + 1 veli¢inu
n 2
_ Dtk (AkY;f)
(%) (n = k)

pak Vi je pro k > m + 1 odhadem rozptylu bilého Sumu. Pocitejme Vi, Vs, ... dokud nezazna-
mename, ze tyto hodnoty zacinaji konvergovat k néjaké konstanté.

Vi




Simulace sinusovky s bilym sumem
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ES) ) ) EE)

Klouzave prumery radu m=0 delky r=2s+1=21

1oo

ER) XS ) 50

Simulace sinusovky s bilym sumem
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Klouzave prumery radu m=1 delky r=2s+1=21

ER) xS ) 50

Simulace sinusovky s bilym sumem
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Klouzave prumery radu m=2 delky r=2s+1=21

Obrazek 3.5: Ruzna
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o8

pro simulovana data
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Daily morning temperature of a cow.
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Obrazek 3.6: Rtuzna volba fadu a délky klouzavych priméri pro realna data
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EXPONENCIALNI VYROVNAVANI

Zaklady polozili Holt (1957) a Brown (1961). Na rozdil od klouzavych pramért vychézi z poly-
nomialni lokélni vazené metody nejmensich ¢tverct, kde vahy jednotlivych ¢tverct se smérem
do minulosti exponencialné snizuji = odtud nézev metody.

Uvazujeme-li vyhlazovaci okno pouze smérem do minulosti, pak pro kazdé ¢ mame nasledu-
jici regresni model, pficemz 7 = 0,1, ...

Y, .= Z(—T)]ﬂj +ée v, FEer ,=0; FEegpes=0,q#s De_,=aT"0c% «ae(01)]|
=0

Pouzijeme-li maticovy zapis, dostaneme

Y=XB+e Ee=0 De=c"W ! ac(01)

kde
Y. o 1 0 0 0
Vi L (D! (212 e (—Dm
Y=1v, X=11 (-2 (-2 (=2)"
OZO 0 0 Et
0 Oél 0 Et—1
W = 0 0 2 g =

Odhad parametrii 8 metodou nejmensich vazenych ¢étvercu (nebot rozptyly nejsou kon-
stantni) je dan vzorcem:

B=XWX)'XWY

kde
DRIV e D D
2oso(=m)tam Y g(=m)?am e (=) AT
X'WX =
D= e Y (=) T > ro(=T)ma’
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JEDNODUCHE EXPONENCIALNI VYROVNAVANI

Vyjadiime-li explicitné normalni rovnice X'WX3 = X'WY pro m = 0, piifemz pouZijeme

oznaceni 3y = by, dostaneme
o (o]
T T
bo E a = E a’Y ,
7=0 7=0

Pomocné vztahy 3.3.3.
ProtoZe plati a € (0,1), pak Y ,at =1

Protoze Y; = by, dostavame

subst.k=7—1

Vi=bo=(1-a) 0V, =(1-a)Vi+(1-a) X2, a7V,
S+ (1—a) a1y =

=(1-a)Y;+a(l-—a)) i y=(1-a)V,+a¥,
k=0

J/

-~

Vi1

Dostavame tedy jednoduchy rekurentni vzorec:

Y/t:(:l—Oé)Y;tJrOéYt—l-

Lze snadno ridit adaptivnost metody:

1. pfi malém @ = metoda rychle reaguje na zmény v charakteru dat, nebot se prosadi
vliv prvniho s¢itance

2. pri vétsim o = zesili se vyrovnavaci schopnost.
Pfedpovidani (predikce)

Chceme-li pouzit metodu jednoduchého exponencidlniho vyrovnavani pro predpovidani, pak
klademe

A

th(t) =Y, | pro libovolné 7 > 0.

Pfitom YHT(t) oznacuje predpovéd hodnoty Y;,, konstruované v case t na zakladé hodnot
Yi,YViea, ..o
Specialné v koncovém bodé

~

Vir(n) =Y.
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Vysvétleni rekurentniho vzorce jinym zpiuisobem

Upravujme postupné

Vi=(1-a)Y,+a¥;,
— (1 — a)Y; + a?}_l + }A/;—l — }A/;—l

=Y, 1+ (1—a)(Y:— }A/;ffl)

Podivejme se na odhad Y/t,l, kterou hodnotu predpovida, povazujeme-li t—1 za posledni znamou
hodnotu, t;. X X
Vi =Yi(t - 1)

a odtud Y;_; je predpovéd pro ¢as t zkonstruované v ¢asovém okamziku ¢ — 1 (tj. z dostupnych
hodnot ¢t — 1,¢ —2,...).
Pak

Vi=Yia+ (1=a) (V= Yia) = Yia + (1-a) (V= Vit - 1))
—_——

chyba predikce

Jinymi slovy:

e pro opravu predchozi vyrovnané hodnoty pouzijeme (jakmile dostaneme pozorovani Y;)
vhodné diskontovanou chybu predpovédi Y;(t — 1) konstruované v ¢ase t — 1.

Predpovédni intervaly na hladiné vyznamnosti «

Podle Bowerman,B.L., OConnell, R.T.: Time series and forecasting. North Scituate, Massa-
chusetts, Duxbury Press (1979) maji tvar

A~

Yiir(n) —wi—ad:-A(n) , Yoir(n) + ui-sd.A(n)

kde A(n) = 237" |V, — Yi(t — 1)| a d = 1.25 pro libovolné 7 > 0.

Vyhodou predpovédnich interval konstruovanych v rdmeci exponencialniho vyrovnavani je
jejich snadné prizptisobeni pii dodani dalsich pozorovani casové rady.
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Hledani optimalniho parametru o

Na zékladé bohatych praktickych zkusenosti s danou metodou je mozné se pro vétsinu apli-
kaci omezit pfi vybéru « na interval [0.7,1). Vybér « z tohoto intervalu lze napfiklad provést
pomoci simulaci: « volime postupné rovno 0.70,0.72,0.74, .. .,0,98. Pak vybereme tu hodnotu
a, kterd v dané radé poskytuje nejlepsi predpovedi.

POzZNAMKA 3.3.4.

Neékdy se vsak neklade pozadavek, aby a bylo z intervalu [0.7,1). Jakmile vSak optimalni
nalezena hodnota lezi vné tohoto intervalu, je to indikaci toho, Ze s pouzitou metodou neni
néco v poradku, tj. napt. vhodnéjsi by byla metoda dvojitého exponencidlniho vyrovnavani.

Pti feseni konkrétniho prikladu se setkavame s témito problémy:
1. chceme-li pouzit rekurentni vzorec, potfebujeme Y.
2. potfebujeme urcit a.
Proto se algoritmus rozpada do dvou fazi:
1. volba konstanty a.

(a) spocteme Yo jako aritmeticky primér prvnich n; clend (doporucuje se volit
ny = 6 < n nebo n; = g) Nebereme n; = n z toho divodu, ze nejprve chceme
simulac¢né urcit hodnotu « pro 0.70,0.72,0.74,...,0,98 a pokud bychom vzali arit-
meticky primeér ze vSech hodnot, nemohli bychom posoudit kvalitu vyrovnavani v
historickych datech, nebot by se vSechny tcastnily na odhadu pocatecniho Y.

(b) Pro «; € [0.7,1) se spoctou
odhady Vi =(1-a)Y1+ oY

Yn = (1 - O-/Z)Yn + aiYn—l

predpovédi Vit —1) =Y,
a parametr a se urci ze vztahu o = argmin SSE = argmin X7 (Y; — Y 1)?

2. Nejprve se urci Yy = n% >o2, Y, Vétsinou se bere ny = n. Pro « zvolené v 1. fazi se
spoc¢tou odhady Vi, ..., Y., pak predpovédi

Voi(n) =Y, = (1 —a)¥, + a;V,_1.

Pokud chceme vypocitat Yn+1, musime si pockat, az dostaneme hodnotu Y, jinak
musime vystacit se vzorcem Y, .,(n) =Y, pro 7 > 0.
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Adaptivni Fidici proces - tj. zména o béhem vypodctu

Adaptivni fidici proces béhem vypoctu pomoci jistého indikatoru poruchy signalizuje, ze vy-
rovnavani prestava byt pro prislusnou vyrovnévaci konstantu a adekvatni (nékdy dokonce tuto
hodnotu podle potieby automaticky méni).

Jako indikator poruchy se casto pouziva veli¢ina

kde oznacime-li

pak
V(o)=Y eila)
a |
Diast) =5 3 les(a)].

Zvedne-li se I(«, t) nad jistou kontrolni mez K je to signél ke zméné hodnoty o nebo dokonce
prestavd vyhovovat uvaZovany typ trendu (a je napf. nutné piejit na dvojité exponencidlni
vyrovnavani). Mez K se obvykle voli mezi 4 az 6.

Dalsi metoda:
Soubézné se provadi 3 procedury pro
a—0.05 « o+ 0.05.

Pokud

e napiiklad
D(a,t) < min (D(a — 0.05,t), D(a+ 0.05,1)),

pokracuje se,

e pokud
D(a+0.05,1t) < D(a, t)

a se zméni na « + 0.05

a pokracuje se pro
« a4+ 0.05 a+0.1.
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DVOJITE EXPONENCIALNI VYROVNAVANI
Vyjadirime-li explicitné normalni rovnice
X'WX3 =XWY

pro , dostaneme

PRI D Dt 4 Bo ) 2@ Yir
=Y eTal YTl G Y Ta’Y, ., )

Pomocné vztahy 3.3.5.

7=0
Pro o € (0,1) plati — __a
2 i
- 1
> rtar = LY
— (1—-a)
DUKAzZ. Protoze a € (0,1), pak
o . 1
D o7=
-«
7=0
d - T = T—1 1
%< CI)—ZTQ =0 ar
7=0 7=0
d - T—1 - T—2 2
@(27’& ):;T(T—l)a _(1_a)3
Diky predchozim vztahtim dostaneme
S T - T—1 __ «
e —QZT(I 0= ar
7=0 =0
ZTzaT = ZT(T —1a" + Zﬂ)f =a? ZT(T —Da™ %+ i _Oéa>2
7=0 7=0 7=0 7=0
202 ! a(l+a
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Pokracujme v feseni systému normalnich rovnic

e g Go\ e
— a2 (1(12&) A =D 0T Y,

Pokud postupné prvni a druhou rovnici vynasobime vyrazem (1—a), resp. —(1—a)?, dostaneme:
N AN AR b
o a(11+aa ﬁl (1 _ a)z 2:0:0 oY, ’

Pomocné vztahy 3.3.6.
Jestlize definujeme tzv. vyrovnavact statistiky 1. a 2. radu

St = (1 - Oé) Z a’Yy , a St[z} = (1 o Oé) Z O[TSth’
7=0 7=0

pak plati
St = (1 — CV)}/t + OZSt_l
S =(1-a)8, +as?,
a takée -
1-a)?Y raVi, =87 - (1-0a)s,
=0

DUKAZ. Upravujme postupné

. 1 —« Za Y; ;= 1 - O{)Y; 1 o Oé) iaq—nq_ substizT—l

=1

=1-a)Y,+a(l—a) ZakY}_l_k
k=0

(. S

~
St—1

g (1 - Oé)m + O[Stfl

S = (1-a) Za Sir=(1=-a)Si+(1—a)) a7s,, ™=

=1

=1-a)S;+(1—-a Z oS,
k=0

=1-a)Si+a(l—a ZakSt_l_k
k=0

N J/
-~

2
s,

=|(1—-a)S; + aStp_]l )
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Vsimnéme si opét St[z]. Protoze

Siek=(1—a) Z a"Yy s,

7=0

pak

Stp] (1—a) Za Stk =( 1—a2iaki0f}/}k7
k=0 k=0 =0

= (1-w)? Z o [OZOY;tfk +a'Y 1+ Yo+ ]

=(1-a)?> oY+l -a){ [0V +aYia+a®Yis+---] +
k=0

N J/
-~

prvni fada =(1—o)St

[0Y s+ Y s+ y+ |+ [@Yis+ oY+ a’Yis+ ] 4

=(1—-0a)S+ (1 —a)*{aY,_; +20%Y; 5 +3a%Y, 5 +---}

=l(1l-a)Si+(1—-a) ZT&TY}T

A odtud plyne
(1—a) ZT@TY} ;= 2] —(1—a)S;.

Pokracujme opét v feSeni systému normalnich rovnic, pficemz pouzijeme oznaceni

bo = Bo a by = Bi.

by — a by =S, = bOISt+ by
11—« 1-—-
a(l+ a)
Oéb() — ﬁbl = Stp] — (1 — Oé)St
Dosadme za by do druhé rovnice:
2
1
0S4+ 2 p — A ”‘)b1 =825 —as,
1—«a 1—«a
1—
b=sP -5 = b= (8- s
1 o'
Dopocitejme by
« a 11—«
by = S, + by =S, + — oS, — Sy =28, — sP.
-« l—a «
}%g = 2515 - S}Z}
Protoze Y; = by, dostavame celkovée Sp=(1—-a)Yi+aSi

St[z] =(1—a)S; + aSt[z_}l

67
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Mesicni exportni odbyt (v tisicich Kc) jisteho strojirenskeho podniku.

a0 T T T T T ]

150 | g
100 | - 1
5 10 15 20 25
Jednoduche exponencialni vyrovnani a=0.70
a0 T T T T —

5 10 15 20 25
Jednoduche exponencialni vyrovnani adaptivni procedura

400

150 |

100 |
5 10 15 20 25
Dvojite exponencialni vyrovnani a=0.84

a0 F T T T T T

5 10 15 20 25
Dvojite exponencialni vyrovnani adaptivni procedura

Rocni vyvozy zahr. obchodu (v milionech Kcs) v CSSR v letech 1965-1980

x10*

2 4 6 8 10 12 14 16
Jednoduche exponencialni vyrovnani a=0.70

2 4 6 8 10 12 14 16
Jednoduche exponencialni vyrovnani adaptivni procedura

2 4 6 8 10 12 14 16
Dvojite exponencialni vyrovnani a=0.70

2 4 6 8 10 12 14 16
Dvojite exponencialni vyrovnani adaptivni procedura
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Zaznamy okr.spravy o mesicnich poctech deti ve skolach v prirode(1980-1982).

1200 |- ' ' ' ' ' ' AR 1200 |
1000 | 1000 |
800 800
600 600
400 400 |
200 200F.

0 0
200 f. o 1 ~200 |

5 10 15 20 25 30 35 5 10 15 20 25 30 35
Jednoduche exponencialni vyrovnani a=0.70 Dvojite exponencialni vyrovnani a=0.82

1200f ‘ ‘ ‘ ‘ ] 1200
1000 | 1000 |
800 800 [
600 600 [
400 400—‘_..-"'
200 200

0 0
-200 1 ~200 |

5 10 15 20 25 30 35 5 10 15 20 25 30 35
Jednoduche exponencialni vyrovnani adaptivni procedura Dvojite exponencialni vyrovnani adaptivni procedura

Tydenni objemy zakazek (v tisicich Kc) prijatych jistou zakazkovou prodejnou.

5 10 15 20 25 30 5 10 15 20 25 30
Jednoduche exponencialni vyrovnani a=0.94 Dvojite exponencialni vyrovnani a=0.84

5 10 15 20 25 30 5 10 15 20 25 30
Jednoduche exponencialni vyrovnani adaptivni procedura Dvojite exponencialni vyrovnani adaptivni procedura
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3.3.4 Sezonnost

Sezonni slozka je periodicka slozka, jejiz délka periody je kratsi. Délku periody lze zpravidla
rozpoznat uz na zakladé intuitivni Gvahy, nebof pravidelnost oscilaci v sezénnich fadéch se
velmi Casto pripisuje piisobeni slunecni soustavy na pribéh téchto déji. Vliv obéhu Zemé kolem
Slunce se promita bud pfimo (klimatické podminky), anebo ve zprostfedkovanych, nepfimych
souvislostech (napi. ukazatele cestovniho ruchu).

Metoda malého trendu

Uvazujme regresni model ve tvaru:

Y;ITTt—FSZ't—F&'t €tNWN(O,O'2).
Pieindexujme Yi,...,Y, mna Y, j=1...,r r ... pocet sezén
€1y...,En Ejk, k=1,...,d d ... délka sezony.
Predpokladejme, ze trend je konstantni pro j-tou sezénu, tji. Tr;=m;

a rovnéz sezénni hodnota je konstantni pro k-tou sezénni slozku, tj. Sz = si.

Regresni model mitizeme napsat ve tvaru
Yk =mj + sp + € g ~WN(0,0%), j=1,....,r; k=1,...,d.

Maticové, lze tento model rozepsat takto

Yi, 1 0 oo v vee =oo 0] 1 0 0 .
: Do S 0
AR TR .
Yo | €21
) | 0 1 my
f | 0 :
01 0 0] 0 0 1 m
Yo =221 0 o i 010 0 001 r e
2 00 0 0 1 0|1 0 0 s | T2
| 0 1
, f oo 0 5d
i 00 0 -+ -1 0[]0 -~ 0 1 .
Y 00 0 0 1] 1 0 0 2=
| 0 1
: Do : : e { :
Ya o0 0 -+ -~ 0 11]0-- 01 €rd

Matice planu vSak neni plné hodnosti, nebot kdyz se¢teme prvnich r sloupcti, dostaneme vektor
samych jednicek, coz je rovno také souctu poslednich d sloupcti. Proto pridejme jesté jednu

podminku, a to
d
Z S = 0.
k=1
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Potom
d 0 0| 1
0 |
: 0 | :
~ |0 - 0 d |1 -0 .-
XX = 1 1| r 0
| 0 r
1 - - 1|0 0
a
Y1
Y,
N r
XY = v, |
Yq
kde vyuzivame tzv. teckové notace
d
Vi = Y
i=1
Y= Z Yir.
i=1
Normalni rovnice
X'Xp=XY

miizeme piepsat pro

g=1...,r
k=1,....d

do tvaru

d
1
dmj—i‘ZSiZY}. = m]’:EY}.: j
i=1

=0

T T
Zmi+rsk:Y.k = Tsk:Y.k—Zmi:
i=1

=1
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Model: polynomicky trend za celé obdobi spolu se sezénnosti

Uvazujme regresni model ve tvaru:

Y,5:T7°t+52t+€t EtNWN<O,O'2).
Pieindexujme Y7,...,Y, mna Y, j=1...,r r ... pocet sezén
E1,...,En Ejk, k=1,...,d d ... délka sezony.

Predpokladejme, ze trend je polynomicky za celé obdobi, tj. Tr; = G+ it + -+ + Bpt™
a sezénni hodnota je konstantni pro k-tou sezénni slozku, tj. Sz = si.

Regresni model mtizeme napsat ve tvaru:

Yie = Bo+ Bit + -+ Bt™ + s + € j=1,...,r

k=1,....d
t=0G—-1d+k
Matice planu je pak tvaru

1 1 1 | 1.0 0 0
1 2 2m | 01 0 0
: : | 00 0
: : | o0
1 d s am | 00 - 0 1
1 d+1 (d+1)™ | 10 0 --- 0
1 d+2 (d+2)™ | 01 0 0
: : : | 00 0
: : | o0
1 2d e (2d)™ | 00 --- 0 1
X' = : : 110 0 0
| 01 0 0
| 00 0
| 0
: : : : 00 -~ 0 1
1 r—=4d+1 -+ [(r=1d+1™ | 1 0 0 --- 0
1 r=0d+2 -+ [(r=1d+2™ | 01 0 0
: : : | 00 0
: : : : | 0
1 rd (rd)™ | 00 -+ 0 1

Matice planu vSak neni plné hodnosti, nebot kdyZ secteme poslednich d sloupcti, dostaneme
vektor samych jednic¢ek. Proto pouzijeme tvz. metodu horniho rohu a polozime prvni sezénu
rovnu nule

S1 = 0.
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Za téchto predpokladt lze model maticové napsat ve tvaru

Y1 1 1 1m 10 0 0 -
- 1 2 om 1 0 0
| 0 0
5 z z I 0
vi, 1 d dr [0 01
v 1 d+1 d+1)™ |0 0 - 0 f1d
2 1 d+2 d+2™ |1 0 0 “21
: : | 0 0 Bo
| 0 B
: 1 2d e (2d)™ |0 - 0 1 : '
Yau | —
2| = 10 0 o[ Pm |t 2
52
1 0 0
. | 0 0 .
¥ : : : : [0 0 01 .
r 1 (r—1)d+1 (r=1)d+1™ | 0 0 0 "
1 (r—1)d+2 [(r—1d+2™ | 1 0 0
|0 - 0
: : : : : | @ 0
Y4 1 rd (rd)™ 0 -~ 0 1 Erd

Odhad vektoru neznamgch parametri metodou nejmensich ¢tverci je dan vztahem
fo
b

= (X'X)"'X'Y

@

I
™
3

Srovnani obou modelt na konkrétnich prikladech

Zavérem provedme jednoduché srovnani obou predchozich modelt. Jak je vidét z nésledujicich
obrazkt i velice jednoduchy model s konstantnim trendem po celou dobu sezény déva u obou
casovych Tad lepsi vysledky nez komplikovanéjsi a vypocetné narocnéjsi druhy model, viz napi.
hodnota

SSE =7 (Yi— V)"
i=1
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Metoda konstantniho trendu v jednotlivych sezonach-aditivni model
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Metoda konstantniho trendu v jednotlivych sezonach-aditivni model
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3.3.5 Analyza rezidualni (ndhodné) slozky

Nékdy se stane, ze Casova fada predlozend k analyze nevykazuje pfi zbézné prohlidce nebo
grafickém znazornéni vyskyt zadné systematické slozky, takze se zda, ze je tvorena pouze
bilym Sumem. Pro jistotu vSak je vhodné provést néjaky objektivni statisticky test, ktery by
tuto hypotézu potvrdil.

Testy nahodnosti se také nékdy pouzivaji v situaci, kdy je nutné po provedeni dekompozice
urc¢ité rady ovérit, zda jsme skutecné vsechny systematické slozky z rady eliminovali tak, ze
zbytek po eliminaci jsou opravdu uz jen nahodné fluktuace ve tvaru bilého Sumu. Takové pouziti
testi z této kapitoly vSak neni z ¢isté teoretického hlediska korektni, nebot testované casové fady
jsou pak jiz zatizeny urcitymi odhadovymi chybami a ¢asto ani nejsou tvoreny nekorelovanymi
veli¢inami.

vzestupna tendence sestupna tendence
10 10 | ®
® o
8 8
°
6 e o © 6
)
°
4 . o © 4
[ ] hd ®
2 ® 2 [
® o °
0 o]
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
odpuzovani sousedu zmena podminek
10 10
) ° ° [ ] ® o o °
8 8 [ ]
°
6 6
)
4 4 N ® ®
P )
2r Py 2r
[ ) ° )
o . . , o
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odlehle pozorovani periodicita
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8 8 14 'Y
6 6
° ° ° hd
4 4
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Obrazek 3.7: Typy poruseni nahodnosti.

TESTY NAHODNOSTI

Testy ndhodnosti jsou testy statistické hypotézy, ze Yi,...,Y, jsou ndhodnym vybérem
z néjakého rozdeéleni s distribu¢ni funkci F'. Jinymi slovy test ndhodnosti je test nulové hypotézy,
ktera tvrdi, ze sdruzena distribu¢ni funkce je soucinem marginalnich, tj. plati

n

P(Yy <y, Yo <wa) =[] Fw)

i=1
Ve vsech testech budeme testovat tuto nulovou hypotézu:

H,: casova rada je realizaci vzajemné nezavislych stejné rozdélenych
nahodnych velicin

Jestlize casova fada méa nenulovou stfedni hodnotu p, budeme vysetfovat centrovanou c¢aso-
vou fadu Z; = Y; — .
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TEST ZALOZENY NA ZNAMENKACH PRVNICH DIFERENCI
(The Difference-Sign Test)

Oznacme pocet kladnych prvnich diferenci posloupnosti Y7,...,Y,. Jsou-li nékteré
sousedni hodnoty stejné, vyskrtnéme je kromé té prvni.

Véta 3.3.7.
Za platnosti Hy md statistika Sa tyto vlastnosti:

— ES
ESy="1 DS =1 = UA:MQN(OJ)

2 12 DSA

DUKAz. Tento test poprvé zavedli Moore, G.H., Wallis, W.A.: Time Series Significance Tests
Based on Signs of Differences, Journal of the American Statistical Association, Vol. 38, Issue
222 (Jun., 1943), 153-164.

1 Y > Y, EV, = 1
Polozme Vi, = r ! = Vi~rA (%) = ! 2 N
n—1 n—1 n—1
Pomoci V; vyjadieme Sp = ZVt = |ESxr =(n— 1)% a DSA = ZDVt+2 Z C(Vi, Vs).
t=1 t=1 t,s=1,t<s
Kovarince C'(V;, V;) jsou nenulové pouze pro sousedni diference, proto pocitejme
C(Vie1, Vi) = E(Vie1 - Vi) = EVi_y - EV;.
Abychom mohli spocitat
E(Vii1 Vi) = Z Vi1 v P(Vioi=vi, Vi=y) = Z Vi1 Vi p(Vio1, ;)

(’U,’_1,Ui)€{0,1}2 (vi—lvvi)e{071}2

musime odvodit sdruzenou pravdépodobnostni funkci p(v;_1, v;).

Vime, Ze pouze kovarince C(V;_1,V;) spo€itané pro n — 2 trojic |(Y;_1,Y;, Yis1) | jsou ne-
nulové. Pokud plati Y; ; < Y; < Yi;1, ozna¢me si tuto skutecnost trojici (1 2 3). Nésledujici
tabulka uvadi pro vSechny mozné piipady usporadéani (kterych je 3! = 6) odpovidajici hodnoty
proménnych V; 1, V;.

Yio1 Yi Yip1|Via Vi|| Plati-li nulova hypotéza, pak vSech 6 moznosti je stejné pravdépodobnych,
1 ; ; 8 ‘i tj. plati P(V;_1=wv;_1,V;=v;) = ¢ a odtud dostaneme
2 1 3|1 0 E(Vi—er‘)Zl'l-é:é
3 1 2|1 0 C(V V,):l_l.l:_i
2 3 1|0 1 1 e 62 2 12 1 a1
s 2 11 1) DSa=2  DVi+23, 5 C(Viey, Vi) = (n—1)7 —2(n - 2)5 = 45

K odvozeni asymptotického rozdéleni se vyuzije centralni limitni véta pro korelované posloupnosti (viz
Stuart, A.: The Power of Two Difference-Sign Tests, Vol. 47, Issue 259 , Sep. 1952, 416-424). O

Hypotézu Hy zamitame, pokud pocet kladnych prvnich diferenci je ptili§ velky nebo maly,
tj. pokud |Ua| > u, a.
2
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TEST ZALOZENY NA BODECH ZVRATU (The Turning Point Test)

Oznac¢me . .. pocCet hornich a dolnich bodua zvratu
tj. Y; je horni bod zvratu, pokud Y1 <Y, >Y
a Y; je dolni bod zvratu, pokud Yi1>Y, <Y

jsou-li nékteré sousedni hodnoty stejné = vyskrtnout az na prvni.

Véta 3.3.8.
Za platnosti Hy ma statistika Sy tyto vlastnosti:
2(n—2) 16n — 29 Sy —ES; a
ES; = —= DS; = —— = Uy =————" ~ N(0,1
Z 3 z 90 z D3, (0,1)

DUKAZ. viz Moore, G.H., Wallis, W.A.: A Significance Test for Time Series Analysis, Journal
of the American Statistical Association, Vol. 36, Issue 215, (Sep., 1941), 401-409 a

Hypotézu H, zamitame, pokud pocet bodu zvratu je piili§ velky nebo maly,
tj. pokud [Uz| > u, a.
2

TEST ZALOZENY NA KENDALOVE KOEFICIENTU 7
Oznac¢me . .. pocet takovych dvojic Y; a Y}, Ze prot < s.
jsou-li nékteré hodnoty stejné = vyskrtnou se az na prvni.
_ n(n=1)

Protoze dvojic (Y;,Y), kde t # s, je (3) = =%~ a moznosti Y; < Y a ¥; > Y, maji za platnosti
nulové hypotézy stejnou pravdépodobnost, pak

EST _ n(n—1) 1 n(n—1)

2 2 4

proto Castéji se pouziva tzv. Kendaluv koeficient poradové korelace 7 definovany

4S5,
R —
n(n —1)

Véta 3.3.9.
Za platnosti Hy md statistika T tyto vlastnosti:

2(2 5 - F
proo  pr=2@0EY L ToET A )
In(n —1) VDT

DUKAzZ. viz Mann, H.B.: Non-parametric tests against trend, Econometrica, 13, (1945), 245-
259. O

Hypotézu H, zamitame, pokud pocet definovanych dvojic je prili§ velky nebo maly,
tj. pokud |Ur| > u, a.
2
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TEST ZALOZENY NA SPEARMANOVE KOEFICIENTU p

Necht ndhodné veli¢iny Ry, ..., R, oznacuji poradi hodnot nahodnych veli¢in ve vybéru
Y1, ...,Y,. Spearmanuv koeficient poradové korelace p je definovany takto:

Véta 3.3.10.
Za platnosti Hy md statistika T tyto vlastnosti:
1 —F
Ep=0 Dp= = U, =2==2 X N(,1)

DUKAZ. viz Daniels,H.E.: Rank correlation and population models, J. R. Statist. Soc., B, 12 (1950),
171-181. O

Hypotézu H, zamitame, pokud |U,| > u, o
2

TEST ZALOZENY NA POCTU ITERACI DVOU PRVKU

Méjme posloupnost n prvku, kde je prvki prvniho druhu a [n] prvki druhého druhu:
n = ny + ny. Vybirejme ndhodné z tohoto souboru postupné prvky (bez vraceni) az do uplného
vybrani. VSech takto vybiranych n-tic je (:1) = (:2) a vSechny maji stejnou pravdépodobnost

ﬁ = ﬁ Iteraci (sérii) rozumime kazdou ¢asteénou posloupnost této posloupnosti obsa-
n2

hujici pouze prvky jednoho druhu a ohranicenou z kazdé strany prvkem druhého druhu, nebo
zacatkem, nebo koncem posloupnosti.

n1

Piiklad iterace (série):

Necht je pocet iteraci.

Pak plati
2 2 2 —
ES; = N17N2 1 a DSy = ning(2n1ny — n)
n n?(n —1)
Pokud n
ny — 00, Ng — 00 & —1—>CE(O,1),
U
pak
Sy — ES
Up =222 & N(0,1).
DS

Iterace se pouzivaji pravé k ovétrovani hypotézy, ze dana posloupnost prvki dvojiho druhu
je usporadana nahodné, tj. ze pii jejim vzniku mélo kazdé z moznych usporadani stejnou prav-
dépodobnost. Jako alternativni hypotézy prichazeji v ivahu 3 moznosti:
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prvky stejného druhu maji tendenci sdruzovat se ve skupiny, takze posloupnosti s malym
poctem iteraci maji vétsi pravdépodobnost, nez ostatni. Hypotézu H, zamitame proti

alternativé H;, jestlize
Tz

prvky stejného druhu tvori zfidkakdy vétsi skupiny, takze posloupnosti s vétsim poctem
iteraci maji vétsi pravdépodobnost, nez ostatni. Hypotézu H, zamitame proti alter-

nativé H,, jestlize
Tz o)

spojuje obé predchozi. Hypotézu H, zamitame proti alternativé Hj, jestlize

|U[| Z ulig .
2

MEDIANOVY TEST

Medianovy test pro testovani hypotézy, ze Y1, ..., Y, je posloupnost nezavislych pozorovani,
voli vybérovy median

F (V) +Y(gey) mosudé

kde Y{y),...,Y(n) je uspofadanim Y7, ...

Jeli Y; > Y nahradime jej prvkem a

~ =1,...,n.
Y; <Y nahradime jej prvkem b’ prot et

Median rozdéli n prvkia presné na dvé skupiny n = 2m.

Oznacme pocet iteraci (séril) v posloupnosti vytvorené podle predchoziho pravidla.

Véta 3.3.11.
Za platnosti Hy md statistika S,, tyto vlastnosti:
m(m—1) Sm - ESm A

= @n-1) = Us,= ~ . N(0,1).

ES,=m+1 DS,

Alternativa je citliva vici vzestupné ¢i sestupné tendenci, dlouhym periodam, nahlé
zméné podminek.
Alternativa je citliva vici kratké periodé, odpuzovani sousedi.
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Yt SH+EU =2;& OWN(0,1)
5 T T T

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

HO: Test hypothesis of data being white noise (1=not rejected; O=rejected):

Test based on sign differences: 1 0.122169444 100
Test based on runs up and down: 1 1.0108213 138
Test based on Kendall coefficient: 1 1.20890794 10522
Test based on Spearman coefficient: 1 1. 204696 0. 085398635
Medi an test: 1 0.141778031 102

Yt = + a sin(4rmtt/n) + € n=200; u =2; a=5; g OWN(0,1)

10 T T T

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

HO: Test hypothesis of data being white noise(1=not rejected; O=rejected):

Test based on sign differences: 1  1.3438639 105

Test based on runs up and down: 1 0.84235108 127
Test based on Kendall coefficient: 0 5.499263 7348

Test based on Spearman coefficient: 0 5.6226341 -0.39857796
Median test: 0 13.185357 8

Obrazek 3.8: Demonstrace citlivosti testi nahodnosti na simulovanych datech.
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Ex 3.5: plastics.dat
1800 T T

1600

HO: Test hypothesis of data being white noise (1=not rejected; O=rejected):
1400 Test based on sign differences: 0 5. 5441595 42
Test based on runs up and down: 0 4.5601364 24
Test based on Kendal |l coefficient: 0 4.2221884 1216
1200 Test based on Spearman coefficient: 0 3.8574334 0. 50219505
Medi an test: o] 4.6874741 13

1000

800

600 s s s s s
0 10 20 30 40 50 60

Monthly sales of product A for a plastics manufacturer

Ex 7.5: condmilk.dat
180 T T T

H: Test hypothesis of data being white noise(1=not rejected; O=rejected):

Test based on sign differences: 0 2.3618875 52

Test based on runs up and down: 0 11.92609 24

Test based on Kendall coefficient: 1 0.31755367 500

Test based on Spearman coefficient: 1  0.24887228 -0.022814084
Median test: 0 6.9671546 23

20 s s s s s
0 20 40 60 80 100 120

Stocks of evaporated and sweetened condensed milk.

Ex 8.8: schizo.dat
100 T T T T T

H: Test hypothesis of data being white noise(1=not rejected; O=rejected):

Test based on sign differences: 1 0.95668921 55

Test based on runs up and down: 1 0.29464381 78
Test based on Kendall coefficient: 0 7.1177388 1

Test based on Spearman coefficient: 0 7.0656999 -0.64771165
Median test: 0 7.211366 21

20 s s s s s
o 20 40 60 80 100 120

Daily perceptual speed scores for a schizophrenic patient.

writing.dat
1100 T T T

1000

900

HO: Test hypothesis of data being white noise (1=not rejected; O=rejected):
800 Test based on sign differences: 1 1. 7320508 65
Test based on runs up and down: 0 2.7633623 66
700 Test based on Kendal |l coefficient: 0 9. 0275973 5560
Test based on Spearnan coefficient: 0 7.814135 0. 71632058
600 Medi an test: 0 6. 7838084 24

300

200 s s s
0 20 40 60 80 100 120

Industry sales for printing and writing paper Jan 1963 — Dec 1972(in Thousands of french francs).

Obrazek 3.9: Demonstrace citlivosti testi nahodnosti na realnych datech.



Kapitola 4

Spektralni analyza jednorozmeérnych
casovych rad

4.1 TUvod

Pojem spektra se vyskytuje nejen v teorii ndhodnych procest, ale také v matematice, fyzice
a technice. Jestlize né&jaky proces vinéni je sou¢tem harmonickych vlnéni (tzv. harmonik), tak
spektrum procesu vinéni se nazyva funkce, ktera popisuje rozdéleni amplitud podle jednotlivych
frekvenci. Spektrum ukazuje, ktera vlnéni prevladaji v daném procesu a jaka je jeho vnit¥ni
struktura. Spektrum v piipadé stacionarniho ndhodného procesu déava rozdéleni rozptyld na-
hodnych amplitud podle rtznych frekvenci vinéni.

V celém tomto odstavci proto budeme predpoklddat, ze ndhodny proces {Y;,t € T} je
stacionarni, centrovany a druhého fadu (tj. s kone¢nymi druhymi momenty).

Vyznamnou vlastnosti stacionarnich nahodnych procesi je vlastnost, ze jeho autokovariac¢ni
funkci lze vyjadiit jako (nespocetny) soucet harmonickych funkci s rtznymi frekvencemi a
amplitudami.

e Podle Herglotzovy véty plati:
Je-li {Y;,t € Z} staciondrni posloupnost, pak se jeji autokovarianéni funkce ~(t) da vyja-
dfit ve tvaru

() = / "R,

kde F'(\) je takova neklesajici, zprava spojita funkce, ze
F(—m)=0 a F(m) =~(0).
Pritom F()) je jedina.

e Podle Bochnerovy véty plati:
Je-li {Y},t € R} stacionarni proces spojity podle stfedu, pak se jeho autokovarianéni
funkce ~(t) da vyjadfit ve tvaru

(1) = / TR,

—00

kde F'(\) je takova neklesajici, zprava spojita funkce, ze
F(—00)=0 a F(o0) = ~(0).

Ptitom F()) je jedina.

85
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Vzorci

resp.

o(t) = / "R ()

W0 = [ etar

se 1ika spektralni rozklad kovarianéni funkce. Funkce F'()\) se nazyva spektralni distri-
buc¢ni funkce.

Je-li F'(\) absolutné spojita, pak existuje takova funkce f(\), Ze pro ndhodné stacionarni
posloupnosti, resp. pro stacionarni ndhodné procesy plati

F(\) = : f(z)dx resp. F(\) = / f(x)dx. (4.1)

K existenci spektralni hustoty stacionarni nahodné posloupnosti, resp. spojitého stacio-
narni ndhodného procesu, staci, aby pro jeji kovarian¢ni funkeci platilo

S <o resp. /_°° I ()|dt < oo,

t=—00 o0

Existuje-li spektralni hustota f(\) stacionarni posloupnosti a mé-li variaci konecnou
na (—m, ), pak plati

e}

) =5 30 ) (4.2

ve vSech bodech spojitosti funkce f()), coz je skoro vSude vzhledem k Lebesqueové mifte.

Existuje-li spektralni hustota f(\) spojitého stacionarniho procesu a je-li autokovarianéni
funkce absolutné integrovatelna, tj.

/ (o)t < oo,

pak

FO) = = / it (1) dt. (4.3)

:% N

Spektralni hustota f(\) redlného spojitého stacionarniho procesu nebo redlné stacionarni
posloupnosti je suda funkce v tom smyslu, Ze pro ni plati

fF) = f(=X) (4.4)

skoro vsude vzhledem k Lebesqueové mire.

4.2 PERIODOGRAM

V dalsim budeme pfedpokladat, ze {Y;,t € Z} je centrovana stacionarni nahodna po-
sloupnost.
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Definice 4.2.1.
Necht Y1, ...,Y, jsou pozorovdani nahodné posloupnosti {Y;,t € Z}. Pak periodogram
definujeme vztahem

2

L(w) = 5= w € [—m, 7).

n
Z Yzefz'tw
t=1

Lemma 4.2.2.
Polozme
2 o 2 o, .
Ap(w) = —Zthostw B,(w) = —ZYtsmtw,
[ [
pak plati
Lo 2
1) = - [42(0) + Bw))
DUKAZ.
]n(w):% ;Y{te_m =5 1thostw—itz;Y;Sintw =

2 2
_ (s " Y _ Loy 2
=5 (; Y; cos tw) + (; Y, sin tw) = I [A2 (w) + B2(w)] -

PozNAMKA 4.2.3.
Neékteri autofi definuji periodogram ponékud jinak:

2

2 v :
Iiw) == Y Ve ™| = [Al(w) + Bl(w)] = 47, (w).
t=1
Lemma 4.2.4.
Pokud oznacime pro k =0,1,...,n—1
1 n—k
Cp=—b Zl ViYiix
1 n—k
Ci=—> Yi¥iu
t=1
pak plati
1 n—1 1 n—1
_ k _ * *
I(w) = o Co + 2; (1-1%) C’kcoskw] =5 Cy + 2;0}‘C coskw]
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DUKAZ.
1 i n 2 n 2
I,(w) = Py <ZY}COS tw) + (ZYtSin tw)
| \t=1 t=1
1 M n n n n
=5 (; Y, cos tw) <; Y, cos sw) + (; Y, sin tw) (; Y, sin sw)]

2 Z Z tt) S (COS tw cos sw + sin tw sin 8(,4))
™
t=1 s=1

ZWHZZY;Y cosw(s —t)

t=1 s=1

Zavedeme-li dale substituci , pak

‘—n—i—lﬁkﬁn—l

a
tyké se kladnych k
1 < t < n ‘
1 < s=t+k < n = max(1l,1—k) <t < min(n,n—k).
1-k < t < n-—k
- - tyké se zapornych k
a pak plati
1 n—1 min(n,n—k)
I, = — k YiYiik.
(w) 5 Z cos kw Z WYk
k=—n+1 t=max(1,1—k)

Nyni vezméme zvlast pripady, kdy & = 0 a ostatni, pficemz vyuzijme faktu, Ze funkce cos je
sudou funkci. Dostaneme proto

1 1¢ 1 < — |k
Lw)==——-Y Y>4+— Z n Hcosk:u)

2 n 27 n n — |kl
t=1 k=-—n+1 t=1-k
H,—/ (. ~ 2
Co C_,=Cy
n—1 n—k
1 —k
cos kw E YiYiir =
2w n n—
Ck

-1
Z ( |k|)0kcosk:w—

n—1
Co +ZZ <1 — %) C’kcosk‘w]

k=1
11 1 — 1 &
L(w) = 5=~ > ¥ 45— > coshw - > VYo
t=1 k=—n+1 t=1—k
——
fofs c* =C;
1 n—1 1 n—k n—1
+%;coskwE;Yth+k (C*JrQZCkcosk:w) O
— —
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PozNAMKA 4.2.5.

K numerickému vypoctu hodnot periodogramu se ¢asto pouzivaji pravé predchozi vzorce.
POZNAMKA 4.2.6.

Pro teoretické ucely byva vyhodnéjsi tato varianta

n—1

5 0-%)

k=—(n—1)

1
Crcoskw = — cos kw.

2
k=

n—1
> G
—(n—1)
Pro ndhodnou posloupnost {Y;,t € T C Z} plati

o0

Z ~(t) cos tw.

t=—00

Velic¢iny (1 — %) Ck, (resp. C}) muzeme povazovat za jakysi odhad (k) a periodogram se
tudiz d& povazovat za empiricky odhad spektralni hustoty.
Vlastnosti tohoto odhadu udava nasledujici véta.

Véta 4.2.7.

lim Fl,(w) = f(w)

lim DI,(w) = {gfg?}u)))

n—oo

Jestlize {Yy,t € T C Z} je staciondrni ndhodnd posloupnost s nulovou stredni hodnotou a
se spojitou spektrdlni hustotou f(w), pak ma periodogram I, (w) ndsledujici vlastnosti:

w € (—m,m).

w#0,w e (—m, ),
w =0, +m.

DUKAZ. Nejprve pfipomenme néasledujici vztahy

(1)

iZw 1 iZw i2w
n 27 = 27 — 2 :
itw iw e —1 iwe 2 (6 © ) ;o4 sin %w
e =" — T = e n n N =|e' 2 —3
eiw _ 1 1 1 sin sw
=1 612“}% (61210 —e 22w) 2
n
eztw =n
t=1
(2)
n 2 n n n n
§ eztw — E :€th E :efzsw — E :E :ez(tfs)w
t=1 t=1 s=1 t=1 s=1
cn 2 2 n
in—f—lw SN 5w S W . Ny
= le" 2 — =|——571—|---tzv. Fejérovo jadro
S S W s W
2 2
n 2
§ eztw _ TL2

pro w # 2km

pro w = 2km

pro w # 2km

pro w = 2km
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(3) Necht funkce g(w) je integrovatelna na (—m, 7), pak pro kazdy bod w € (—m, 7), v némz je

g(w) spojité, plati:
i 2(A
lim L/ M g(A\) dX = g(w)

mn sin® 2(\ — w)

n—oo

Jde o znadmou vlastnost Fejérova jadra (viz napt. Andél, J.: Statistickd analyza casovych
fad, Praha 1976, str. 97).

Nyni pocitejme stfedni hodnotu

2

E[ Zyefztw _ LZZY;Yefi(t sw _ 1 e i(t—s)w tY)
27rn 2 s 2mn S
t=1 s=1 t=1 s=1 H’_/
v(t,s)=7(t—s)
_ zﬂ—n Z Z 672 (t—s)w / i(t— s)/\f A\ = % / Z Z efi(tfs)wei(tfs)/\f()\) d\
t=1 s=1 - T =1 s=1

-~

=7(t—s)

2 ™ sin? 2(\ — w viz
g [ e 0= g 2 [ S a2 )

_ _7 SIn —()\ — W n—oo
T s
\t 1 s=1 2

=N

_|Zt: ezt()\fw) |

Tim jsme dokézali prvni vlastnost. Ditkaz druhé vlastnosti provedeme pouze pro Y; ~ I1D(0,c?),
pricemz budeme predpokladat, ze pro Vt € Z navic plati

EY} = 4 < oo.

Vice lze najit napt. v knize Andél. J.: Statistickd analyza ¢asovych rad, Praha 1976, str. 100-110.
Pro bily sum plati

o? s=t o2 h=0
EY,Y,)) =~(t—s) = ’ tj. h) = ’
(i¥a) =t =) {o jinak - ) {o jinak.
Proto . .
EL(w)|= 35 ) e MEYY,) = 2 EY? =’ =& |
t=1 s=1 t=1
Déle pomoci autokovarianéni funkce pocitejme spektralni hustotu o’/2m
- ” 2 we (—mm) o
w)|==— e y(t) =< 2" Y
Fel]= 52 3 e {0 o
> -T T

NeZ budeme pokracovat dale, poznamenejme, e pro Y; ~ I1D(0,0?) plati

Hy t=s=u=v,
ot t=s#u=n0,
ot t=u#s=u,
ot t=v#s=u,
0

jinak.

E(YY.Y.,Y,) =
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Pak pro wy,ws € (—m, ) pocitejme

Z Ye—ztwl Z Ye—zth
— = n2 {Z Z —itw1 zswlYY Z Z —iuw? wsz Y }
1

E[]n(wl)fn(wg =

27rn 27rn

t=1 s=1 u=1 v=1
n nmn o n n

= ﬁ Z Z Z Z ei(sft)un ei(vfu)ng (}/;}/;Yuyv)
t=1 s=1 u=1 v=1
= 47r2n2 {i EY? i - Z EY Y2 + Z Z ez(s t)wi z(s t)wQEY2Y2

t=1 u=1t7#u t=1 s=1,s#t
+ Z Z ei(uft)wl el’(t*'d)u}Q EY?Yi}
t=1 u=1u#t
= —47r%n2 {n,u4 + n(n_1)0.4 + ot Z Z pils—t)(witws) _ ) 4 + ot Z Z eis=t)(wi—w2) n04}
t=1 s=1 t=1 s=1

1 4 ,u4—30'
Br=R N

it(w14w2) it(w1 —w2)

Pro wy # wy a wy +wy # 2km (k= 0,+£1) plati

1 pa — 30t o* [sin? Z(w; +wy)  sin® Z(w; — wy)
n(wn) In(w2)] 472 {J n n? | sin? %(wl +wy)  sin? %(wl — wy)
Pro wy = wy = w # 2k7m (k = 0,=£1) plati
1 py — 30* o [sin® nw 1 py — 30t otsin®nw
E[2 = — 4 _ — 2 =19 4 e oY e
n@) 42 {J L sin? w o W\ T T T sin? w

Pro w; = wy = w = 2k7m (k= 0,=£1) plati

1 py — 30t ot 1 g — 304
EIQ( ) 4—7T2{04+7+ﬁ[n2+n2] :7 30’4+T

Odtud diky vztahu
DI, (w) = EI?(w) — (EL(w))? kde El,(w)=2

27
dostaneme
ﬁ{a‘lw-i” + e 2 = Pw) prow # 0w e (—m,m),
DI, (w) = S
s {20t 4 vt 225 = 22(w) prow = 0, %

POZNAMKA 4.2.8.
7 ptredchozi véty vyplyva

1. Periodogram I,(w) je asymptoticky nestrannym odhadem spektralni hustoty.

2. Periodogram I,(w) neni konzistentnim odhadem spektralni hustoty, nebot jeho rozptyl
nekonverguje k nule, vzrista-li neomezené délka posloupnosti n.
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Y, = sin(2riB0t /n) + sin(2m125t /n) + € &~ WN(0,1); n=1001

N B O R N W A O

T
—
—
~
i
—
=
_—
|1

i il |/ | r
—“r | | ¥ ! ‘ \ 3y T }
-3 - = a . |
oL Y _
5 | & ! ! I

0 50 100 150 200

‘ :'-‘ .’:- WLTE ; ‘, . : .“ - i | ';-"

\ i ‘ it LS / \, W i : \ N ." "‘
AR AR T AR U R /)
-3 ' ol | | ‘
: “ i i I ’ N | | ! _

-4 \ -
I I I I
500 550 600 650 700
6 T T T T

LU VIR LS AT LY B T (e LA A L A
2 - X‘. \ 'J \" “ “ u -"\l- " \, | , » s ‘J ,I L | \"
e : Lo ,

Obrazek 4.1: Simulovana ¢asova rada.
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Periodogram In(wj) ooj=j a2mnt/m) j=1,...m

5 T T T T T T

log( In(wj))

-10
0 0.5 1 15 2 25 3
m=125 n=251
5 T T T T T T
ol _|
=.
3
_C
k=)
o
5 _
10 I I I I I I
0 0.5 1 15 2 25 3
m=250 n=501
5 T T T T T T
— 0 N N
=
=
>
o
5 1]
_10 I I I I I I
0 0.5 1 15 2 25 3
m=375 n=751
5 T T T T T T
— o N
=
=
>
o
sk
_10 I I I I I I
0 0.5 1 15 2 25 3

m=500 n=1001

Obrazek 4.2: Ukazka nekonzistentnosti periodogramu, nebot jeho variabilita se ne-
snizuje se vzrustajicim poctem pozorovani.
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Periodogram z prvni casti dat
5 T T T T T T

€
o
AL
E
=4
N
g
T
3
— 5
En
=
S
~10 | | | | | |
0 0.5 1 15 2 25 3
m=125 n=250
Redukce rozptylu zprumerovanim 4 periodogramu bez prekryvani dat
5 T T T T T T
g
-
an
E of i
=
N
[
I
3
~ 5 .
En
=
o
_10 | | | | | |
0 0.5 1 1.5 2 25 3
m=125 n=250
Redukce rozptylu zprumerovanim 7 periodogramu s prekryvani dat delky 125
5
E_ T T T T T T
-
AL
E o 4
=
N
g
I
3
~ 5 .
3
=
S
_10 | | | | | |
0 0.5 1 1.5 2 25 3
m=125 n=250
Redukce rozptylu zprumerovanim 12 periodogramu s prekryvani dat delky 187
5 T T T T T T
£
o
TN
E o -
=4
N
=
T
3
~ 5 f
Ea
=
o
| | | | | |

I
N
o
o

05 1 15 2 25 3
m=125 n=250

Obrazek 4.3: Na obrazku je demonstrovan tzv. Welchuv pfistup, ktery vychézel ze zmenso-
vani variability primérovanim periodogramu pies neprekryvajici, resp. prekryvajici poduseky
dat. Periodogram lze jesté vice vyhladit pouZitim riznych vah (viz. Neparametrické odhady

spektralni hustoty)
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PRIKLAD 4.2.9.
METODA SKRYTYCH PERIOD.

Uvazujme nyni takové casové fady, které miZzeme rozlozit na sou¢et harmonickych frek-
venci, jejichz délky period lze vyjadiit jako podil | T}, = 7 |, kde n je pofet naméfenych hodnot
al<k<n.

Oznacéme dale = Tik =k k-t4 frekvence

n

=27 f = 27?% k-ta thlova frekvence

Maximalni délka periody, kterou jsme schopni wurcit, je rovna poc¢tu pozorovani,

2
n

tj. | Tmax = n |, tedy kK = 1 a minimalni frekvence ma velikost | wpyi, =

Nejkratsi zjistitelna perioda je | Ty =2 | Této délce odpovida frekvence [wmax =7 |,
tzv. Nyquistova frekvence.

1,2,..., pro n sudé

3 NI3

1,2,...,%1  pro n liché.

7 predchozich avah vyplyva, ze k muze nabyvat hodnot: k = {
2

Model ¢asové fady pak miizeme zapsat ve tvaru| Y; = s, +¢; |,

kde ¢ oznacuje ekvidistatni ¢asové okamziky méreni
(pro jednoduchost predpokladame, Ze intervaly maji jednotkovou velikost),

n je poc¢et namérenych hodnot,
g je bily Ssum: g, ~ WN(0,0?), tj. Fe; = 0; De; = 0% Cleg,e5) = 0; t # s,

sy je periodicka funkce tvaru

Z;’:l(aj cos tw; + f3; sin tw;) pro n liché
Sy =
: i_1(ajcostw; + Bjsintw;) + ax (—1)"  pro n sudé

kde «;,5; € R, p € N jsou dan ¢isla a nazyvame je parametry modelu.

Pokud [n] je sudé ¢islo,

muze byt mezi vybranymi periodami i perioda délky ,
coz odpovida frekvenci [wmax = 7]. Vzhledem k tomu, Ze plati

sinnm =0 a cosnm = (—1)",

proto zapisujeme koeficient odpovidajici této frekvenci zvIast.

Ekvivalentné mizeme s; napsat ve tvaru:

{ L_1 pjcos(tw; — 0;) pro n liché
St =

L_1pjcos(tw; — 0;) +an(—=1)"  pron sudé

kde  pp = +/ai+ 3} je amplituda k-té harmonické slozky

0 arctan —g‘; ap >0 | £ , té b losk
= e fazovy posun k-té harmon. sloz
F arctan —5‘; +71 o <0 J yp y

Pokud zahrneme do poctu frekvenci i frekvenci nulovou (kdy & = 0), pak
pfibude clen, ktery oznacime <, pfitom 3y = 0.
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V dal$im pro jednoduchost predpokladejme, Ze n je liché ¢islo. PouZijeme-li trigonometrické

vyjadieni komplexniho ¢isla:
a+ bi =r(cosg +isinp)

a vztaht

pak dostaneme Fourierovu fadu konec¢né délky

p
. % + Z(ak cos twy, + By sin twy,)
k=1

p
_ % 4 Z [% (eitwk i e—itwk) a + 2% (eitwk _ e—itwk) Bk:|

k=1
o P
0 o o
=5 + D Sk — iB) €™ + Loy + i) e
-1 | T —
co ’ Ck Ck
p
it
k=—p
., p plati

pricemz pro k =1, ..
Qp = Cr + Cp, = ZRB(Ck)
ﬁk = Z(Ck — Ek) = —2[m(ck)

Vypocitejme stifedni hodnotu tohoto modelu
EK =S¢,

autokovarianéni funkce je tvaru
0 k£>0,teR

k) =C(Y:,Yik) = ’

11k) = O Viss) {0—2 k=0,teR

a spektralni hustota
o’/2m
- " < we(—mmn)
w)|l=— e My(t) = % T 2
)= 52 3 e {0 o ;
Tt Tt
Vsimnéme si periodogramu této ndhodné posloupnosti
g p p
2

2
1|1 S i 1 o _
I Lit(wj—w) |, — —itw
= E E cje + E g€
27T \/ﬁ =1 j——p \/ﬁ —

10 (w) I (w)

n p
E E Cjeztwj + > e—ztw
t=1

Jj=-p

1
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Upravujme déle

1 n 1 ) ( ein (wj—w) __ 1
it(wj—w) _ i(wj—w)
L) fECjze J ——ZCJ g e
Jj=-p t=1 ]_*p\ -
—_——
gn (w7 —)

soucet geom.fady
Je-li w rizné od vSech wy, ..., w,, pak plati zfejmé

lim IV (w) = 0.

n—0o0

Existuje-li takové k, ze plati w = wy, pak

1 P
I (wy) = n— + Z gj(w = V/neg + 7 Z gn(wj — w)
]—*I%J?ék —oo J=-p.j#k

)

S

a pro n — oo vzrista jeho absolutni hodnota nade vSechny meze.
Druhy ¢len JAS (w) je ndhodna veli¢ina s nulovou stfedni hodnotou a s rozptylem

Z £.e —itw| %E (i 8teitw> (i 8t€isw>
t=1 s=1
:—ZZ Eses— ZE&:?z%naQ:aQ
t=1

t=1 s=1

DI (w) = E [IP(w

nekorel

Pokud bude platit, Ze ndhodné posloupnost spliiuje model

p
Yi=s+¢& = % + Z(aj costw; + f;sintw;) + & g, ~ WN(0,0?),
j=1

bude mit periodogram pro velka n v bodech
W=A1,.-5 Ap vyrazné velké hodnoty (fadu n),

jinde jeho hodnoty budou relativné malé,

budou kolisat kolem hodnoty |—|

Periodogram je tedy dobrym ukazatelem periodicit.

7 uvedeného priikladu vyplyva, Ze vyznamna lokalni maxima v pribéhu periodogramu by
méla identifikovat periodickou strukturu uvazovaného modelu tak, ze vyznac¢i neznamé frek-
Vence wi, . . ., Wp.

Néjaky vhodny statisticky test by pak mél rozhodnout, jaké hodnoty periodogramu mtzeme
opravdu povazovat za vyznamné velké ve srovnani s hodnotami ostatnimi.
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4.2.1 Test R. A. Fishera

R. A. Fisher odvodil test, kterym se da zjistit vyznamnost nejvyssich hodnot periodogramu.
Uvazujme posloupnost nezavislych ndhodnych veli¢in Yi,... Y.
Budeme testovat hypotézu:

Hy: Yi=¢ & ~WN(0,0?)

Predpokladejme, ze n = 2m + 1 je liché ¢islo. (Je-li n sudé, obvykle se vynecha prvni ¢len
jakoZto ¢asové nejvzdalenéjsi od soucasnosti).
Uvazujme hodnoty periodogramu v bodech

9
T

wg = k=1,...,m.

n
Vypocitejme hodnoty periodogramu
I, (wy) k=1,...,m,

srovnejme je podle velikosti a oznacme

Polozme (tzv. Fisherova statistika)

Vi
W=—-
Vi+---4+V,’

ktera nabyva hodnot mezi nulou a jednickou.
Budou-li vSechny veli¢iny témér stejné,

1
bude hodnota W blizk4 ¢islu | — |.
m

Bude-li naopak veli¢ina nabyvat velmi vysokych hodnot ve srovnani s ostatnimi
velic¢inami V5, ..., V,,,

bude hodnota W blizké &slu [1].

Je tedy vidét, Ze velké hodnoty (které jsou blizké 1) budou tvofit kriticky obor nasi hypotézy
proti alternativé

Hy: V=370 pjcos(tw; —0;) +er & ~WN(0,0°)

R. A. Fisher odvodil (viz Andél, J.: Statistickd analyza casovych tad, Praha 1976, str. 79-
86) distribu¢ni funkeci statistiky W za platnosti hypotézy Hy : (za predpokladu, ze uvazujeme
gaussovsky bily Sum)

m

L= Fyjm(«) = P(W > z|Hy) = m(1 —2)""" = (2)(1—2x)m1+~~ ,

kde 0 < x < 1 a na pravé strané s¢itame tak dlouho, dokud jsou ¢€leny (1 — kx) kladné, coz lze
také zapsat takto

P(W >a|Hp) = Y. @) max(0,1 — k2)]" ' = 3 <7Z) (1= kx) ™"

k=1,2,... k=1,2,...
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Pak hypotézu H, zamitdme (na hladiné vyznamnosti «), pokud
1 — Fw i, (w) = P(W > w|Hp) = awn, < «,

kde w je skutecna hodnota Fisherovy statistiky pii danych hodnotach konkrétni casové rady a
aw|m, je tzv p-value.
V ptipadé, ze pomoci Fisherova testu zjistime signifikantni periodicitu urcité frekvence, je
na misté otazka, jak statisticky testovat ptripadné dalsi periodicity o jinych frekvencich.
Whittle doporucil, aby se v piipadé vyznamnosti nejvétsi hodnoty periodogramu V; tato
hodnota vynechala. Dale pak na zakladé veli¢in V5, ..., V,, polozime

Va

w® —
Vot -+ Vi

a stanovime P(W® > w®) podle stejného vzorce, kde misto m dosadime m — 1.

Vyjde-li i tato druhé nejvétsi hodnota vyznamna, opét se vynechd a m se zmensi o dalsi
jednicku.

Kdyz takto stanovime frekvence wy, ..., w,, ziskdme model se znamymi frekvencemi a zbylé
neznamé koeficienty odhadneme metodou nejmensich ¢tverctl.

4.2.2 Siegeliv test

V praxi se ukéazalo, Ze pfi platnosti alternativni hypotézy s p > 1 (tzn., Ze se uplatiiuje vice nez
jedna periodicita) nezamita Fisheruv test nulovou hypotézu s pfilis velkou pravdépodobnosti.
Jinymi slovy lze Tici, Ze Fishertiv test nemé pfi alternativni hypotéze pro p > 1 takovou silu
jako v pfipadé, kdy p = 1. (Tehdy je jeho sila piijatelnd a dokonce v jistém smyslu optimalni).
Proto byly hledany modifikace, které tento nedostatek odstranuji. Uvedeme tzv. Siegeliiv
test. Zde se misto statistiky W pouziva statistika T’ tvaru

- I, (wy)
T\ = Z = A |
=1\ 3 I (wy)
i=1

+

kde
(2)s = max(z,0),
je 100(1 — «)% kritickd hodnota Fisherova testu (tj. P(W > gp|Hp) = a) a0 < A < 1 je

predem zvolena konstanta (doporucuje se volit A = 0.6).
Nulovou hypotézu pak zamitame, pokud

T)\ > t)\,

kde je kritickd hodnota tohoto testu.
Kritické hodnoty byvaji tabelovany pro rtizna A a m. Jako vyznamné jsou uznany pouze ty
periodicity, jejichz odpovidajici s¢itance prispély do celkové hodnoty testovaci statistiky T).
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Obrazek 4.4: Piiklad periodické casové rady.
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Obrazek 4.5: Priklad periodické ¢asové fady spolu s trendem. Na obrazku periodogramu
je vidét, jak pritomnost trendu ovlivni velikost nizkych frekvenci. Proto se doporucuje u nesta-
cionarnich casovych fad trend z fady nejprve odstranit.
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4.3 Odhady spektralni hustoty

4.3.1 Neparametrické odhady spektralni hustoty (Window Spectral
Estimation)

Neparametrické odhady spektralni hustoty centrované stacionarni nahodné posloupnosti
{Y},t € Z} jsou zaloZeny na zlepSeni vlastnosti periodogramu.

Periodogram je empirickym odhadem spektralni hustoty, ktery je asymptoticky nestranny,
avSak nekonzistentni. Pfipomenime, ze plati (viz lemma 4.2.4)

n—1 n—1
1 1
I,(w) = o Co+2 Z Cpcoskw| = o Z C} cos kw,
k=—(n—1) k=—(n—1)
nebot pro
k=0,41,42, ..., +(n—1)
plati
k=00
pricemz

n—k
1
C;:EZ)Q)QM k=0,...,n—1.
t=1

Vzhledem k tomu, ze plati

1 . .
cos kw = 3 (e”“ + e_”“) ,
upravujme
1 n—1
* tkw —ikw
I,(w) =5 Z Crd (e 4 e7h)
k=—(n—1)
1 1 -1 -1 n—1 n—1
— %CS 4 % Czéezkw + Cz%efzkw + Czéezkw + Cz%efzkw
k=—(n—1) k=—(n—1) k=1 k=1
1 1 n—1 —1 —1 n—1
_ % S % Z Cig%efzsw + Z Cz%efzkw + Cis%efzsw + Z Ck; %efzkw
s=1 =—(n—1) s=—(n—1) k=1
1 1 —1 n—1
= Cito-0 2 s(ChH+CDe ™+ F(Ch+Cpe™
k=—(n-1) 20 =2C* k=1 20*
k=g k
n—1
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Uvédomime-li si, Ze periodogram jakozto odhad spektralni hustoty, je zalozen na vsech
moznych odhadech autokovaria¢ni funkce v bodech k = 0,+1,4+2,... £(n — 1), tj.

qz%p?+~+ﬁ)

J/

TV
n ¢lenu

1

n J/

n—1 ¢lena

1
C:L*?) = Ci(nf?;) = E\(Ylyan + Y'QYnfl + Yéyn)J

3 Cleny

1
neo=Cligy=—(Y1Yo 1+ }/QYn)/

n\

2 Cleny

* * 1
n—1 = C—(n—l) = ﬁ@fﬁ
1 ¢len
a tedy je zaloZen i na velmi malo kvalitnich odhadech. K urcitému zlepSeni jisté dojde, pokud

budeme pouzivat jen m < n nejkvalitngjsich odhadi. Mluvime pak o prostém useknutém
periodogramu

¢ 1 - * 1 - * _—ikw
folw) = %kz_: Cj cos kw = %kz_ Cre ke
coz lze také zapsat takto
1 n—1 1 n—1
folw) = o w(k)C} cos kw = o Z w(k)Cre ™
k=—(n—1) k=—(n—1)
kde "
1 |kl <m
M@—{0|m>m'
Ozna¢me Fourierovu transformaci funkce w(k)
W(w) — i i w(k)e—zkw — 1 i —ikw
27 27
k=—o00 k=—m
apolozme s=k+m+ 1, pakk=s—m—1a
2m+1 2m+1 _
1 X 1 . ) 1 . 1= e i@mtlw
W — —i(s=m—-1lw _ = ji(m+l)w —isw _ T imw :
(@) 2 gt ¢ 27T6 521 c 27‘[‘6 1—ew
_i2m+1w ZAZerlw —i2m+1w
2 2 Y 2
1 imwe (e ‘ ) 1 Sin(m + %)w
=€ =1 |= Dn(w),
27 L ( A ilw) 2m  sin jw
e 2 e2" —e "2

kde D,,(w) je tzv. Dirichletovo jadro.
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Vzhledem k tomu, Ze lze psat
1 n—1
. * _—ikw
I(w) = o Z Cre ™,
k=—(n—1)

pak pomoci inverzni Fourierovy transformace plati

™

= / I,(0)e*%d .

Pocitejme postupné

—Tr

Jde o tzv. vyhlazeny periodogram (smoothed periodogram). Funkce W (w) se nazyva spek-
tralni okénko (spectral window). Tato funkce méa do jisté miry aproximovat Diracovu § funkei
a plati pro ni

/ W (w)dw = 1.

Takto poditat odhad spektrélni hustoty by vSak bylo (vzhledem k mélo hladkému pribéhu
periodogramu) nepohodlné, proto se obvykle odhad po¢ita podle vzorce

n—1

f@) =5 S wkCie ™,
k——

n—1)

pricemz inverzni Fourierovy transformace
w(k) = /W(G)e““@de k=0,+£1,42, ...+ (n—1)

se nazyva korelaéni okénko (covariance lag window, nebo time-domaing window).

Typickymi korela¢nimi okénky jsou tzv. useknuta okénka, pro ktera existuje takové priro-
zené Cislo m (bod useknuti, truncation point) tak, ze w(k) = 0 pro |k| > m (m se obvykle voli
v rozmezi od ¢ do %).
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PRIKLADY KORELACNICH
Prosty useknuty odhad
w(k) = {

1 0<|kl<m
0 |kl >m

105

A SPEKTRALNICH OKENEK

W(w) = 1 sin(m + 3)w

2 1o

S11 5

Lag window w(k) Spectral window W (w)—Dirichlet kernel

1.2 1.2

1 4 1t
0.8 0.8
0.6 0.6 |
0.4 0.4

0.2 0.2}

o o

Taw7
—617" —217
-0.2

-6 -4 -2 o 2 a 6 -5 o 5

Obrazek 4.6: Korelacni a spektralni okénko v pripadé prostého useknutého periodogramu.

Bartletovo okénko

:{gl

W(w) je v tomto ptipadé Fejérovym jadrem.

—M) 0< k| <m 1

m

|k| > m

Parzenovo okénko

-6 (8) e ()
‘ 3

wk) =1 2 (1- 1) m < k| <m
0 k| >m
3 (smms\' o,
W(w) = Py— (%sin%) (1- 3 sin )
kde m je néjaké sudé cislo.
Obecné Tukeovo okénko
1—2a+2acos™ |k <m
w(k) = "
0 |k| >m
W(w) = aDy, (w—Z) + (1 = 2a)Dp(w) + aDy, (w + I)

kde a € (0,1).

Tukey-Hanningovo okénko

(k) = T(1+cosZE) |kl <m
0 |k| >m
W) = 1D (0= £) + $Dul) + 1D, (4 2)
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Tukey-Hammingovo okénko
0.54 + 0.46 cos == k| <m
w(k) = m
0 |k| > m
W(w) =0.23D,, (w = Z) +0.54D,,(w) 4+ 0.23D,,, (w + X)

Daniellovo okénko . Na zavér jesté uvedeme jedno neuseknuté korela¢ni okénko.
Meéjme pro § € (0, 7) nasledujici spektralni okénko

1
W(u)) = 20 |W| < 5 s
0 |w|>9

které je vlastné hustotou ndhodné velic¢iny s rovnomérné spojitym rozdélenim na intervalu
(=46,96).

Pocitejme nejprve pro
k=41,42,...+(n—1)

odpovidajici korela¢ni okénko:

T é
w(k) = /W(w)e’k“dw:/%emwdw

-6

1 [ek]” 1, A in ko
_ [6 } L (g0 — gmiho) Sl
=)

25 | ik

Pro k = 0 mame

wwsz@m:j%m:l
-5

—Tr

A celkové dostaneme

{1 k=0
Wk =\ snks
Db g 4] 4D




