KAPITOLA 1.

Opakovdni zdkladd teorie testovéni hypotéz

1.1, Formulace probléemu

Necht X = (%) ,++0,Xy) Jje néhodny vektor (vektor pozoro-
véni{) a necht H a K jsou 2 disjunktni mno¥iny rozdéleni
pravd&podobnosti na {E“,.'BH}. ﬁekne:ue, ze vektor _}_[‘ splfiu-
je hypotézu, jestliZe rozd€leni pravdépodobnosti X patff de
H, a #e splnuje alternativu, jestliZe jeho rozd&leni pat¥{ do
K. Pro hypotézu pouZijeme rovnéZ symbolu H a pro alternati-
vu symbolu K ; tedy H i K oznafuji jek vyrok, tak mnoZi-
nu rozdéleni nsdhodnych vektord vyrok splnujicich - to jisté

nepovede k omylu a zjednodusi se zdpis.

Hypotézu obvykle formulujeme tak, Ze je to mnoZina rozdé-
lenf majficich ur#fitou vlastnost homogenity, symetrie, nezévis-
losti apod. = proto Gasto uZfivdme pPivlastku "nulova hypotéza".
Rozd&leni patiic{ do alternstivy naopak vykazuji nehomogenitu, -
nasymetrii;ﬁévialestr apod. '

Problém spodivéd v tom, Ze na zdklad® pozorovanych dat
Xqaeres¥y méme rozhodnout, zda plati hypotézs H nebo alier-
nativa K. Ka%dé pravidlo, které kaZdému bodu Xqs.e«.,Xg pii-
Padi prévi jedno ze 2 moZnych rozhodnuti: nppijeti H® =

vzamitnutf H " , nazveme (nerandomizovanym) testem hypotézy

H proti slternativd K . Takovy test rozd&luje vyb&Erovy pros-

tor na 2 komplementérni &ésti : kriticky obor (obor zamitnuti)

A, = obor pFijet{ Ay. JestliZe pak (X),...,xy)€4y , test

%
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hypotézu zam{té a v pfipadé {xl,...,xHJEAH Ji nezamité.
Jestlife na zdkladé& pozorovani Xy 90009 Xy  provédime n&-

Jjaky test, miZe byt nade rozhodnuti{ sprévné, nebo se miZeme
dopustit jedné ze 2 druhd chyb :

(1) zemftneme H, i kdyZ H plat{ (chyba I.druhu),
(2 pPijmeme H, i kdyZz H neplati (chyba II.druhu).

Je Zéddouci pouZit takovy test, ktery mé co nejniZif{ prav-
d&podobnosti obou druhd chyb. Pravdépodobnost chyby I.druhu,

Jje-1li P&H skutelne rozdilenf vektoru X , je rovna
(1.1) Pl X€h, ).

#1slo sup P( XEAK} nazyvéme velikostl testu s kritickym
PEH =

oborem A.,(

Pravdépodobnost chyby II.druhu v pfipadé, Zfe Q&K Jje

skutelné rozd&leni X , Jje rovne

{1.2) Q( EEAH} =1 = Qf _;;E.AK).
Hodnotu pravdépodobnosti
(1.3) /B(Q) =gl XEA), QEK

nazyvéme silou testu proti alternativé Q, Q&K . Funkci
/B{Q} : £ =5 stll pak nazyvéme silofunkei pFislusného testu.

Zédouci je pak test, jehoZ silofunkce je meximé&lni stejno-
m&rné& pies celecu alternativu a jehoZ pravd&podobnost chyby I.

druhu je meld pro viecka rozdéleni splnujici hypotézu.

Teorie testovéni a hleddn{ optima se zna®n® zjednodusi,

roz5ifime-1i mnoZinu testd o tzv. randomizované testy. Rando-

mizovany test zamitd H pPi daném X 8 pravdépodubnnsti¢{£)
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a pfijimé s pravdépodobnosti l-?(ﬁ}, M?(})fl pro vi. Xx.
Ka%dy test je task charakterizovdn funkei @ , Zvanou testové
(nebo kritickd) funkce takovou, Ze 0% ?él. Kriticky obor tes-
tu je pak {;_ g ?(;5] = 1} , takZfe u nerandomizovanych testd
je @ indikdtorem kritického oboru.

Zavedenim ranﬁnmﬁ.zwanﬁch testd se mnoZina v3ech testd
ztotoZnuje & mnoZinou v3ech funkef {?(‘E}:Oﬁ?ﬂ} s a je tedy
konvexni =2 slabé kompaktni.

JestliZe P je skute&né rozdé&leni pravd&podobnosti X,
pek test s hitieknu funkeci ? zamitd H s pravdépodobnosti

(1.4) ﬁgm - 39(95{ X)) =f (x)aP(x).

Je zFejmé, Ze mezi v3emi testy H proti K by byl nej-
lep3f ten, ktery by splnoval

(1.5) ' @(Q) =EQ{®(§;]J : = max pro v3. Q&K
a zéroven
a.e) e = E((®) : =min  pro vi. PEH .

ProtoZe nelze obéma podminkédm souZasn® vyhovét, formulujeme
dlohu optimélniho testu takte: zvelime malé &islo 0{,, o<ol<l,

tzv. hladinu vyznamnosti, a mezi viemi testy vyhovujicimi

(1.7) ﬂg(P} €& pro vE. PEH

hledéme test vyhovujici {(1.5). Pokud takovy test existuje, na-

: zyvéme Jjej sitejinom®rné nejsiln&js{ (SH) test H proti K ve-
| likosti £l . krétce stejnomdrnd nejsilndizf o —test.

. Podle toho, zdali H (resp. K ) obsahuje jeden nebo vice
prvkﬁ, mluvime o jednoduché pebo sleZené hypotéze (resp. alier-
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nativé).

V pripadé jednoduché hypotézy i elternativy je prcblém
maximalizace (1.5) za podminky (l1.6) pln& Fe3en Neyman-Pearso-

novym lemmatem, které uvedeme bez dikazu.

Neyman-Pesrsoncve lemma. Nechf P a @ Jaou dvé rozdédleni
pravdépodobnosti, kterd maji hustoty p a ¢q vzhledem k mf-
Fe /b (miZe byt i ’60 = P+Q). Pak pro test jednoduché hypo=-
tézy H:{PJ proti jednoduché alternativé K :{Q} existuje
test @ & konstants k tak, Ze

(1.8) EP{QSEEE” il

&

(1.9) Poar afti s teoline i) 2iaiy
28 0 jestliZe q(x)<k.p(x).

Tento test je nejeiln®j8im ol-testem H proti K.

Checeme~1i nalézt nejsilndj8L test sloZené hypotézy proti

jednoduché alternativé, miZeme nZkdy pouZit nédsledujici vétu:

VETA 1. UvaZujme problém testovéni sloZfené hypotézy H pro-
ti jednoduché alternativé K :{Q} . Necht v8echna rozd&leni
patficf do H i K msj{ hustoty vzhledem k o-kone&né mife

{(b. Necht PEN e nechi @-ﬂ je test takovy, Ze

1 ... JestliZe q(x))kp,(x)
0 ... JestliZe q(x)<kp,(x)

arpr
pro n&kterou konstantu k ; Py = af_; s q = %Q_

Pak, jestliZfe plati /w

(1.10) @G(E} =

11 E = =
@i w5 (@) s B (@ (1)) =ol

kde 0<d¢l, je test @-ﬁ nejsilngjsim o~ tester =© proti K.

=== . A
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Rozdélendi Pu pak nazveme nejménZ p¥iznivé rozdéleni hypnté;

2y H vzhledem k alternativé K :{Q} .

Dikez v&ty 1 jako? i Neyman-Pérsonova lemmatu lze nalézt v kni-

ze Lehmann (1959).

Ne zévér jedté& pfipomeneme definici nestranného testu:

DEFINICE 1 : HRekneme, Ze test @ hypotézy H proti slterna-
tivé K Jje nestranny, jestliZe plati

&(P}(ﬁ; pro v&. PE€H

f1.12)
ﬁ!(ﬂ})df pro v, Q€K .

Pokud existuje SN g{-test H proti K, je nutné nestranny,

protofe jeho silofunkce unemlZe byt mend3{ neZ silofunkce testu

Ep{xJ'Eﬂﬂ .

Priklad 1. Nech¥ X Jje charakteristika vyrobku v hromadné
vyrob&. Vyrobek je dobry, JjestliZe X2 u, kde u Jje dand

konstanta. Chcens testovet hypotézu H : p 2 p_  proti alterna-

)
tiveé K : p¢ Py kde p = P(X%u) je pravd&podobnost, Ze vy-

robek je vadny.

Nech¥ Kl,...,xﬂ; jsou mé¥eni provedend na nédhodném vybé-
ru N vyrobkd. X Jsou tedy nezévislé ndhodné velidiny se
stejnym rozddlenim P , které nezndme. KaZdé takové rozdZleni
lze Jjednoznalné& charskterizovat troJjici {p,P",P+}, kde P~
je rozdsleni X podminZné jevem X4u a P’ je rozdileni X
podmin&né jevem X Du. Jestlife p~ a p° jsou hustoty P~
a P¥ vzhledem k n&jeké mife fi={napf. ;90 =P 2Py & jestli-
Ze x - {xl,...,xu} Jje bod vybé&rového ﬁ:asta:u takovy, Ze
;,..,xjﬂ_m
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pak hustota sdrufeného rozdé&leni xl,...,x.ﬂ v bod¥® x Jje

rovio

m N-m _=- - _+ +
(1-p) AN e p ilx: ) B e R P (x b e
i PV in Jy INem

vafujme nyni pevanou alternativu, Feknéme (py- 7 ),
| ‘kde pl( Poe Ofekévéme, ¥e nejméné piiznivé rozdileni hypo-
tézy H proti této alternativé bude {pu,P",P+), protoZe je
ne,ibliZe zvolené alternativé. Ov&rfime tuto skuteénost pomoci
vity 1. Test @n pF{sludny {pﬂ,P',P"'} mé tvar

: Py ml-pl N-m
R Lo rvwe  -Jantlige {E—)(I’:F;] > Cy
A B (x)s -E-v vee JestliZe = c1
| 5 L0 ... JjestliZe J {I—}“‘m<

.. Cl je konstanta. ProtoZe P, & Py jsou pevné, P Py
Jireme %n(;&) padt také ve tvaru

| _ [1 sue - HEC
i ’ﬂ‘ T i “as e
rt ‘:.v }J .. ﬂ oes M = cz

LG [N M?Gzl

e M Je pefet vednfeh vyrobkd ve vybéru a konstanty G,
¢ 7 Jjsou urfeny podminkou P(M< Gz} +9’P§ M =GE) = pro

Fi

- pu*

mnozdélenf{ ndhodné veliiny M je binomické b(p,N) a je te-
dy nezfviclé na P =& P* . 0dtud plyne, %e silofunkce tes-

(P“ zdvisl jen ne p a je klesa,jici v p, takie za

i atnosti H dosahuje maxima pro p = Pgye Tim je dokézénc,

, P7, P*) je nejménd p¥iznivé rozd&leni{ H vzhledsm -

¥a [p

{pl? | g P*) a Ze %u Jje nejsilnZjdim O -testem proti
28043 Z2
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této alternativE. Zdroven vidime, Ze test @n nezév.si na
specidlmn® zvolené alternativ& a je tedy stejnomérné rejsilnéj-
&1 pro H proti K .

JestliZe oznadime Z; =X, - u, pak testovd statistika
je po¥et 2, mezi Z,,...,2y pro kterd pleti Z; £ 0. Pozdi-

ji uvidime, ¥e se jednd o tzv. znaménkovy test.

Tim jsme také ziskali prvni pfikled testu optimdlniho pro
neparametricky model. Kdybychom pFedpoklddali n&jaky specifie-
k¥ tvar rozd&leni X ,mohli Wychom doestat Jjiny test,

1,2, Prineip invariance v testovéni hypotéz

Mnohé statistické problémy Jjsou z urditého hlediska sy=-
metrické. FPsk je pPfirozené, omezime=-1i se p¥i PesSenf t&chto
problémd na statistické postupy, které jsou podobn& symetrické.
Nep¥. pifedpoklddejme, Ze xl,...,xn jsou nezdvisglé néhodné

velidiny s rozd@lenimi pravdé&épodobnosti Pgi,...,Pg . Pak od
o)

vhodného testu hypotézy H : 91 = see = Qn proti alternativé,
e alespon 2 hodnoty 2z Qre-y O, Jsou rizné, ofekdvéme, Ze bu-

de symetricky vzhledem k usporéddni dat Xygece e

Matematickym vyjédrenim symetrie problému je jeho inva- -
riance ke vhodné grup® zobrazeni. V naSem pfiklad& je touto

grupou mnoZina vSech permutaci dat Xpseoe X0

Obecn® necht g Jje prosté zobrazeni vybZrového prostoru
% na sebe. Kekneme, %e problém testu H proti K je invs-

riantni vzhledem ke g, JestliZe g zachovdvé hypotézu i al-

ternativa, t3. :

é:’w

(1+13) PEH = P g”' GE, Q€K =) Q g~ &K

e e =



a JestliZe ke raZdému rcezdéleni P::‘._?H (resp. QIEK} existu-

1 (resp. @ =q'g™h

je PEH (res: Q€EK) tak, Ze P =P;g"
Jinymi slovy, problém testu H proti K 2zistdvé inverisntnf
vzhledem k zobrazenf g, jestliZe rozdélentg gE spinuje H
prévd tehdy, splnuje-1i rozd&len{ ‘]5 hypotézu H , & podobné
pro alternativu K .

Predstavme si, Ze problém testu H proti K jJe inva-
riantnf{ vzhledem ke grup® G zobrazeni vybireového prostorn
i na sebe. Pak je pfirozené, anezime~li se na testy, které

< P =
jsou také invariantni vzhledem ke G ,\\Jktﬂré splnuji

(1.14) @(g x) = é(y pre vi. ﬁef a g2€0.

hiezi v3emi testy, invariantnimi vzhledem ke G , se pak

snaZime n»=lézt stejnomérn& nejsilnéjsi invariantni o -test.

K tomu musime prozkoumat strukturu wnofiny viech testl, inva-

riantnich vzhledem ke grup& G. UkdZe se, Ze v nékterych pri-

padech lze nalézt vhodnou statistiku, zvanou maximélni inva-

rianta takovou, Ze kaZdy invarientnf test je funkci této sta-

tis tiw .

DEFINICE. Statistiku T = T(x) neazveme maximélpi invarisn-
tou vzhledem ke grup® zobrazeni G , jestliZe plati

(1.15)  Tg x) = Mx) provd. xek a geq,
tje T Jje invariantni,
a
(1.16) T(ﬁl} = T(,%E] implikuje, Ze exiatuje z&€G tak,

Ze X5 = & X

VETA 2. Necht T(x) Jje maximélni invarianta vzhledem ke

grupé zobrazeni G. Pak test (x) Je invariantni vzhledem
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ke G prdvd tehdy, je-iliZe existuje funkce 2k ovd, Ze
@{y =h(Nx)) provs. xelf.

Dikaz. (1)} Jestlize @{3‘5) = h(®(z}) pro v ¥ , pak

(g x) = h(T(g %)) = h(T x)) = @{5} Pro 1lib. z€G, a te=-
dy @ Je invariantni.
(2} Nech¥ @ Je invariantnf a nechf T':..:-'El) = T(x,). Pak

pedle definice je X = € 21 Pro ndjaké geg@ a tady?(ﬁzjz

H@{ﬁl}:

Priklad 1

Priklady maximélnich invariant

(1) Nechtf X = (xl,...,xn) a necht @ Je grupa posunutf

+¢), ceRrt .

]

g

(X + Gpenay X,

I

m - == - - ] L} - = # s .
Pak I(x) = ¥ = lf:«c1 XpseeeyX o xn} J& maximdlni invarianta,
Skuteéns, T%} Je invariantn{ vzhledem k posunuti; na druyhé

; ! ; /
strang, necht T(x) = T(x ); poloZime-1i X,~%X,=¢, dostaneme
! R
Ki =xi'§.c’ 1'-"-'1.:1--45&.
(2) Neeht x = (X)yee0y%,) anecht @ je grupa vseoh orto-
gonélnich transformacf R® -3 RE, pak T(x)
i=1

: 5 . g ; :
ximélni invarianta, protofe 2 body A 8 X se dajfl vzdjemns
zobrazit ortogonsln{ transformaci prévs tehdy, maji-1i stejné
vzdélenosti od poddtku.
(3) Necht X = (zl,...,xn} a necht G je mno¥ina nI per-

mutaeci sloZek X « Pak mpximélni invariants
T(x) =(x{1} Exohe & x{n))
AF

Je vektor uspofddanych slosek X, » tz2v. vektor poréddkovyeh

statistik.




i (4) Nech G je mnoZine v3ech zobrazeni tvaru
x;‘. - f{zi) s i=1, soeyll
takovich, Ze f Jje spojitd a ryze rostouci funkce. UvaZujme
jen ty body. v#béruféhu prostoru % y JejichZ v3echny sleifky
jseu rizné.
Nechi R; Je pofedf x; mezi x,...,%, tj.
n
Ri = ’jgl B{Ii-xj), i‘—‘l,.-.,n,
kde u(x) =1 pro x20 a u{x) =0 pro x<£0. Pak

il | T{'{J = {Rl,...,]in) je maximélni invarianta vzhledem ke G.

Skute&n&,spojitd rostouci funkce nem&ni pofadi sloZek X

coZ znamend, Ze T(g) Jje inveriesntni. 2

Abychom dokézali vlastnost (1.16) statistiky T{.ﬁ} .

pfedpokléde jme, Ze 2 rlzné vektory X a 5' majl stejny vek-

tor porfadi Ryj,eesR 0 To znamensd, Ze je-1i x; £ Ii€ soe
1 2
P 4 x; vektor x uspofédany podle velikosti sloZek, plati
n
T ! ! v
iox, & vt xin pro vektor x . Definujme funkei

1 1
L + R =30 takto

i -
X; s i=l,.+.,0,

f{xi]

f Jje lineérn{ na intervalech ¢ xil,xia} e <xin-1 ,xig .

f Jje spojitéd a rostouci.
Alesporn jedna takové funkce existuje, a tedy T{E} Jje maxi-

mélni invarianta.

Prikled- 2. UvaZujme néhodny vektor X = (xl,...,xn}.
Chceme testovat hypotézu Hy proti alternativé Hl s
i 1
Hi L 25 méd hustotu fi(xi-a,...,xn-a}, e€R™ "
i=0,1
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kde fu’fi jsou dané hustoty, € je neznémy (rudivy) paramet:
Froblém testu Hﬂ proti Hy Je invariantni vzhledem ke gru-
p& posunutf

1
ggx[ﬁw““¢%mh cegR

Maximdlnl invarianta je Tx) =y = {xl'xu"”’xn-l“xnj‘

L mé za Hi rozd&lenf s husteoton

L :
fi(:fl,tlnufyn.l} -':jfib,yi—i*z,.*.!;?n_l'i-z,z:}ﬁz 1 1=Drl-'

Omezime-li se tedy na testy invarisntni vzhledem k posunuti
redukuje se problém na test jednoduché hypotézy Hc :E‘ mé
hustotu fi{-\yl,...,ym} proti slternativé
3
Hy : ¥ mé hustotu flwl’“"?n-.'!_)“
Podle Neyman~Pearsonova lemmatu ste jnomdrné nejsiln&j3i inva-

rientnf test mé tedy tvar
jfliylﬂ,...,;;n_l-s-z,z}ﬁz

"1 LR ; >k
‘Ifa{31+z,...,yn*1+z,Zsz

~ o ‘5f1(31+z,,..,yﬂ_l+z,z}ﬁz G
JEGrytz, ey, 1 +2,2)d2

kde k Jje zvoleno tak, sby test m51 danou velikest X .

Vy jdd¥eno pomoci plvodnich pozorovéni XysennyX
(

£ Par 3
éixJ = 1 -. e ‘J fliﬁ-l*‘t""’xn‘*‘t{dt
jfg{xl"‘t,v = ’xﬂ.+t}dt

invariantris
Test nezévisi na O, a je tedy stejnomérné nejsilni;j&imYtes-

tem Hﬁ p#ﬁtl Hl"

Pi{klad 3. Nech¥ X =(X,..0,X ) je ndhodny vybsr z roz-
déleni Nfﬂhﬁe). Testujems




H:o&xo, proti K: oo, .

Problém Jje invariantni{ vzhledem ke grupé G posunuti g X =

n
= {x1+c,...,xn+c".), c&Rl. Protofe Y =X = nl iil X, =

n
S = |I:1(Xi - T)* jsou postadujici statistiky pru/ﬂ/ a 02,

stafi omezit se na testy, které jsou funkcemi t&chto postadu-
jleich statistik. Posunut{ g x = (x1+c,...,xn+c) indukuje

..:i v prostoru postafujicich statistik zobrazeni

' Maximdélni invarianta vzhledem ke grup& takovychto zobrazeni
je zfejmé S° , a tedy stejnomdrn nejsilndjsf invariantn{

test bude zéAviset jen na g* : pfesné&ji, bude mit tvar

1 n
1 sn 0 'E (xi-_f)e é G
@(x} =@{y,321 = B ik
At
s =
0 LR L (I-"'!E} > c
;_g T B :

: 2
kde kritickou hodnotu C stanovime 2z tabulek rozdéleni ’X =
n~-1
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KAPITOLA 2.

Zékladnf vybérové statistiky : pofadi = poFddkové statistiky

Nech¥ X = (Xl,...,Xn} je vektor pozorovéni, tj. mEPitel-
né zobrazeni zsékladniho prostoru {JQ,J&} do vibérového prosge-
toru (ﬁ‘,ﬁ}, kde f Jje borelovskd mnoZina 2 R? g @ Je
systém borelovskych podmnoZin 35 . Necht x‘l} 5'1(2} £
T an} znadi tentyZ vektor uapnfédaﬁy podle velikosti.

Pak statistiku x(1) nezveme i=-tou pofddkovou statistikou

a vektor X{'} = {2{1},...,K{n}] vektorem poradkoyych statis-

tik.

P

Necht X = (x;,+00,% ) Je realizace vektoru pozorovéni,

Jjeji% Zddné 2 sloZky nejsou shodné. Oznadme ri{x} poet slo=-

Zek vektoru x , které jscu 5'1., tj. poifadi sloZky X, Vv po-
sloupnosti :r:{l}{ see {K{n}. Potadi Xi nii¥eme té% definovat zhA=-
pigem :

n
£2:1) Ry = jil u(¥, - Xj}, i=l,eeeyd

kde u(t) =1 pro t20 a u(t) =0 pro tdO.

Vidime, Ze realizac3: nsdhodného peokusu vede k uUplnému uspo-
r4ddéni dat pouze tehdy, Jsou-li v3ecka pozorovéni Xy peeeyX
riznéd. Jen tehdy Jje vektor poifadf definovédn jednoznelné. Md-1i
rozd&leni pravd&podobnosti néhodnéhe vektoru ‘E: spojitou distri-
busni funkei, nastane shoda dvou pozorovéni s pravd&podobnosti
0 . ProtoZfe v daldim testu budeme uvaZovat jen spojitd rozdéle-

n{ pravd&podobnosti, zddlo by se, fe problémem,zds je vektor po-
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radi doble definovédn, se nemusime zabyvat.

BohuZel v praxi se shody dvou nebo vice pozorovdnf Zasto
vyskytneou, i kdyZ jsou mEFené velifiny spojitého typu, protoZe
méreni vidy zaznamendvéme jen na konedny podet desetinngch

mist. Pro takové p#ipady ati¥emne definiei pofadi u testld na

nich zaloZenych vhodn& modifikovat; k této otdzce se pozd&ji

vratime.

Vektor pofadf R a vektor poFddkovych statistik :{("}
budou vychodiskem naSich dal¥fch uvah, prote vénujeme tutoc ka—
pitolu jejich vlastnostem. V kapitole 1 jsme vidé&li, Ze ob&
tyto statistiky jsou maximdlnimi invariantemi vzhledem k ur&i-
tym grupém zobrazeni vyb2rového prostoru f né sebe. Nyni bu-
deme uvaZovat jejich postaitelnost a chovédni jejich rozdéleni

pravd&podcbnosti.

Nech¥ 6% znat{ mnoZinu vsech permutaci r = {rl,...,rn}
posloupnosti (l,...,n). ﬁ, obsahuje n! bedd & je-1li vektor
‘ pofadi R dobfe definovédn, nabjvé hodnot prévé z mnoiiny& .

tNech¥ E () znati podprostor vfb&rového prostoru x
i L, - {IJ — (1] {n} o = {1}
obzahujici body =x = {2 e ) apinaytet sy L ¥

...(xm}. Nechi ﬁi"} Je o-algebra borelovakyech podmnoZin

%(.}'

VETA 1. Dvojice (K{'},R} Je pestaZujici statistikou preo
libovolny systém rozdé&leni X absolutn& spojitého typu.

Dikagz. JestliZe Je ddno X{'} = x{'] a R =r, psk pfi li-
bovolném absolutné spojitém rozdéleni 5 a pro libovolné
1€8B prate

p(y€alxt*) =2l | R=r) =




=
(r_)
-P({x einym- B @nfalel) . x(s) R=r}-{} nebo 1
(rl] Ern)
podle toho, zda (x TP - ) Jje nebo nenf prvkem A4 ;

tato pravd&podobnost zifejm®& nezdvisf{ na zdkladnim rezddlen{ P,

DEFINICE 1. Nechf lﬂD Je systém rozdé&leni{ ndhodného vektoru
= 2 necht T = T(x) Jje statistika. Hekneme, Ze statistika T
Je uplné, jestliZe pro libovolnou funkei h(t) takovou, Ze
(2:-2} EP h(T(;}) = 0 Pro vi. PE&’

plati h{T(g:’)) =0 8j. ECPJ-

DEFINICE 2. #ekneme, %e néhodny vektor X = (X,000,%)
splouje hypotézu H,, JjestliZe mé rozd&leni pravdépodobnosti
8 hustotou tvaru
n

; : = T s n
(2.3) p(x) = ;Dl f(x;),  xeR
kde f Je libovolné jednorozmérnéd husteta; tj. jestliZe sloZ-
ky X Jjsou vzdjemn& nezévislé néhodné velidiny se stejnym roz-
d&élenim absclutné spojitého typu (hypotéza nshodnosti).

T 2. Vektor X('} Jje uplnou postadujici statistikou
pro hypotézu Hﬂ,tj. pro systém (P videch rozdéleni tvaru

F2d3 ).

Dikaz.
{ £
(1) _FPostaditelnost x'e), JestliZe Jje déno( Ki'i = x‘_‘"\ :
T (r, )
miiZe ndhodny vektor X nabyvat jen hodnot (x * ,...,x =)

kde r = {rl,...,rn} Eﬁa a vzhledem ke (2.3) plati

(ry) ()
(2.4) P{£={x i Lot n)[x{'}=(x(”,...,xiﬂ?=}_
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pro v&. r iﬂa. Podmin&né rozdéleni (2.4) je tedy stejné pre
il 1] |
i viecka rozdéleni ps patfici k H,.

;‘; (2) Uplnost X('}. Dikaz dplnosti zde neuvddima, protoZe je

' znalné sloZitéjs{ a rozsdhlejdi. Podrobny dikaz lze nalézt
il v Lehmannové kniu(lgﬁﬂi.lyﬁlalﬁn dikazu je takovd, Ze se nej-

prve dokdZe, Ze statistika XI'} je ekvivalentni statistice
( (= z z xs )

| T I = E =] E ‘g L ] E -

X i=1 5 S S R

| v tom smyslu, Ze x(+) i T{Ig} indukuji stejneu pod—-g-~al-

| nebru B , & pak se dokédZe uplnost statistiky T(}_{'} vzhledem
ke vhodnému podsystému rozdéleni X spliujfeich H_ . 0dtud
- pak plyne uplnost TE’E}, a tedy i dplnost }[{'}, vzhledem

i k celé hypotéze E,.

T T

VETA 3 . Nechl nshedny vektor X mé rozdé&leni pravdépodob~-

nosti s hustotou p(xl,-u,xn}. Pak (1) K{'] mé rozd&leni
i pravdSpodobnosti s hustotou

I {rq) (r.)
g = (n}_rr.&p(x e, B )...(1{1],....x(“JJE'£{'}
(| TTT6 ke M Ll

= 0 e Jinde;

(2} rozd&leni R podminZné jevem ]{':') = x['} mé tvar

(r,) (r.)
plx 1 ke )

L )

,'I'I,I

(2.6) pR=r] x{*? = x{*)) u

'l pro 1ib. refa x‘-’eZ'-7.

Dikaz.

(1) M&-1i P bt hustetou x(", mnus{ splievat vztah
2.1y pxlde B) = J...-J-ﬁ{x{l),...,x(n}idzu) .e. ax®?
B




p(x'") B, Rer) rj--.ffmw}x‘:-} = x{*))p(xt1)
B

j"l.-s

o {I.'\J l:l‘ } If I
r(x‘e E,P:r):—_j...fpix T ek, Sl o Ayt
(2.8)
( = {
[n :".I[‘,v"&J.:L.I ;{‘rﬂj} f }
DLX jeray . - £ o,
ajg;.l i ']_J {K} F:X(“- }-.-F}E{XJJdZ‘i L d}{kx”
s v TR Shamal N 3

= (1}
dUprava integrandy Je pripustnd vzhledem k toma, Ze =z ;.{:‘;'*"{:.
(rl} (r }

i ees3X' ‘)= 0 plyne p(x R it

;=4 pro v, *ﬁ{:ﬁ

4 i Hy Je systém hustot P takovyich, Ze
PlXy  000,X ) = P\X; y9e4,X. ) pro libovelnou permutaci. 1. .,
& g 8 n ;
s+v,1_ posloupnosti lyese,h. JestliZe I ma hustotu pé€H
ok

ﬁ’
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Jsou vektor pefadf R a vektor poréadkovych statistilk X('}
vzé jemnsé nezév_isléi RE mé rozdZleni pravddpodobnosti

|
i (2.9) PR=r) =3y , rel

i s _
i a xt*? ng rozdéleni pravd&podobnost{ s hustotou

Lnj}*-‘x(ré f(r}

Q saw ,jj.nde.

i : (1)

] nl -pix ko X
i.i (2.10} pﬁxtl} H,x{'n)} :{ . : :
|

. Dikaz. (2.10) plyne p¥imo z (2.5). Déle pro 1lib. re® plati

?LI P{H=I‘}=' hf};.ujpixl,-»-,In)ﬂxl,-..ﬂxn =
! =

T ({r_)
| j jp{ 1 eenx Brymedl) - cilaiene

fxtl},.. {H}LP .)

= ( S’p{t(h ..,x{n}}dx{l} e dxtn)

<)
{

{
P{R = {1,-...,11}] ;

odtud vyplyvd (2.9).

J Abychom dokézali nezdvislost R a K(')

y 8tall, kdyz

ovatrime

(2.11)  PRer | x4 0x0)) 2 pmer) = X;

pro lib. x{"jef{'} a refl .

| Z (2.5) v3ak plyne

! 5 &5 i)
T p{x{l),'.'i'(ﬂ}\f o 1 1 n
a tedy vzhledem k (2.6} plati

= .
P(R=rf.‘e{('}=x ) 2?];"' : r&ﬁ-]x{‘éf('].

*
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Disledek vity 4, Necht x sPliuje hypotézy H,. Pak R
e ol
a x{'} Jsou nezdvislé g Jejich rozdéleni jsou déng vZ tahy

(2.9) 3 f=.10),

?ET“_ o Necht (5 ma rozdilenf s aaﬁtﬁtﬁu PEH 2 nechf
I = '“f;:;‘- J¢ statistiks., Pak plat

r 4 ‘;’ I a7 i:_'_r J ?
{Ealﬁ} E;T{_J{lgsn,l(n)[htlhj lei-P:(K ,n--,}':‘ JJ &

Jestlife g Je rozdélent Pravdépodobnostnt g hustotou q ta-
kovou, ¥s q{xl,grf,an=ﬂﬁmp1ikuje p(xl,+..,xﬂ} = 0, plats

Bro-lil. »n¢ R

(2.13) Q(R=r) =i E

a R Nezdavislé, prote plat{

; E- AT} (r_)
E[T('}:l"-"‘ié?- }iﬁl‘:l‘_ = ELT(K 1 !.nt-t,x a }[R:r.] =
(ry ) (r_)
=E[T-i}{ e n)] :
Na druhé Strans g (2.10) plyne

"Q;{R:r} = j...jq{xl,.-.,xn}dxl e dxn =

R=p
(e ) (2 )
1 n
l rq{I ’0n+}x J {l} {I—J— {l}
E ET'%%EIaJ _; (ry) {rnJ;*' B bl i il
i ;' X ,lit,x
{r.} (r_)
3 {n) o | rq{}_’ L seve X Il.}
i ol p "-irl} G B mae R
P{X ’¥Il’ }

Na zdvep kapitoly Jedtd uvedeme nékteré viastnosti margindinfeh

rozdéleny vektord R 4 K(‘} Zza platnosti hypotézy HD .
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VETA 6, Necht X spiliuje hypotézu H_. Pak platf

(§) - P@y=j) =

=3

Pr'o vé- .j=1,4|t,ﬂ; i=1’qii,nn

(i) P(R; =k, R, "m] m—) pro 1£i,j.k.m € n,

ifj, kin
(i1i) ®R; =8, ia,,... '
: W23
{i‘r} Var Ri = T 2 i=l’-'-,n
(v) Cov(R;,Ry) = - §5L | 144,520, 445
D‘ﬁk&Zi
(1) PR =j) = & z B(By=d) Ry=jp,e-asR =j ) =
JE!""'I‘J 4
z 1 = n"l a

(Sgvsempdp )i Bl 8

kde s@itéme pfes mno¥inu permutsect {.jz,”.,.jn) &isel (1,...
eeeyd=l, j*l,...,n)., Uvaha pro i=2,...,n Jemalogickd. Po-

dobnym zplsobem dokédZeme i (ii).

(iii) ER. = z ﬂ :
i j= 1 E
: 4 - e n+l.2 _ n(n+l)(2n+l) i
(iv) ‘iarEi-.-ﬁ-_Elg - (=) _,.{ R - (F=2)
ul= ; 2
n-=1
R e
n n
e n+l 2
{v) Cov(R; ,RjJ = k:El mfl k.m "E‘(‘:TT)" (===)
: i
= L [,-; I k)2 E:l (B2 _ _ nil
nin- ot k"l T L'_]

VETA 7. HNechi X mé rozdéleni pravdépodobnesti s hustotou

n
P{I_l,...,xn.} = T] #(x;).
i=l
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Pak 1(1} m& rozdé&leni s hustotou

(215) £ @ = a@HEr@) T aF)? £x), xer?
X

kde F(x) =jf(}r}d3, i=1,---,n¢
-

Dikaz. Pro distribuéni funkci X{i} plati

: n=-1 -
BR3P dex 6 20 4 pxlBl 1) @

n * .
= T ()(F(x))(1-P(x))*"Y |
j=1 "

odkud dostaneme hustotu féll Jako derivaci.

Specidlné, jestliZe X Je néhodny vy¥bér z rovnomé&rného
rozdéleni E[ﬂ,l] , P1d{ se K{l] beta rozd&lenim B(i,n-i+l)
a ma strfedni hodnotu a rozptyl

E x(l) - nil : Var x{l] = 1£n-‘1+12 z

(n+l)“(n+2)

Problémy a cvideni

(1) Necht X;,...,X Jje néhodny vybér z R(0,1).

Pak plati
cov(x(i) x(3)) o ilacizl)

(n+1)“(n+2)

(2) Necht XyseeeyX, Je néhodny vyber z rozdéleni s distri-

budnf{ funkei F a hustotou f. Pak sdruZené rozdéleni
£iz2 (i)
X 3 yo sk gk k - :i.1< izf...f(ik; kén, mé hustotu
nl f(yl)dtoftyk)

. i.=1 i —il-l
{il-llfiz-il-lll ...fn—IkJT i

i 1
(F(yy)) © (B(y,)-F(3,0)¢ *...

n=i
s 08 Ll‘F{Fk)} k pre ¥1< ;FE(""“:F_‘K‘

29043 F3

i



<=

f3)  Nech¥ X),>00,X,  je ndhodny vyb¥r z rozd&leni s distri-

buéni funkei F a hustotou f . Pak vyb&rové rozp&ti
e gtRE 1) g setoty |

X

£,(y) =n{n-1)j[F{x}-F(x-3) A2 f(x-y)f(x)dx.,

Specidlné&, je-1li. £ hustota R(0,1),

e =i g

mé& D beta
rozdéleni B(n-1,2).

I’-.J'-F'm'-._" [ r

]
B
¥

1




