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EAPITOLA 3.

Testy hypotézy o shodnosti dvou populaci

V této kapitole budeme uvaZovat problém srovndnf{ dvou po=-
pulac{ s distribuénimi funkcemi F a ¢ na zdklad® &rou nezé=-
vislych néhodnych vybérd, X;,...,X  z prvni populace a Tygeee
...,Ih 2 druhé populace. Experimentdln{ pozadi problému se
diskutovalo v pfikladu 2 kapitoly 1.

V celé kapitole budeme uvaZovat zékladni hypotézu H,:F=G.
Chceme~li nalézt vhodné testy tétc hypotézy, nemlZeme uvaZovat
hypotézu samostatn&, ale vidy jen ve spojeni s pFfisludnou alter-

nativou. Yolba testu pak uUzce zédvisi na pPisludné alternativé

a volba alternativy zédvis{i na tom, co chceme a miZeme o rozdé-
H lenfch F a G pPedpoklddat. Jednotlivé Zdsti této kapitoly
| budou vénovédny jednotlivym alternativédm; budeme podle moZnosti
postupovat od specidln&jsich (uZsich) k obecn&jsim (Zirsim)

alternativém.

BZhem celé kapitoly budeme pfedpoklddat, e F a G jsau
absolutné spojité s hustotami f a g.

3.1. Dvouvfb&rovy t-test

Necht F & G Jjsou distribu¥ni funkce normélniho rozdé-
leni H(f,uz) a H(‘?,uz), kﬂuf Y a o jsou neznémé.
UvaZujme hypotézu H_  , kterou lze v tomto pfipad® psét ve tva-

ra

{3.1) H :5 =V
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proti tzv. Jjednostranné slternativd

K1=§<V.

Jak je znémo ze zékladniho kureu matemstické statistiky, v tom-

to pfipadé existuje stejnomErn& nejeiln&js{ nestranny of ~test
Ho proti K, =& je jim dvouvyb&rov¥ t-test s kritickou funkeci

1 cee B(X,X) 2C
él‘ﬁfﬁ = {

0 ees HET)LEE

(¥ K)V

t(X,1) I
“: 5 (x -E)z + E {I--Y]' / {n-m-zlj

kie

i=1 j=1
n
.._-_L : =l
a X "15111' Y “551 IJ.

JestliZe plati 5 =V, nmé t(X,X) Studentove t=rozdéleni
o (m+n-2) stupnich wlnosti a konstanta Co Je urdens vzta-

hem oo

_S. tm+n-2':3)d3 = .

Co

JestliZe uvaZujeme hypotézu Hg, tj. (3.1), proti obous tranné

Ki:j}h}

mé nejsilndjs{ nestranny ol-test tvar

)t{x Dlrc
1‘1 D =
e pce, |

altern&tiv&

T

kde C Jje urdenoc vztahem




3s2. F = test

Nechf F a G Jjsou distribuai funkce normélaiho roz-
déleni H(f ,ai) 5 H(f, urg] kde 5, , a'le, ag jaou ne-
znémé parametry. UvaZujeme hypotézu Hy, kiera B4 zde tvar

R '
Hy ¢ a% T2
proti alternativé
| K, : o‘%( 6% -
Op&t z klasické matematické statistiky je znémo, Ze existuje

ste jnom&rné ne jsiln&ji{ nestranny o -test Hy proti K, s tes-

tovou funkei

1 ... ( ) 2C
%ztx,x} = { 2033 0
P ﬂ 'R H(E,I) < cn )

kde

(¥ J--Y)E / (n-1)

algp =

Eie
N g B
]

'-d-

(x;,-%)2 / (m-1)

=+

Jestli%e platf cr% =a§ , ®m& n(},;} rozd&leni F o n-l
a m=1 stupnich volnosti. Konstanta C g je pak ur&ena vzta-

ham ]

#*
§ Flfzu-l,111--1?*1'?)6"rrr - d:'-}
o

kde F* znali hustotu F-rozd&leni.




Je3. Permutadnil t-test

Chceme testovat hypotézu Hﬁ proti alternativs

(3.2) Ky ¢ 6(x) =F(x-A) ; x6&R', Ady,

a pritom méme podezienf, Ze F je distribuZn{ funkce normsl-
niho rozd&lenf, ale nejsme si tim stoprocentnd jisti. Je zfe j=
mé, Ze takovd situace se Zasto vyskytuje.

Kdybychom pouZili t-test a skute®né rozd&leni by nebylo
normélni, byla by pravd&podobnost chyby I.druhu obecn® odlig-
né od o , a tedy mohla by byt i v&tdf nez o& . Abychom
stabilizovali velikost testu, je vhodné pouzft tzv. permutad-

niho testu, ktery nyn{ odvodime.

Predpoklédde jme, Ze Xyseee X je ndhodny vybér z rozdd-
len{ s hustotou f(x) a Yy,00.y¥, néhodny vybér z rozdéle-
ni s hustotou f(y-A) a pfedpoklédejme, Ze hustota £ je
skoro vdude spojitd, ale jinak nezndmé. Oznaime 9: systém
viech takn‘r;}eh hustot.

SdruZend hustota néhodného vektoru {xl,....,xm, Yy,000,
cee X ) = (Zyye00y2Zy), N=m+n, pak je

(3.3) QA{E} = f{xl} f{xm}f{;rl-nj o Ty ~A).

Chceme, aby pouZity test iﬁ (z) byl nestranny (viz def. 1
kap.1l); odtud plyne, Ze musi platit

{3&4} f-saf% {21,...,ZH.} f(zll..-f(zﬂ:lﬂzl sea dBH lx'

pro vSecka feg F. Ndsledujic{ vé&ta dévé jednoduchou cha-
rekteristiku testd, splnujicich (3.4).




.

. : Se
VETA 1. Nechi ‘; Jje watﬁ’%ﬁvi. spojitfch hustot f .
Nech¥  (2(1),...,2{™) je vextor porédkovgch statistik odpo-

vidajici Z,,...,%g. Pak (3.4) platf pro v. fé€ F prévé teh-

dy, kdy#

) (rg)
(3.5) %T“%fi)(z(rl fek E ) al

pleti s pravdpodobnosti 1, kde & je mnoZina viech permuta-
of n &isel (1,...,N).

Dikaz.  Podle v&ty 2 kapitoly 1 je vektor 2z'°*) por¥édko-
v¥ch statistik dplnou postadujici statistikou pro ?' « Rozdé-
leni néhodného vektoru 2 podminéné E{'] = m{'] Jje tedy sza

platnosti H_ stejné pro vé. £ &% a tuafs i E[@(g)[z{rf’.
= I{'}J Jje za Hn stejnéd pro vs. ng:’a sk.vd. ::(') .

Mé~1i platit (3.4), musi byt i

E[ (_%‘lezlt‘:l =zi'i] = ols pro sk.va. 3{“"

a ze tvaru podminEného rozd¥leni 2Z, pfi daném Z('} = z(‘}

(viz(2.4)) vyplyvé

(ry) (r,)
&l: E[@(E}IZ{’) = z(.i]=ﬁ‘r E& {Z rl ,II',Z E } L
re o

Testy splnujici (3.5) se nazgvaji permutalni testy. Sta-
novme silu permutadniho testu 5!5 nejprve proti Jjedncduché

alternativé&, Ze sdruZenéd hustota vektoru Z je rovna q{zl,m

. "H} . Dostaneme

J'“_{%(E)q{f)dzl ...dzn = rfﬁf;;rf@ [ﬁ}q{,ﬁ}dzl ‘e ﬂzﬂ =

(ry) (rg) (ry) (ry) :
{.3'6) = E jauaj@{z 1 ,it-’,z ﬂ Q{E 1"‘-‘-’2 H }ﬁz(llsc
re&
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(I' } {I' ) (r } (r )
9 -I- J:ﬂ@t! 1 geesyd N q{z 1 yuinnigh '] )
| 'y 3 = :
E{ﬂ geesyd N
'E{z‘{rl}r"'!ﬁcru)} dz—-{l) cos ﬂ!l:ln ’

kde g Jje hustota (2‘1?,...,2'™) prislusng hustotd q
vektoru (zl,...,zﬂ} (viz kap.2, véta 2). M-1i test
maximalizovat silofunkci (3.6) za podminky, Ze splnuje (3.5)
pro sk.vé. {zil},...,ztﬁ)), musil pro sk.va. (z{l},...,zfﬁ))
maximalizovat v¥raz

(=) (ry) (r,) ()
rEé?(z = siuie ngk " Jalz gt PRSI - ® )

= : |

q(z( ) ,--r,ztﬁ}]
e (r) (rg)  (7y) (ry)

T r T
Iizd, (Z 1 geee gl N }q‘ﬂ 1 geeeyd rI }
=N (r,) {rﬁ} e
r}i:mq(z gee ey B )
&
mezi vEemi testy splnujicimi
(ry) ()
{3]8} %ﬂ. E£§{z 1 ,..-,z H ] = d’ .
" re

P¥i daném {5(1},...,3[H)) test, optimélni ve smyslu

(3.7) a (3.8), podle Neyman-Pearsonova funﬂa?an§élnihutle?ma-
r T
tu zamitdéd hypotézu Ho pro ty permutace (z 1 yon N ¥

pro které pedil

(r,) {r,)
= 1 N

Q{ AR RY ) Wi

(ry) £
Z qlz 1 PR N )
reR




nabjvé velkych hodnot; nejsiln&jsi test md tedy testovou

funkei () s
o | Tn 25|
1 PN { gereey :' C
{3'93 ) (1y) “-: ) z( J> e
r T T
é{: 1 ’,-te,g B )' r " Q(E 1 EEERT- rH ]=G{zt'}J
(r,) )
0 i dglz *eer Xicalste)

pro funkci C(z{'}] takovou, Ze platf (3.8). Prakticky to

znamené, %e N! permutaci hodnot z“‘},.-.,z{m usporéddame
podle rostoucich hodnot q(z(rl],...,z(rﬂ')] a zamitneme H
pro k permatac{ s nejv&tZimi hodnotami q{z(rl},...,r{rﬂ} :
pro (k+l1)-ni nejv&t3{ hodnotu q(z{r]‘],.u,z{rﬂ})

B s pravdépodobnosti t}" s kde k =& 3" jsou urdena vzta-

hem

zami tneme

k+3~= oA N,

Specidlné nés zajimé t#ida normélnich elternativ itvaru
(3.3), kde £ probfhé hustoty N({.L,EEJ, C‘_LEHI’
t:rz} 0. Uvidime, %e nejsiln&j3{ permuteéni test proti té&mto
alternativém nezévisi na /W, = A . Tento test je vhod-
of zvl43t& tehdy, kdyZ p“edpoklédéme, Ze néhodné vybéry poché-
zeji z nnrmélhihn rozdsleni, ale nejsme si tim zcela jisti;
poufitim permutalniho testu méme zaruﬁanﬁ, fe velikost nepre-

krod{ predepsané o4 pri Z4dné alternativé tvaru (3.3).

P¥i normélni hustot® f nabyvd alternativa (3.3) tvaru

(3-10} Q{Z-l’-v-,zm:} =
m N
= (}af a}'l exp {— -1'—-2—-[ z {zi- }2+ z (zi-{ﬁh-AJE J} =

20 i=] i=m+1l




LR

R
8 § e A
ProtoZe faktor exp{-=5 L (Z.,-w) J ue.évisl na uspofs-
( 2¢° im1 * I

ve prospéch alter-

déni {zl,o..,zﬂ), test (3.9) zamita H

N
nativy §(3.10), jestliZe expjd-L zi}?ﬂiz['}}, tedy
i=m+1 :
n N i )
Thoah: 2 Jo & & " O0UE" 7)
j=1 Y i=m+l
(3.11) O ¢ )= { z B “(g+?
3.11 @ Z Ry = sen L ¥ = 2 =z =0 |5 .J'
A =1 Y i=m# ?

B e
0 ive £ ¥y = z ziCC{z‘
j:l J i=m+1l

N
Z hodnot , kterych testovd statistike L Zs nabyvé na mnoZins
i=m+1
N! permutaci hodnot (2{1),...,z[Hl}, Jje zFejm® jen (E}

riznych a stadi{ mezi sebou porovnat jen tyto rizné hodnoty;
u
hypotézu Hj zam{tneme pro k neJjvé&tZich hodnot L z4
i=m+1

a & pravdépodobnosti 3'-' pro (k+1)-ni{ hodnotu, kde

k+ Y .-.ot'.,(g}.

Shrneme poestup, Jjak provéddime permutalni test (3.11) pro-
ti alternativé 2 normélnich vybé&rd lisigefch se posunutim:

(i) pozorujeme hodnoty (xl,...,xm, 31""’311) =

= {zl,...,zﬂl;

(ii) stanovime k20, celé a 3., ) 043'41 tak, Ze
k+ = o -
o' {r.)

(iii) vypo&teme hodnoty I 2z * pro viecky permutsce

i=m+l N
T Eﬂa; mezi témito hodnotami je {n} riznych. Z téchto hod-

not najdeme ({g)-kﬂ)—-ni podle velikosti.
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n

o1 dJestliZe = Y- je slespon rovno
J=1

tétu((ﬁ}€k+l)-ni hodnot& a zamitneme B & pravd&podobnosti

(iv) Zamitneme H

n
T s JestliZe A R T rnvna((ﬁ]-k)-té hodnoté.
jm1 Y

Nekonec uvedeme Jjinou formu permutadniho testu (3.11),
kterd ukéd¥e souvislost tohoto testu s klasickym t—-testem.
Vyndsobime=li nerovnost
n
$ y.>cezl))
j=1" 9

vyrazem {% L a odeéteme . . + L yj), dostaneme

n j=1
y-x>c U Nd D - ;=0 (')

n . 1

a daldi dpravou dostaneme jinou ekvivelentni nerovnost

1,1

¥
(322) o e (24,

L (x.=-x)%+ I (y:=y) |/ (m+tn=-2)

Kriticky obor permutadnino testu mé tedy tvar t-~testu, ve
(+))

M
kterém konstantnl mez C  Jje nahrazena nahodnou mezf C (z

3.4. Pofadové testy rozdilu v poloze dvou populaci

UvaZujeme nejprve problém testu hypotézy H, proti obec-

né alternative

(3.13) K, : 6(x) £ F(x) pro vs. xeRt, G $F,
G,F spojité, jinak nezndmé.

tj. proti jednostranné alternativé&, kterd tvrdi, Ze néhodna

veliéina s rozdélenim G Jje stochasticky v&t3f neZ néhodné

velifina 8 rozdélenim F.
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Problém testu HD proti alternativé K4 je invariantni

vzhledem ke grupé %} zobrazeni tvaru
z{ = £(z;), 1i=l,...,N

kde f Jje libovolné spojité& rostouci funkce, (zl""’zﬂ}=
= {xl,oli'xm’ Fl’-oi,yn}’ H: M+« Z pf‘iklﬂ.ﬂu 1, éést 4,
kapitola 1 vyplyvéd, Ze maximélni invariantou vzhledem ke @G

Jje vektor pofedi {Rl""’RH} néhodnych veli&in (zl,..,,zﬂ}=
n{xli'."):ﬂl’ Il’liI,xn}i

ProtoZe problém testu Hu proti K4 je invariantni
vzhledem ke g; , bude vhodné omezit své uUvahy na testy, kte-
ré jsou také invariantni vzhledem keg « & véty 2 kapitoly 1
vime, Ze kaZdy invariantni test je funkci maximélni invarianty.
V nagem pripad& bude kaZdy invariantni test funkci pouze pofa-

ai (El""’Rﬂ]’ tedy bude poradovym testem.

Vzhledem k invarianci omezujeme tedy své uvahy na pofa-
dové testy. Tridu testd v3ak miZeme omezit Jje3tEé ddle. Najde-
me=li vhodné zobrazeni vektoru {Hl,...,RH], které je posta-
gujici statistikou pro (Hlsuuﬂﬂﬁza hypotézy i za alterna-
tivy, staéi hledat vhodny test mezi testy, zévislymi Jjen na
této postedujici statistice. ProtoZe rozdéleni néhodného vek-
toru (Rl""’Rm’ Em+1""’Rﬂ] je symetrické v prvnich m &
poslednich n promé&nnych pi¥i vSech rozdé€lenich F a G ,

vidime, Ze postadujici statistikou jsou poradi

Rl< 4-4<Hm a R]IH‘].( ---<RH

velidin Xi,...,xm a Il""’rn ve spojeném vybéru, uspo-
rédanéd podle velikosti. ProtoZe kterdkoli z mnoZin ve (3.14)

jednozna&né urduje druhou,vidime, Ze mnoZinas invariantnich
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testl se nakonec redukuje na testy, které jsou funkcemi uspo-

Pfd4danych pofadi jednoho z vyb&ri ,napf. vybéru Yi,...,In.

Vektor {R;+l,...,Hﬁ] miZe byt roven vSem kombinacim
n-té tr¥{dy z &isel 1,...,N; miZe tedy nabyvat celkem (ﬂ)

riznych hodnot. Za platnosti H_ Jjsou v3ecky tyto hodnoty

)
stejné pravd&podobné a kriticky obor libovolného pofadového
testu velikosti DC=:kK{g)' se sklédé z prﬁvﬁ k bodd (srnq
oes38,), kde 1 € 8;<...<s  €N. Podle toho, které body
zahrneme do kritického oboru,dostaneme rizné pofadové testy.
BohuZel mezi témito testy neexistuje stejnomérné nejsilné j&{
pofadovy test a tedy anﬂstajnnmérné nejsiln&j&{ invariantni
test. O tom se presvéddime, af se seznémime s riznymi stan-
dardnimi pofadovymi testy: rﬁzné testy budou nejsilnéj&i pro-

ti rlznym podmnoZindm alternativy K4.

3ad4.l. Wilcoxoniliv test

UvaZujme opé&t alternativu posunuti v poloze K3:G(x) =
= F(x-4 ), x&€RY, A>0. Kdybychom v&d&li, ¥e rozdéleni F

Jje normélni, pouZili bychom t-testu uvedeného v 3.1l.

Nyni zkonstruujeme Jjinou testovou statistiku tek, Ze do-
sadime do vyrazu pro t-statistiku t(X,Y) misto hodnot
XyjseeesXp, Il,...,Yn pPislusnéd pofadi RyseeesR s Royq9eee,Rye

Dostaneme vyraz

N m N
mn,1/2,1 i ik =¢| =1/2
(3.14) (@21 5 g, m.ER'}[ﬁ‘?- £ h RT?J
N
kde R =% ZR,.
Hi=11

Tento vyraz lze ddle zjednodu#it: 2z toho, Ze (Rl,...,RﬂJ Je
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vlastné permutact (1,...,N), plynou jednoduché identity:

m N N N
ER. = FR = I Roasiill Loes

i=s1 1 i=ml 1§y d < jom+?
N N
g . _N4l,2 _ N(¥Pa1

VyuZi jeme=1i t&chto identit, vidime, Ze statistika (3.14)

je,aZ na lineérni transformeci, ekvivalentni statistice

N
{31!15} W= E Ri 3
i=m+1

tera je rovna sou¥tu pofadi druhého vybZru. PFislusné testovs

funkce mé tvar

1 L W}cﬁ

{3116] é(ﬁlpv",RN) = 3"' “ 8w W:Q;

D LR N W{C,ﬁ]

kde Ca Jje urfeno tak, aby P(W)>GC.) + JP(WCy ) =cC .

Test dany vztaehy (3.15) a (3.16) se nazyvé Wilcoxondv

test. Pat¥{ do mnoZiny invariantnich testd, kterou Jjeme vjée_
vymezili, tj. testd, zévislych jen na uspofréddanych potfadich

druhého vybéru.

Pozdéji uvidime, Ze Wilcoxondv test je lok&ln& nejsilné jiim
pofadovym testem proti alternativém posunuti K3, kde F jJe
distribugni funkce logistického rozd&leni s hustotou

-
Fi) = o x€ R,

(i )"
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Vektor usporféddsnych pofadi Ré+1,...,ﬂﬁ nabyvé za Hn
ka?dé kombinace n prvkd z &¢{sel 1l,...,N 8 pravd&podobnosti

%ﬁ * PFi malych hodnotéch N miZeme stanovit rozd&leni prav-

n
dépodobnosti W tak, Ze pro ka%dou moZnou hodnotu W = w

stanovime pcéet kombinaci (feknéme kw} k n{ vedoucich; pak

k

P£W=wJHQ} = —E—. Odtud miZeme stanovit kritickou hodnotu Cg .
(3)

Tento systematicky zplsob se vZak stdvé velmi pracny p#i vét-~

8ich H a n. Na3tésti existuje Ffada tabulek kritickfch hod-
not Wilcoxonova testu (malou tabulku viz téZ na konei skript);

déle napi. Like$-Lags:Zékladni statistické tabulky,SNTL 1978.

Rozdélen{ Wilcoxonovy statistiky byva tabelovéncjrizaym

zpiscbem: bud jsou tabelovény pFimo kritické hodnoty nebo

distribudni funkce Wy za platnosti H, pro riznd m a n.
Casto byvé tahslnvénﬁ rozd&leni statistiky
N m
Uy = Z Eu{ﬁi'zj}

i=m+l  j=1
kde u(t) =1 pro t20 a u(t)=0 pro t< 0. Statistiky

Uy & Wy jsou ve vzéjemném vztahu
We = U, + % a(n+l)
R N - 4 *

Pro vypolat Wilcoxonovy statistiky byvé vhodné Jjed{
duélni vyjédfeni: nechf z{l)<....<:ziﬁ} jsou porddkové staw

tistiky pri{sludné néhodnému vektoru (Z;,...,Zg) = (X;;eee,X,
Il,...,YH]. Definujme néhodné veliliny ?1,...,vH takto:

V, = 0 Jestlize 2'*) pochézf s l.vybiru a V, =1 jestliZe
z(1)  pochézi z 2.vgbEry, gh=lyee s N Pek platt

ijle] ‘E = El i 'Fio
. i=
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P¥i velkych hodnotéch m a n JjiZ nejsou k dispozici
tabulky kritickyeh hodnot Wy; v tom pfipadé lze vdsk kri-
tické hodnoty stanovit pomoci normélnf sproximasce rozdsleni
Wy. Statistika W totiZ mé za platnosti Hn pti min(m,n)
—300 asymptoticky normélni rozdéleni v tom smyslu, Ze plati

FH - E WM : 1
(3.18) lim P{ 15¢ X H -éix), xeR™,
min(m,n)=eo (var W) ¥

kde ?F je distribudni{ funkce normélnfho rozd&leni N(O,1).
Abychom mohli aproximace (3.18) pou¥it ke stanoveni kritickyeh

hodnot, potPebujeme stifedni hodnotu a rozptyl Wy 2za H..
V nédsledujici v&té odvodime stiedni hodnotu a rozptyl poné&kud

obecndjid{ statistiky.

VETA 2 . Nech¥ néhodny vektor (Ryyee-yRy) mé diskrétnf
rovoomérné rozdéleni na mnoZiné viZech permutaci fR‘ &isel

Leyasaallz  t3. PlR=r) '%T pro lib. rEﬁ,; nechi Cyseeey
ces g B By = a(l),«e.,ay = a(N) Jjsou libovolné konstan-

ty. Pak stfedni hodnota a rozptyl statistiky

N
(3.19) SE = .E c; a{Ri}
i=l
Jjsou rovay
(3.20) g ol :
20 E == I ¢. I =
; E H i=1 1 jl:l ,}’
H — T
(3.21) var SE = %:l x (c.wc}z z (g.-a]z .
i= J=1
i} N
- 1 - 1
kde e = O g = Z B:
E i= i’ ﬁ j:l J




e

Dikaz. Pro stfedni hodnotu plati

N it 1 N
ES,.=Z2c¢c: «EBa(B:) = Zc.«. @ & &
K i=1 * j=1 1 " J=1 J
Rozptyl mdfeme psét ve tvaru
)i}
5 2 =
var Sy = iE c; var a{Ri} - ;:2 cicj cu?{a(Ri],a{Ele =

N
= var a(R,) I ci + cov(a(R,), a(Ry)) L I cjc,; =

i=l i+j J
= cuv(a(Rl), a{Hz}].Hze +Lvar a(Rl -nuv(a{RI} a{RE}} 121¢ .
Podle v&ty 6 kapitoly 2 dostaneme
var a(R,) = % gliai =R :
ﬁuv (a(Ry), a{RE}] = T%Tﬂ'l} E?—l{ﬂﬁ'aiz s
var Sy %~1 1§1(a -a] EE + __T' E (a. -a}E.Jil cg s

Speciéln&, stfedni hodnota a rozptyl Wilcoxonovy statisti-

E wﬂ * n{N+1)

_ mn(N+l
var WK = ’

ky za Ha jeou rovay

(3a22)

Rozdélendi Wi je za platnosti H symetrické kolem
E Wi e Této vlastnosti vyuZijeme pifi préeci s tabulkami kri-
tickfch hodnot: testujeme~li napf. Hj p;nti alternativé, Ze
druhy vybér je posunut vlievo vzhledem k prvnimu, zamitéme H _,
jestlize Wy <{2EW,-G, , kde Uy Jje kritickd hodnota ze

vztahu (3.16)}.

Symetrie rozdélent ﬁ% dyne z nédsledujici véty:

20043 P4
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¥ mé diskrétni

VETL 3 . Nech néhodny vektor (RyyeeeyRy)

rovromérné rozdéleni na mnoZin& viech permutaci ﬁ%~ Eisel

l,. «,N, necht ClseessCy 8 8 = a{l},..,,am-= a(l) Jjsou
ron=tanty takové, Ze plati bud

(a) & = 8y.;41 = konst iz=l,ses,H

(b) e; + ¢y 5, = konst , i=l,.¢e.,N.

N
cozdéleni pravdépodobnosti statistiky Sy = .Elci a (R;)
1=

j» symetrické kolem ESy, tj. S mé stejné rozdleni

e e

-ES

N K

Tk T
DOkaz.

JestliZe plati (a), pak

[ £ N N
Z2Hag = Ea. + £ =~

i=1 2 i N=1+1

.i + EH,—i'Fl = EE ¥ i=1!'I§’H‘
_ N
ztme S. = L ec. a (N=R;+#1). ProtoZe (N-Ry+l,...,N-Ry+l)
pali = 1
#% stejné roudileni jako (Ry,«.«,Ry), mé Sﬁ stejné rozdé-

| { jeke S, a plati
F s (3 a H S
i=l i=1l
= Sg - ISy = ESy - Sg

= P(S,~85,,=8) = P{SéfES&=s) = P{ESH-SH=3} plati prc libo-

-

AT g, Tim Je dokdzédna l.%4st.

Jestli¥e platl (b}, pak podobn& ci+cy . .4 = 2€, i=l,.mN;

) mé stejné rozdfleni jako {Rli.,.iiﬂJ, a tedy

29043 24
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[ N N
SH = ‘El i 41 a{Ri} = I ¢ a{RN—i+1} méd stejné rozdéleni.
i= i=]l
Jjako Sﬂ; déle plati
" - AR %
Sﬂ = 2¢ By = = EESH - Sy

§=1
1
=» sy - ESy = ESy - Sy

a dikaz dokon¢ime podobn& jako v pfipadé (a).

3s4.2. Van der Waerdenlv test

Obecnou tfidu testovyech statistik pro testovédni ==

proti Kyt G(x) = F(x-A), A0, tvor{ statistiky tvaru

(3.23) s : h{Ri ) 3 (o)
3.2 = X = T hiz=) V.
5 o Pl T O NN Y

kde h Jje vhodné neklesajici funkce definované na (0,1).
Tato tfida v sob& zahrnuje i Wilcoxonlv test (h(t) = ¢,

0<¢ t<1l). Podrcon&ji si v&imneme 2 testd typu (3.23), které
se v praxi &¢ssto pouZivaji: van der Waerdenova a medidnového

testu. Van der Waerdenlv test Jje vytvofen funkei
(3.24) hi{t) = @ "1{1:], o By 7 s B

kde @ = je inverznf{ distribuni funkce normédlniho rozdé&-

leni N(O,1). Tento test je vhodny pro alternativy typu KE’

J

m

-1i F distribuéni funkce pfibliZné& normidlniho typu.

Kritické hodnoty testu tabelovali nap#. B.L.van der Waer-
den a E.Nievergelt (1956): Tables for Compsaring Two Samples

by X¥-test and Sign Test (Springer, Berlin).

P¥i velkych hodnotéch m 2 n miZeme kritické hodnoty

stanovit pomoci normédlni aproximace rozdeéleni testové statis-



o

I tiky. P¥i min(m,n)-» o0 je rozdéleni SH pfibliZng normdl-
ni{ s parametry ESg, var SH' Podle vé&ty 2 dostaneme

mn 5 -1 i 2
ESH = 0, var SH = W(N-1) El @ (m_} .

i=

I Z v&ty 3 déle plyne, Ze rozdéleni van der Waerdenovy statis-

tiky Jje symetrické kolem nuly.

3.4.3. Mediénovy test

Folo%ime-1i wve (3.23)

hit) =

H M O
L]

dostaneme testovou statistiku tzv. medidnového testu. Testo-
vé statistika m& jednoduchou interpretaci: nech¥ {w je medidn
spojeného vybe&ru Xy,eee Xy Yy,000,7 0 ledidnové statistika

je rovna podtu pozorovéni 2.vybéru, ktera leii nadfﬂl , ZVEtSe~

néd o % v pripadd, Ze N Je liché.

JestliZe N Je sudé a H = % , mé medidnov4 statistika

za platnosti Hﬂ hypergeomeirické rozd&leni pravdépodobnosti:

o) R
{ w 2T2 e *** max(O,n-N) £k 6
‘I.'L'rl

i s i % %
& e = min(M.,n
(3.25) P(Sg=k) = 1 s

bs jinsk.

Skute&né, vektor uspofadanych pofadl

"

velidin Y1,...,En nabyvd (.) moZnych kombinaci, vSech se
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ste jnou pravdépbﬂohnﬂsti. JestliZe SH =k, Jje k prvkd
prislu3né kombinace v&tZich neZ /Hr a (n-k) prvkd je mensfch

nez (L(/ ~-takovych kombinaci je cdkem (E)[nﬂc}.

Kritické hodnoty medidnového testu tedy miZ¥eme ziskat
z tabulek hypergeometrického rozd&leni (nap#. G.J.Lieberman,
D.B.Owen (1961): "Tables of the Hypergeometric frobability
Distribution'a D.B.Owen:"Handbook of Statistical Tables" -

rusky pPfeklad 1966).

Pro m,n=>0e¢ m2 medidnovéd statistika SH pribliZné nor-

mélni rozdé&leni{ s parametry
: B s |
ESy =3 VAR'Se = ¥ el
Pfi velkych poftech pozorovdni tedy pouZivédme kritickych hod-

not zaloZenych ne normdlni aproximaci.

lKedidnovy test pouZivdme zvld3t& tehdy, mdé-1li hustota
pfisludnd distribulni{ funkci F protéhlé konce, tj. jestliZe
lim, f(x) = 0, =ale konvergence je mnohem pomale j%i neZ u
X9 -~ o0
normdlniho rozdéleni. Nap¥. pro Cauchyho rozdé&leni je medidno-

vy test lep#i ne? Wilcoxonlv i van der Waerdeniiv test.

Fe54 Pofgdové testy rozdilu v rozptylenosti dvou populsei

Necht Xqseee X Jje néhodny vybér z rozdéleni se spoji-
tou distribusnl funkedf F[x?ud Y Il”’*’xn néhodny vybé&r
z rozdileni G{x-fﬂ}, pPifemZ pleti

(3.26) K5 : G[x—-/w} =FEE:G£-‘-') pro vi. xé& Hl, a>1l;

chceme testovat hypotézu o parametru o , zatimce/ufje nezné-
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my (rudivy) parametr.
Hypotéza H  , Ze oba vybéry pochézeji ze stejného roz-
de.eni, v tomto pFfipadé ¥i{ké&, Ze o = 1. Hledejme vhodny test

Ho protli alternativéam KE'

Aliteranativa K5 Je speciélni pripad nédsledujici obecnéj-
81 alternativy: je=1li F(x) distribudni funkce XyreessX
m
G(x) distribu&ni funkce Yy,000,Y, pak plati pro néjaky

bod /U/ -2

(BaET} K'ﬁ : F{x) é' G{x} TR -00 £X "—ﬂ’
F(x) 2 G6(x) o Mix{m :

Hypotéza HG i alternativa KE Jjsou invariantn{ vzhle-~

dem ke grupé gr zobrazeni tvaru z.

i = f[zi}’ i=1,¢--,H,

kde f Jje libovolnéd spojitd rostouci funkce, {zl,...,zH) =
= (Xy,0003X 3 ¥pse+29¥,), N = mtn. Invariance a postalitel-
nost opét redukuji mnoZinu testd na ty, které jsou funkei
uspofdadanych poifadi R;+l""’Rﬁ dfuhého vybéru. Mezi t&mito
testy neexistuje ol -test, stejnom¥rn& nejsiln2js{ proti al-

ternativeé =K5' Obvykle opét volime testové statistiky tvaru

N {Ri N 3
(3.28) S = F h ) = T his==) V.
jamel  BPL g BT 40
ale 8 jinou funke{ h neZz u testd rozdilu v poloze. Z ivah

: o lokélné nejeilné&jsich testech vyplyvéd, Ze vhodné jsou funks
ce h konvexni (nebo konkévni) na (o0,1) a dosshujic{ minims

(nebo maxima) v % :
Poradové testy rozptylu lze wvytvorit 2z poradovyech tesatd

polohy vhodnou transformaci, kterd spodivda v tom,Ze poradi

pozorovdni definujeme odlidnym zplisobem. V¥hodou takto ziska-

_-——-——
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nyeh testd je, Ze rozdéleni testovych statistik je za plat-

nogti H

i stejné jako rozdéleni prisluZnych testd polohy

(a tedy kritické hodnoty najdeme v tabulkéch kritickych hoao-
not pfislu3ného testu polohy).

Jako pFiklad uvedme Siegel~-Tukeyho test, ktery je analo-

gif Wilcoxonova testu. Vektor podédkovych statistik 2z'lX%
¢zt ...¢2M) | prislugny néhodnému vektoru Xp,...,X;

Ylﬁ""tn’ pfeusporéddme takto:

ti -2 - (5
(3.29) 28D, z(M) Z(N-1) 7(2) 7(3) Z(N=2) ,(N=3) 7(4) ;(5)
a tuto novou posloupnost oznalme *E{l};E(E}’.",%ﬁH}; teo

B(1) (1), F(4§-2) 5(N2-23),  H(43-1) 5 (W1-2))

F(43) _5(25) | 5(45+1) 5(25+1)

prp. g =1 2 sse .

Nyni pPifadime pofaddi 1,2,...,8 posloupnosti (3.29) v tow

sledu, jak je napséns. Oznalime-~1i "nové pofadi® Zi Jjako
EiJ dostaneme ndsledujici vzdjemné jednoznaléné zobrazeni mnewnl
vektory {ﬁi,...,ﬁﬁJ a {Rl,---,RH) :

Ei =1 Ry =1

R, = dj =2 .o By = W+2=2 j

Ry =4j-1 R, = N+1-2j

R, = 4 Ry = 2]

R s 4g L R, = 2§41,

'.j=1,2’ - w oW @

Kriticky obor Siegel-Tukeyho testu pak Je

N o
3 B..2€
i=m+1l

1
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L5

kde kritickou hodnotu C najdeme v tabulkéch Wilcoxonova tes-

tu.

Nevyhodou tohoto testu Jje Jjeho nizkd asywptotickd vydat-
nost vzhledem k F-~testu proti normdlnim alternativém %E? E
= 0,608). Na druhé strang pokud méme pochybnosti o tom, Ze
zédkladni rozd&leni{ je normélni, neni vhodné pouZivat F-testu;
rozdéleni jeho testové statistiky Jje velmi citlivé na odchyl-

ky od normality.

isto Siegel-Tukeyho testu se v praxi &astéji pouZivaji
jiné pofadové testy rozptylu typu (3.28), 2z nichZ dva zde uve-

deme .

B Klotziv test

Ve (3.28) poloZme h(t) =[ -1Et]_] £ O EET, Kde é-l'
je inverzni distribuéni funkce standardniho normélniho rozdé-
leni. Kriticky obor Klotzova testu je

N R; LR . 2
o =L -1 .1
2 [@ ':H+'1‘:J : iEl[@ {F:l}_] 25 -

i=m+l

Kritické hodnoty testu tabeloval Klotz (1962) v préci "Non-
parametric tests for scale", Ann.kath.Statist. 33. Pro velké
hodnoty m a n 1lze kritické hodnoty stanovit pomoci normsl-

ni aproximace N(E3, var S), kde

N i
ES =& L @ (-—-}]
N i=1[ N+l

N . 4 2
_ mn -1 1 A I mo
T S = NN iilﬁﬁ. (RaT JJ n{N+1) k) 7

Klotzliv test je zvlé&5t& vhodny v pripad®, Ze F Je distribuc-

ni funkce pFibliZné normdélniho typu.




3.5.2. Evartilovy test

JestliZe ve (3.28) poloZime

1
E<t(%

a %4t£1,

dostanems

2 [sign {I§%I w %l - %} + lJ :

co¥ je testové statistika 12v. kvartilového testuj pPisludny

i=m+l

kriticky obor ma tvar [Sm?tlj . Pokud neni (N+1) delitel-

né 4, je statistika Sy rovna podtu pozorovéni druhého vibé&=~
ru, pro které Jje E%f *4 % nebo ﬁ%I ? % . JestliZe je
(N+1) d&litelné 4, zvét3ime tento potet o % nebo o 1,

pokud pro jedno nebo dvé pozorovéni druhého vybéru plati
R.

1 i
e nebo ﬁ%T =1

Jestli¥e N = 4k, mé kvertilova statistika S hyper-
geometrické rozdéleni (3.25), stejn® jako statistika mediéno-
vého testujkritické hodnoty tedy najdeme v tabulkéch citova-

nych u medidnového testu nebo pomec{ normdlni aproximace.

Kvartilovy test je vhodny pro rozd&leni pravddpodobnosti
: ;
s‘téikjmi chvosty, napi. klessd-li hustota f{(x) k nule pro

x—> ~ap stejné rychle jako lg s

X
Pozndmka., Alternativy K5 a Kg pPedpoklédaji, Ze rozdé-
leni obou vybsrd se 1lisi jen rozptylenosti, nikeli pelohou.
Tento pfipad nastane napf. tehdy, jeou-1i Xl,...,lm a

Yyseee,Xp vyeledky mefeni néjaké kvantity (ﬂf ruznymi meto-

dami nebo v rtznyech laboratofich. Jestlize se mé#{ 2 kvantity,
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feknéme 5 a 7 , dvéma rdznymi metodami, Eak ob::.rkljr postup
je, Ze nsahradime j a ’1 vhodnymi odhady f & ? zaloZeny=
i na Xl,...,xﬁ Tesp. Yl,...,Yn a pak aplikujeme pocfadové
testy naﬁpseudn—pczorovéni Xl --f y seey X -f; Yl-';z,“.,

..G,In-'qf. Obecné& se rozdé&leni pravdépodobnosti testové sta-
tistiky za H, touto dpravou ménf, ale asymptotické rozdé&le-

ni zlstane zachovdno, pokud je F symetrické.

defia Testy zaloZené na empiricky¥ch distribuinich funkeich

Necht Xys0e0,%; & Yy,.e0,¥  Jsou 2 nezdvislé néhodné
vybé&ry ze dvou populaci se spojitymi distribudnimi funkecemi
F a G. Chceme testovat hypotézu HD : F = G proti obecné
alternativé
KT : F f G .
Tato alternativa znamend, Ze dvé odetfeni, postupy apod. se
1i&f, ale nelze pfijmout Z8dné zvlditni pfedpokliady o zplso-

bu, Jjakym se odlisuji.

Froblém testu H_  proti KT Jje invarientni wvzhledem ke
v8em zobrazenim tvaru x:{ = f{xi}, }'3
j=l,+«..,m, kde f Je libovolné spojitd funkce. ProtoZe ne-

= f(y.:), i=l,...,m;
J

existuje statistika, invariesntni wzhledem k této grupé, je
jedinym invariantnim testem velikosti ol iest @3(,::5,;} =00 .
Tento test vZak neni pripustny, protoZe lze najit testy veli-
kosti oV , které maj{ sflu > o0 proti vEem alternativim

G §F {(viz ovigd3) ) .

Pro testovédni H, proti obecné alternativé K., JakoZ

i
i proti jedncstrannym alternativém typu {G(:{} < FElx) 'Vx,
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G(x) * F{x)} , u kterych senejedné ani o rozdil v poloze,
ani v m&F{tku, Sasto uiivéme testy, zaloZené na empirickych

distribudnich funkcich.

Definice. Nech¥ yy+ee,X; Jjsou néhodné veli%iny. Empiric-

kou distribuéni funkei{ néhodného vektoru {xl,...,xm} nazve-
A
me funkei F_ : rY — <0,1) definovanou vztahem
- 1

A
(3.30) P Ax) == iEl u(x-X; ), X€ R

kde u(t) =1 pro t20 -a u(t) =0 pro t<£0.

5 ,
Hodnota mFm(x} je rovna poftu velidin X, které jsou
nejvyse rovoy x. dJestliZe Kl,...,xm je ndhodny vybeér

i
z rozddleni s distribuéni funkei F , méd mF_(x) binomické

m

g(x) Je nes treogm
odhadem F(x) s rozptyler % F(x)(1-F(x)). Ze zdkona velkych

>

rozdé&leni B(m;p), kde p = Fix); tedy

A
&isel plyne, Ze tento odhad je konzistentni, te Fm{x} E&

—) F(x) pro m—%® , a z lMoivre-laplaceovy v&ty plyne, Ze
tento odhad mé asymptoticky normdlni rozd&leni pro m9o®

A
s ka?dé pevné x. KromE toho, Ze Fm{x) je konzistentnim

A :

odhadem F(x), dédle plati sup ]Fm{x}—F(x}I E+ 0 pro
xEnHl

md oo , cof je tvrzeni Cantelli-Glivenkovy vety. D4 se doké-

zat Pada dalZich a silnZjsfich limitnfch vlastnoeti empirickych
distribufnich funkei; ale i ty, které jsme zde vyjmenovali,
ukazuji, Ze empirické distiribuéni funkce je dobrou aproximaci
skutedné distribuBni funkece néhodného vybéru. Froto byla na-
vrZena Fada testil hypotézy H, které mé&Fi odchylky disiri-
buinich funkei pomoci odchylek empirickych distribulnich

funkei. PopiZeme zde dva z t&chto tesatd.
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Vztah mezi pofadimi, pofddkovymi statistikami a empiric-
kou distribudni funkei velidin RypoeeosXy ihned vyplyne
z nésledujicich rovnosti (které plati, Jjsou-li Xyyeao s X
riznd)
A
m.FmLXi} = Hi
{3.31)

A * i =1 so s glls
af_(x3)) =1 e

3:6.1, Kolmogorov-Smirnoviv test

A
Necht F (x) Jje empirické distribu¥ni funkce vybZru
A
Xyseee X & Gh(xJ empirickd distribuZni funkce vibiru

Il,...,Yn. Kolmogorov-Smirnoviv test méd tvar

L D }G&

1 min
(3.32) @iﬁ,,},} - (}'
O

D =Cu
Eew Dmﬂ{ G:ﬁ

kde

’ A )
(3:33) os maxlj F_{x) - @ (x)

! ' X€ R
a Cg Jje kritické& hodnots.

Nejprve musime zodpovdd&t otédzku, zda kritické hodnoty
Car zévisi na zdkladnim rozdéleni F a zda Kolmogorov-

Smirnoviv test patfi{ k pofadovim testlm. Z tvrzeni nésledu-

jilei v&ty vyplyvd, Ze kritické hodnoty jsou spoleiné pro ce-

o

lou hypotézu HD a Ze test Je skuteéné& poradovym testem.

Eﬁgﬁ 4. Nechi Kl,...,Xm a Yj,eee,Y Jjsou 2 nezavislé

néhodné vyb&ry 3z rozd&leni se spojitou distribuéni funkei

F(x). Pak statistika Den zdvisi jen na pofadich Ry,...,R,

R ""’RH (N=m+n) pozorovéni a rozdéleni statistiky Dmn

m+l

Iiiilll.l.lllll.lIIIlIllIIlIIllllllllIIII--------——-—'
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nezdviei na F.

(
Dikaz. Oznalme Zl,...,ZH spojeny néhodny vybér a Z‘ll{
Sl v X z (M) prisluiné porddkové statistiky.

A Py
ProtoZe funkce Fm{x} a Gn(x} jsou neklesajici, scho-

dovité = skoky nastédvaji pouze Vv nékterych z bodd Z{l],...,

(N) : A - l
Z stat{ hledat meximum rozdflu | F_(x) = G, (x)

v bodech  Z(1) . ...,zM), Neen¥ V. =0, Jjestlize ALY
pochézi z prvnihe vybérua ¥V =1, jestliZe Zia} pochdzi
z druhého vybdru, j=1,...,N. Pak plati

A olidy ¢ 0

Fzldy = 1 [av) + 01p) + eee # (1-¥5)]
a

Gniztj]) = %{vl+ T vj), 351, 04,y
tedy

A . A i :
() (5)y_mtn [ .M

mn
j=11.'I'H-

odkud vyplyva vyJjédieni testove statistiky

, ! :\Bm_ e e I m+n 2

Nechi Rl""‘Rm’ Hm+l""'RH je vektor pofadi pozoro-

vent ZqjyeeeyZye Nédheodné veliéiny vl,...,vﬂ lze ekviva-
lentnim zplsobem vyJjédrit takto:

[?i = 1] & [prévé jedno z pofedl Rm+l""’RE je rovno
ij a

o BN Sy et ¥ i e e
V. = 0] & | prévé jedno z poradi RegsasgR. Je rovno. 1}

iny VqjseeyVy tedy zavisi jen na poffadich, a 2 vy jéddfe-

i
=

Ay PRI R [ R 2 o o3 = iy FARe o = = o =
B vektoru: poradl z&8 oA REZAVLII1 DE ] ' oo L
C

nezévizlost kritickych hodnot na
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Pozndmka. Vztahu (3.35) lze s vyhodou pouZit ke stanoven{

hodnoty testové statistiky.

Kelmogorov-Smirnova testu se us{ivé i proti jednostrangm
alternativém, Ze druhy vybér je Stochasticky vé&tZ{ neZ prwvni
vy bér. Pak zamitneme HD ve prospéch alternativy pfi vel-

k¥ch hodnotdch testové statistiky, kterd je v tomto pFipads

rovna
E b5 A A
(3.36) Baw maxi{Fm{x} - G (x)) =
XER
=B oy [j B V.] .
mn 1€jEN m+n 1 J

Tabulky kritickych hodnot Kolmogorov-Smirnovova testu
najdeme nap®. v pracech:
P.J.Kim a R.I.Jennrich (1970): "Tables of the Exact Sampling
Distribution of Two-Sample Kolmogorov=Smirnov Critericon Done
m=n" ( v serii Selected Tables in Mathematical Statistics,
editofi farter a Owen)

Yaroslav Janko: Statisticks tabulky.

Pro velké hodnoty m a n 1ze poufft limitnich kritic-
kfch hodnot, avsak aproximace rozdélenti statistiky Dmn pfi
m,n3 © nen{ déna normélnim rozdélenim, jak je vid&t z nésle-

dujici vé&ty, kterou uvedeme bez dfkazu.

VETA 5. Becht F 2@ jo libovolns spojitd distribudni
funice. Pak pro libovolné AY0 platy

e
(3.37) lim P{{'E‘??""}J"!d D_ ":/1} =1 - gm2A
i, N0 S uh
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o9 = O - R
T2 § it s L =P

=1

Diikez: viz Héjek-Siddk (1967), kapitola V, dusledek vty 3.6.

Limitni hodnoty (3.37) Jjsou tabelovény v knize Lehmann
REDT5) .

3.6.2. Cramér-van Misesiv test

UvaZujme stejnou situaci jako v 3.6.1. Testovd statisti-
ka Cramér-von Misesova testu mé tvar
n

(3.39) M = Piﬁ-——}f [ z (F XS Nt @ (1) -

(m+n J=1
- G (. }}E_I

Test je urden pro testovéni H, pruti oboustrannym alterns-
tivém K = % a zamité HD- pro velké hodnoty statisti-
ky £3-39J-

S poufitim vztehu (3.34) miZeme testovoun statistiku vy=-

jédrit v jednodu3dim tvaru
i}

a odtud stejné jako v dikazu véty 4 vyplyvé, Ze Cramér-von
Miseslv test je poradovym testem. Tabulky kritickych hodnot
lze nelézt v pracech :

T.W.Anderson (1962) "On the distributicn of the two-sample
Cramér-von lMises criterion", Ann.kath.Statist.33, 1148-59;
E.J.Burr(1963)."Distribution of the two-sempls Cramér-von Mi-

ses criterion for small equal samples”,Ann.lath.3tatist.34,

95-101.
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Pro velké hodnoty m & n miZeme ponZit limitnich kri-

tickych hodnot, které vyplyvaeji v ndsledujici véty.

VETA 6. Necht F ® G je libovolnd spojité distribuini
funkce. Pak pro libovoné A ? 0 platd

(3.41) lim P[lmn‘ﬁ?l} = F{.E %4 A‘;

m,n= J=1 31

kde WysWh,eee Jeou negzédvislé ndhodné velidiny s normédinim
rozd&lenim N(O,Y1).

Ddkaz. viz Héjek-5idék (1967), kap.V, véta 3.8.

Limitnf kritické hodnoty testu tabelovali T,W.Anderson
a D.A.Darling (1952) : "Asymptotic theory of certain "goodnesas
of fit" eriteria based on stochastic processes”. Ann.Math.Sta-

tist.23, 193-212.

3.7. Potadové testy pFi vyskytu shodnfch pozorovéni

Dosud jsme predpoklédali, %e distribu®ni funkce F a G

jsou epojité. Za tohoto pfedpoklaedu nastane shoda dvou pozoro-
vén{ s pravd&podobnost{ 0O a poifadi pozorovédni{ jsou s pravdé-

podobnosti 1 dobie definovéna.

PFesto v#ak v praxi fastc narazime na shodu dvou nebo vice
pozorovén{ i kdyZ se jednd o m3¥enf spojitého typu; data totiZ
zaznamendvéme na konedny pofet desetinnych mist a hodnoty za-
skrouhlujeme, tak¥e viecka data vlastnd vy jad¥fujeme pomoci spo-
tetné 2ité. YoZnost shody dvou nebo vice pogorovdni nelze tedy

{gnorovat & Jo tPeba modifikovat pro tento p¥ipad i pofadové
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Existuje n&kolik metod Upravy pofadovych testd pfi vysky-
tu shodnych pozorovédni. Zde strudné popiseme dvé z nich:
metoda znéhodn&n{ a metoda primé&érnych pofadi, a to s ohledem

na pouZiti v testech hypotézy o shodnosti dvou populaci. Nej-
prve viak uvedme né&kolik obecnych poznémek.

JestliZe shodné pozorovéni patfi ke stejnému vybéru, mi-
Zeme je mezi sebou uspofédat jakkoli, aniZ by to méElo vliv na
hodnotu testové statistiky. Proto si v3iméme shodnych pozoro-
véni hlavné tehdy, patfi=1li k rdznfm vibZrim.

Jestlife je pofet shodnfch pozorovédni maly, miZfeme je

z vybéru zcela wypustit, ovdem za cenu urdité ztrédty informace.

Testovd statiestika n&kterych testd je dobie definovédna
i pfi vy¥skytu shod; pouze se jejich vlivem mohou ménit prav-
dZpodobnosti chyby l. a 2. druhu. Jako p¥iklad uvaZujme Kol-
mogorov-Smirnoviv test: definici empirické distribu®ni funkce
i vztehu (3.33) lze beze smEny pouZit i pfi vyskytu shod. Po-
u%ijeme~1i kritickgch hodnot Kolmogorov-Smirnovova testu,
dostaneme kriticky obor, jehoZ velikost je o néco niZif neZ
nomindlni hladina vyznamnosti.Tento fakt dokéZeme nepf. tak,
Ze chdpeme pozorovéni Xy,ees,Xp, Yj,.00,%, (mezi nimiZ mo-
hou bft shody) jako data vznikléd zaokrouhlenim dat K:,...,I:,

EI.-.-,Y: ge spojitym rozd&lenim. Pak mninéjiédnnti rozdilu
Fm(x);lan(x],ﬂx& Rl, tvofi podmnoZinu hodnot F:{x}-i:[x} ,*
kde F; a G: jeou empirické distribulni funkce X, a Ij;
tedy .
ma::[; (x) - G (x)J € mex [gilx} - E*{1{1
! xer! N P X6 RY . 3

a podobné pro maxima absolutnich hodnot.
29043 P5
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42721 Metoda zndhodnini

Nech¥ ZqyeeeyZy je spojeny néhodny vyb&r. Nechi
Uy:s00,Uy Jjsou néhodné veliliny s rovnomérnym rozd&lenim na

{2,1))vzéd jemn& nezdvislé a nezdvislé na Zyseeesly. UvaZujme
dvejice (2),Uy),...,(2y,Ug) a uspofddejme je podle pravidla

(3.42) (Z;,0;) < (24,U5) &= bud  Z,< Z;  nebo
Zi = ZJ a Ui< U'j-
%
Porad{ R; dvojice {Zi,Ui} v tomto uspoFdddni prohlé-

2iws za pofadi 2 o

Kekneme, Ze Zqyyeensly splnuj{ hypotézu E , jestliZe
j2ou nezévislé a maji stejné rozd&leni (nikoli nutn® spojité).
Za platnosti H mé vektor R = (H:,...,B;] rovnomérné rosg-
délsni na ﬂl . FPro jednoduchost to dokdZeme na dlleZitém spe-
sifdlnim pfipadé, kdy zl,,..,zﬁ mohou nabyvat spofetné mnoha
eixv.distantnich hodnot (coZ pokryvé pi¥ipad, Ze zaznamendvéme
d=ts na k desetinnych mist, kde k je celé koneZné ¥islo).

yEer. 7

A emm—

hyrotézt H , které mohou s kladnou pravd&podobnost{ nabyvat

Necht Z;,...,Z; Jjsou néhodné velidiny spliujfef

Jern hodnot z mnoZiny
a+0l; k=0, 89 T | asent, ayd.
Fak vektor (Rz,...,ﬂg} mé rogzdéleni pravd&podcbnosti

T ¥

> |
3) PR =1) = g7 ref,

kds dﬁ Jje mnoZina viech permutaci (1,...,N).

Uf:ag, Bez jmy obecnosti miZeme piedpoklédat, Ze zl,...,zn
29043 Z5
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nabyvajl celofiselnfch hodnot (jinak miZeme misto Z; uvaZo-
vat Z; = $(Z;-a), i=1,...,N, ¥im se Ej,...,Ry neménf).
Pak néhodné veliina ‘.L'i = Zi + Uy Jje eékvivalentni dvojiei
(zi,UiJ, protofe & pravd&podobnosti 1 je Z; -[Ti] y Uy =
=T, =[] , kde [?] oznaluje nejvEtdf celé ¥fslo £ T;
i=l,...,N. T; mé spojitou distribu¥nf funkei, nebot P(T,=

%t) = 0 pro 1ib. te€R'. Déle plat{

cof znemens, Je RBj,...,Ry Jjsou poradf néhodnych veliZin

Tyyee+,Ty epliujicfch U . (3.43) pak plyne z v&ty 4 kapi-

N
tﬂly 2. D

3.7:2. Metoda prim&rnych poiadi

Tato metoda vychédzi z mySlenky, £é shodnfm pozorovénim je

t¥eba prifadit shodné poradf; spolené "poradi" se pak voll ja-
ko primér vSech poiadi pfipadajicich na skupinu shodnfch pozo-
rovéni.

UvaZfujme tuto metcdu ve spojitosti s Wilcoxonovym testem,
pro ktery se nejfacifji uZivéd. Dé se pouZit podobn& i pro ji-

né testy, jejich% skory a(.) maji smysl i pro necelé argumen-
ty.

Pfedppklédejme, Ze mezi N pozorovénimi je e ridznfch

hodnot, a Ze dl z té&chto pozorovdni je rovno nejmen3{ z t&ch=-

to hodnot, 4, druhé nejmenii hodnoté, ...,d.
e
rovnoe nejvétE{ hodnoté I di = N. Pak primérné pofadi jednot-
: i=1
livych skupin shodnfch pozorovédni jsou

pozorovédni je

i % (dl + 1)




v T see ¥V gz 1
d,+1 d,+d, = d, + Q(dz* 1)

1
1

v E sas™ =d +d + (d +1}

d,+d,+1 Ya,+0 44,1727 273

L] L] - - - - L] - L] - [ ] L 3 L] - - L] - L] L] -

1
v ZesaVyy =0, 43+ .4 aat ('ﬂ +1)
dy+dp+eeetd, o+l K 2 e=1" 2'%%

Ozna&me (Ri,..-,Rﬁ} primérnéd pofadi pozorovéni Zl,...,

cesyly. Modifikovand Wilcoxonova statistika mé tvar
w; -_g R{ .
i=m+l

ProtoZe rozdé&leni (Hi,...,Rﬁ} za H uZ neni rovnomdrné na
JL (vektor ani obecn& nenabyvéd hodnot z R ), nelze pouZit
standardnich tabulek kritickfch hodnot. Obwvykle pouZivéme kri-
tickych hodnot zaloZenych na normélni sproximaci, cof je
oprdvné&né pro dostatefn® velké m,n a neni-li rozsah Z4dné
skupiny shodnych pozorovédni blizkjy N . Abychom mohli pouZit

normélni aproximece, musime stanovit stfedn{ hodnotu a rozptyl

*
WH .

(R{,..,,Rﬁ) Jje zévisly na ndhodnych velidindch dl,...,
H
...,da. Budeme hledat stifedni{ hodnotu a rozptyl Wy podminé-
né dy,...,d, za predpokladu platnosti R

E W*Id d :| - Izir E{R;ld 2]
(H i I et b -i=m+1 i ljf--, a
N
: 1 1 4 | .
J-.Emil E [dl' E(dl*‘l)-ﬁﬁz{dl*‘ E{dg*l})"-' "+ﬁ3£dl+-a -de'1+ ‘fde}J =
5 1 Ig E1+ i|-+H) =n H+1 ]
N i=m+1 -5
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N4l .Ew

(3.44) E(‘; l dl’ "'lda] e N

-podminénéd stifedni hodnota Wﬁ je shodné se stfedni hod-

notou standardni Wilcoxonovy statistiky.
Rozptyl WN* Je roven

o3
mn I (d7 =d;)

¥ _ mn(N+l i=1l
(3.45) var Wy = —uliz*l - SR

(vztah (3.45) je dokézén v knize Lehmann (1975), p¥iklad 1 a 3
dodatku).

Prvnf &len v (3.45) je rozptyl standardni Wilcoxonovy
statistiky, druhy &len je korekei vzhledem ke shodédm, ktery
vymizi, nejsou-li Z4dnéd shodné pozorovédni.

J+8. Problémy a cvileni

(1) (Dixon a Massey(1l969): Introduction to Statistical Ana-
lysis, Mc Graw Hill). Ndsledujic{ data uddvaji hladinu choles-
terolu v krvi muZd dveou riznych v&kovych skupin (20-30 letych
a 40-50 letych). UZijete-1i Wilcoxondiv test na hlaedin& =0,05,
miZete prohldsit, Ze hladina cholesterolu v krvi star#fich mu-
Zi je vyznamnZ (stochasticky) vétsi, neX v krvi mladdich muZa?

U2ijte normélni aproximace kritickych hodnot.

x(20-30 let) | 135 222 251 260 269 235 386 252 352 173 156
7(40-50 let) | 294 311 286 264 277 336 208 346 239 172 254

(2) Necht ygeeesXp @8 Yq,...,T Jjeou nezdvislé néhodné

v¥béry z rozdéleni se spojitymi rostoucimi distribu®nimi funk-

“eemi F a G; necht W = W(ﬂ];,}'.;] je Wilcoxonova statistika.




